
ECG 1a - Lyée La Pérouse - Kerihen Mathématiques 7 juin 2024 - Conours blan - DS n°7Corrigé Total sur 85 pointsExerie 1 - Etudes de fontions et de suites Exerie tiré quasiment tel quel du sujet EM Lyon 2023 - 23 pointsPour x ∈ ]0; +∞[ on pose : f(x) = e−x

xOn onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et par la relation de réurrene un+1 = f(un), valable pour tout entiernaturel n1. a. Etudier les variations de la fontion f : x 7→ f(x) (on dressera son tableau de variations, en préisant les limites).2 pointsLa fontion f est dérivable sur ]0; +∞[ omme quotient de fontions dérivables dont le dénominateur ne s'annulepas, de plus, pour tout x > 0, f ′(x) =
−e−xx− e−x

x2
=
−e−x(x+ 1)

x2or, x+ 1 > 0 (ar x > 0), e−x > 0 et x2 > 0, don f ′(x) < 0 et par onséquent, f est stritement déroissante sur
]0; +∞[alulons ses limites, on a diretement (pas de forme indétermi-née) :
lim

x→0+
f(x) = +∞ ( lim

x→0
e−x = 1 et lim

x→0+
x = 0+) et

lim
x→+∞

f(x) = 0 ( lim
x→+∞

e−x = 0 et lim
x→+∞

x = +∞)d'où le tableau de variations de f : x

f ′(x)

f

0 +∞-
+∞

00b. Véri�er que haque terme de la suite (un)n∈N est orretement dé�ni et stritement positif. 1,5 pointsOn montre par réurrene, pour tout n ∈ N, la propriété P(n) : � un est bien dé�ni et un > 0 �C'est évident pour n = 0 (ar u0 = 1 d'après l'énoné).Maintenant, soit n ∈ N quelonque �xé. On suppose P(n) et on montre P(n+ 1) :Par hypothèse de réurrene, un est bien dé�ni et un > 0en partiulier, un appartient à l'ensemble de dé�nition de f , don f(un) est bien dé�ni, i.e un+1 est bien dé�nide plus, d'après les variations de fontion f étudiées à la question préédente, on a f(x) > 0 pour tout x > 0don en partiulier f(un) > 0, i.e un+1 > 0 d'où P(n+ 1)Conlusion : par réurrene, pour tout n ∈ N, un est bien dé�ni et un > 02. Informatique.a. Reopier et ompléter la fontionPython suivante a�n que l'appel
fonc_1(a) renvoie le plus petit entier
n tel que un > a 1 pointOn alule les termes suessifs de lasuite jusqu'à avoir un > a, 'est-à-diretant que un 6 a, d'où le programme :
def fonc_1 (a):

from numpy import exp

u=1

n=0

while u<=a:

u=exp (-u)/u

n=n+1

return n

b. On onsidère maintenant la fontion Python :
import numpy as np

def fonc_2 (a):

u=1

n=0

while u>a:

u=np.exp (-u)/u

n=n+1

return nLes appels fonc_1(10**6) et fonc_2(10**(-6)) donnent respeti-vement 6 et 5 1,5 pointsQu'en déduire pour u5 et u6 ?Commenter e résultat en une ligne.La ommande fonc_2(a) renvoie le plus petit n tel que un 6 apar onséquent, les termes u0, . . . , u4 sont tous ompris dans l'inter-valle ]10−6; 106]Par ontre, u5 6 10−6 et u6 > 106, il semblerait que la suite (un)alterne des très grand termes ave des très petits termes.. Erire une fontion Python qui a pour argument un entier n et qui renvoie la valeur de un 1 pointIl su�t d'itérer n fois la fontion f , sur le modèle des fontions fonc_1 et fonc_2, mais ave une boule for aulieu d'une boule while. d'où le programme :
def suite (n):

from numpy import exp

u=1

for k in range (1,n +1) :

u=exp (-u)/u

return u 1



3. Pour x ∈ [0; +∞[ on pose : g(x) = e−x − x2a. Démontrer que la fontion g : x 7→ g(x) réalise une bijetion de [0; +∞[ sur ]−∞; 1] 2 pointsLa fontion g est dérivable sur [0; +∞[ omme di�érene de fontions dérivableset pour tout x > 0, on a g′(x) = −e−x − 2x = −(e−x + 2x)or, e−x > 0 et 2x > 0, don g′(x) < 0 et par onséquent, g est stritement déroissante sur [0; +∞[de plus, g est ontinue sur et intervalle (puisqu'elle y est dérivable), don, d'après le théorème de la bijetion, gréalise une bijetion de [0; +∞[ sur ] lim
x→+∞

g(x), g(0)

]or, on a diretement lim
x→+∞

g(x) = −∞ et g(0) = 1don la fontion g réalise une bijetion de [0; +∞[ sur ]−∞; 1]b. En déduire que l'équation f(x) = x, d'inonnue x, possède une unique solution dans l'intervalle ]0; +∞[, que l'onnotera α 1,5 pointsPour tout x > 0, f(x) = x⇔
e−x

x
= x⇔ e−x = x2 ⇔ e−x − x2 = 0⇔ g(x) = 0or, g réalise une bijetion de [0; +∞[ sur ]−∞; 1], et 0 appartient à l'intervalle image ]−∞; 1]don l'équation g(x) = 0 admet une unique solution α sur [0; +∞[, de plus, α 6= 0 ar g(0) 6= 0don, l'équation f(x) = x admet une unique solution α et α ∈]0; +∞[. Justi�er que 1

e
< α < 1 (on rappelle que e ≈ 2, 7) 1,5 pointsOn a g(1) = e−1 − 1. Or, e > 2, don e−1 <

1

2
, don en partiulier e−1 < 1 et par onséquent, g(1) < 0de même, g(1

e

)

= exp

(

−1

e

)

− exp(−2) et omme vu i-dessus, 1
e
< 1, et don en partiulier, 1

e
< 2d'où −1

e
> −2, et don (par strite roissane de la fontion exponentielle) : exp(−1

e

)

> exp(−2)on en déduit que g

(

1

e

)

> 0 > g(0) et don d'après le théorème des valeurs intermédiaires (g étant ontinue),l'équation g(x) = 0 admet une solution sur [0, 1
e

] et même ]0, 1
e

[ ar g(0) 6= 0 et g(1

e

)

6= 0or α est l'unique solution de l'équation g(x) = 0 sur [0; +∞[, don 1

e
< α < 14. a. Démontrer que l'on a : u2 > u0 1 pointOn a u1 = f(u0) = e−1 don u2 = f(u1) = f(e−1) =

e−e−1

e−1
= ee−e−1

= e1−e−1don u2 > 1 i.e. u2 > u0 ar e−1 =
1

e
< 1 don 1−e−1 > 0 et ee−1

> e0 = 1 par strite roissane de l'exponentielleb. ∀n ∈ N, on pose vn = u2n. Déduire de la question préédente que la suite (vn)n∈N est roissante. 1,5 pointsmontrons par réurrene que pour tout n ∈ N, on a vn+1 > vnD'après la question préédente, on a u2 > u0, soit v1 > v0, ainsi, la réurrene est initialisée.maintenant, soit n ∈ N quelonque �xé, on suppose que vn+1 > vnPar hypothèse de réurrene, vn+1 > vn, soit u2n+2 > u2npar strite déroissane de f sur ]0; +∞[, on en déduit que f(u2n+2) < f(u2n), soit u2n+3 < u2n+1 puis que
f(u2n+3) > f(u2n+1), soit u2n+4 < u2n+2, ou enore : vn+2 > vn+1, e qui termine la réurrene.Conlusion : pour tout n ∈ N, on a vn+1 > vn. Ainsi, la suite (vn) (i.e. la suite (u2n)), est stritement roissante.. ∀n ∈ N, on pose wn = u2n+1. Justi�er que la suite (wn)n∈N onverge. 1,5 pointsD'après la question préédente, pour tout n ∈ N, on a u2n+2 > u2npar strite déroissane de f sur ]0; +∞[, on en déduit que f(u2n+2) < f(u2n), soit u2n+3 < u2n+1, ou enore :
wn+1 < wn, ainsi, la suite (wn) (i.e. la suite (u2n+1)), est stritement déroissante.Par ailleurs, elle est minorée par 0 (uk > 0 pour tout k ∈ N d'après la question 1.b., on en déduit, par le théorèmede la limite monotone que la suite (wn) onverge5. Pour x ∈ ]0; +∞[ on pose : h(x) = f ◦ f(x). On pose également h(0) = 0a. Soit x un réel stritement positif. Déterminer h(x) 0,5 pointpour tout x > 0, f(x) > 0, don la omposée h(x) = f(f(x)) a bien un sens, de plus,
h(x) = f(f(x)) =

e−f(x)

f(x)
=

exp
(

−e−x

x

)

e−x

x

=
x exp

(

−e−x

x

)

e−x
= xex exp

(

−e−x

x

)2



b. Démontrer que la fontion h : x 7→ h(x) est ontinue sur [0; +∞[ 1,5 pointsD'après la question 1.a., la fontion f est ontinue sur ]0; +∞[ à valeurs dans ]0; +∞[. Par onséquent, f ◦ f estontinue sur ]0; +∞[ omme omposée de fontions ontinues, autrement dit, h est ontinue sur ]0; +∞[examinons maintenant la ontinuité de h (à droite) en 0d'après la question préédente, on a, pour tout x > 0, h(x) = xex exp(−f(x))or, lim
x→0+

f(x) = +∞, don lim
x→0+

−f(x) = −∞, don par omposition lim
x→0+

exp(−f(x)) = 0de plus, lim
x→0

xex = 0, don lim
x→0+

h(x) = 0 = h(0), e qui établit la ontinuité de h (à droite) en 0Conlusion : la fontion h est ontinue sur [0,+∞[. Démontrer que l'équation h(x) = x, d'inonnue x, admet exatement deux solutions sur [0; +∞[ qui sont 0 et α,
α étant le réel introduit à la question 3.b. 1,5 pointsOn sait déjà que 0 est solution de h(x) = x puisque h(0) = 0 par dé�nition de h(0)herhons maintenant les solutions stritement positives, pour tout x > 0, on a h(x) = x⇔

xex exp

(

−e−x

x

)

= x (question 5.a.) ⇔ ex exp

(

−e−x

x

)

= 1 ar x 6= 0 ⇔ exp

(

−e−x

x

)

= e−x ⇔
−e−x

x
=

−x (par injetivité de la fontion exp)⇔
e−x

x
= x⇔ f(x) = x⇔ x = α (question 3.b.)ainsi, il y a une unique solution stritement positive, qui est αConlusion : l'équation h(x) = x, d'inonnue x, admet exatement deux solutions sur [0; +∞[, qui sont 0 et αd. En déduire la limite de la suite (wn)n∈N 1,75 points

∀n ∈ N, wn = u2n+1 alors pour tout n ∈ N, on a wn+1 = u2n+3 = f(u2n+2) = f(f(u2n+1)) = h(wn)notons ℓ la limite de (wn) (qui existe d'après la question 4..), de plus wn → ℓ⇒ wn+1 → ℓ par propriétépuis en passant à la limite dans l'égalité wn+1 = h(wn), on obtient alors, par ontinuité de h sur [0; +∞[ (fquestion 5.b.) : ℓ = h(ℓ) et par onséquent, d'après la question préédente, ℓ = 0 ou ℓ = αMontrons maintenant que ℓ 6= α : le premier terme de la suite (wn) est w0 = u1 = f(u0) = f(1)or, omme α < 1 (f question 3..), on a, par strite déroissane de f : f(α) > f(1), soit α > w0don ∀n ∈ N, wn 6 w0 ar la suite (wn) est déroissante (f question 4..), don par passage à la limite dansl'inégalité, ℓ 6 w0 < αdon ℓ 6= α, et (wn) ne peut don pas onverger vers α, par onséquent, ℓ est néessairement égal à 0 i.e. la suite
(wn) onverge vers 0.6. La suite (vn)n∈N est-elle majorée ? Admet-elle une limite ? 1,75 pointsLa suite (vn) est roissante (f question 4.b.). Don, par le théorème de la limite monotone : soit elle est majorée, etdans e as elle onverge, soit elle ne l'est pas, et dans e as diverge vers +∞On va raisonner par l'absurde, supposons que la suite soit majorée. Alors, dans e as, la suite est onvergente et notons

ℓ′ sa limiteDe même qu'à la question préédente, on a, pour tout n ∈ N : vn+1 = u2(n+1) = u2n+2 = f(f(u2n)) = h(u2n) = h(vn)or vn → ℓ′ ⇒ vn+1 → ℓ′ par propriété d'où, en passant à la limite (h étant ontinue) : ℓ′ = h(ℓ′), et don d'après laquestion 5.. ℓ′ = 0 ou ℓ′ = α.Or, (vn) est roissante, de premier terme v0 = u0, qui est stritement supérieur, à la fois à 0 et à α, don ∀n ∈, vn > v0de fait par passage à la limite dans l'inégalité ℓ′ > v0 > α > 0 don ℓ′ 6= α et ℓ′ 6= 0de fait (vn) ne peut pas onverger (ni vers 0, ni vers α) e qui ontredit e qui préèdedon notre hypothèse de départ est fausse, don (vn) n'est pas majorée, de fait (étant toujours roissante), d'après lethéorème de la limite monotone, lim
n→+∞

vn = +∞Problème 1 Inspiré d'un exerie du sujet EM Lyon 2024 - 25 pointsLes parties B et C sont indépendantes de la partie APartie I : équations di�érentielles et intégrales1. On onsidère l'équation di�érentielle (E1) : y′(t) = −y(t) + e−toù y est une fontion dé�nie et dérivable sur R à valeurs dans Ra. Résoudre l'équation di�érentielle homogène y′(t) = −y(t) sur R 0,5 pointD'après le ours, l'ensemble des solutions de ette équation di�érentielle linéaire et homogène du premier ordre
y′ + y = 0 est SH = {t 7→ λe−t, λ ∈ R}b. Déterminer une solution partiulière y0 de (E1) de la forme y0 : t 7→ ate−t ave a ∈ R 1,5 points3



Soit a un nombre réel, on onsidère la fontion y0 dé�nie (sur R) par : ∀t ∈ R, y0(t) = ate−tCette fontion sur R est dérivable omme produit de fontions dérivables et, ∀t ∈ R, y′0(t) = ae−t − ate−t =
ae−t − y0(t) = −y0(t) + ae−tdon dès lors que a = 1, alors y0 est solution de (E1) don la fontion y0 dé�nie par y0(t) = te−t est une solutionpartiulière de (E1). Résoudre l'équation di�érentielle (E1) 0,5 pointPar propriété, il su�t de superposer l'ensemble des solutions de l'équation homogène à la solution partiulière, etdon l'ensemble des solutions de (E1) est : S = {t 7→ λe−t + te−t, λ ∈ R}d. Caluler ∫ 1

0

y0(t)dt 1,5 pointsComme nous ne onnaissons pas de primitive de t 7→ te−t, nous allons proéder à une intégration par parties :on pose u′(t) = e−t et don u(t) = −e−t puis v(t) = t d'où v′(t) = 1don par intégrations par parties : ∫ 1

0

u′(t)v(t)dt = [u(t)v(t)]
1
0 −

∫ 1

0

u(t)v′(t)dtsoit ∫ 1

0

te−tdt =
[

(−e−t)t
]1

0
−

∫ 1

0

(−e−t)dt = −e−1 × 1− (−0)−

∫ 1

0

(−e−t)dtor ∫ 1

0

(−e−t) =
[

e−t
]1

0
= e−1 − e0 = e−1 − 1 don ∫ 1

0

te−tdt = −e−1 − (e−1 − 1) = 1− 2e−1

(

= 1−
2

e

)2. On s'intéresse à l'équation di�érentielle (E2) : y
′′ − 4y′ + 3y = 15a. Résoudre l'équation di�érentielle (E2) 2 pointsDans un premier temps, on résoud l'équation homogène linéaire du seond ordre y′′ − 4y′ + 3y = 0 et pour elaon ommene par déterminer les raines du trin�me x2 − 4x+ 3or de manière évidente, 1 est une raine, de fait l'autre raine est 3don les solutions de l'équation homogène sont, par propriété, les fontions t 7→ λet + µe3t où (λ, µ) ∈ R

2ensuite, omme le seond membre de l'équation est onstant, on herhe une solution partiulière onstanteor ave une fontion f dé�nie par ∀t ∈ R, f(t) = k où k ∈ Ralors ∀t ∈ R, f ′(t) = f ′′(t) = 0 (ar f est onstante) et don :
f solution ⇔ 3f(t) = 15⇔ ∀t ∈ R,−6k = 18⇔ k = 5don t 7→ 5 est une solution partiulière de l'équationdon par propriété, l'ensemble des solutions de (E2) est S =

{

t 7→ 5 + λet + µe3t, (λ, µ) ∈ R
2
}b. Déterminer la solution de l'équation di�érentielle (E2) véri�ant y(0) = 0 et y′(0) = 1 1,5 pointsSoit f une solution de l'équation (E2), alors d'après la question préédente ∃(λ, µ) ∈ R

2, ∀t ∈ R, f(t) = 5+λet+µe3tdon f(0) = 5 + λ+ µet ∀t ∈ R, f ′(t) = λet + 3µe3t don f ′(0) = λ+ 3µdon si on souhaite que f véri�e f(0) = 0 et f ′(0) = 1, alors ela entraine 5 + λ + µ = 0 et λ + 3µ = 1 soit






λ+ µ = −5

λ+ 3µ = 1don en faisant la di�érene des deux lignes (L2−L1), on trouve, 2µ = 6 et don µ = 3 ; de fait λ = −5−3µ = −8don l'unique solution de (E2) véri�ant y(0) = 0 et y′(0) = 1 est la fontion t 7→ 5− 8et + 3e3t. Caluler ∫ ln(2)

0

y(t)dt où y est la solution trouvée à la question 2.b. 1,5 points
∫ ln(2)

0

y(t)dt =

∫ ln(2)

0

(5− 8et + 3e3t)dt =
[

5t− 8et + e3t
]ln(2)

0ar t 7→ 5t− 8et + e3t est une primitive de t 7→ 5− 8et + 3e3tdon ∫ ln(2)

0

y(t)dt = 5 ln(2)− 8eln(2) + e3 ln(2) − (0− 8e0 + e0) = 5 ln(2)− 8× 2 + eln(8) + 7 = 5 ln(2)− 1Partie B : étude d'une suite de fontionsPour tout entier k ∈ N
∗, on onsidère la fontion fk dé�nie sur R par : ∀x ∈ R, fk(x) = (x+ 1)ekxOn note Ck la ourbe de fk dans le plan muni d'un repère orthonormé.1. a. Caluler les limites de la fontion fk en −∞ et en +∞ 1 pointLimite en +∞ : par produit de limites (ar k > 0), lim

x→+∞

fk(x) = lim
x→+∞

(x+ 1)ekx = +∞4



Limite en −∞ : on a lim
x→−∞

ekx = 0 et lim
x→−∞

xekx = 0 par roissanes omparées,d'où lim
x→−∞

fk(x) = lim
x→−∞

xekx + ekx = 0b. Dresser le tableau de variation de fk en y faisant �gurer les valeurs prises par fk en −1 et en 0 1,5 pointsLa fontion fk est dérivable sur R omme produit de fontions dérivables,de plus ∀x ∈ R, f ′

k(x) = ekx + (x+ 1)kekx = (kx+ k + 1)ekxComme ekx > 0 sur R, il vient : f ′

k(x) > 0⇔ kx+ k + 1 > 0⇔ kx > −k − 1⇔ x > −1−
1

kde plus, ∀k ∈ N
∗, fk(−1) = 0 et fk(0) = 1 d'où le tableau de variation suivant :

x

f ′

k(x)

fk(x)

−∞ −1−
1

k
+∞

− 0 +00
−
e−(k+1)

k
−
e−(k+1)

k

+∞+∞

−10 01. Etudier la onvexité de fk 1,5 pointsComme ∀x ∈ R, f ′

k(x) = (kx+ k + 1)ekx on en déduit, par dérivation d'un produit :
f ′′

k (x) = kekx + (kx+ k + 1)kekx = (k2x+ k2 + k + k)ekx = (k2x+ k2 + 2k)ekx = (kx+ k + 2)kekxdon le signe de f ′′

k dépend de kx+ k + 2 (ar l'exponentielle et k sont stritement positifs)et f ′′

k (x) > 0⇔ kx+ k + 2 > 0⇔ x > −
k + 2

k
et de même f ′′

k (x) 6 0⇔ x 6 −
k + 2

kdon fk est onave sur ]−∞,−
k + 2

k

], onvexe sur [−k + 2

k
,+∞

[ et admet un point d'in�exion pour x = −
k + 2

kar f ′′

k hange de signe en e point.2. a. Etudier la position relative des ourbes Ck et Ck+1. Vous préiserez leurs points d'intersetion. 2 pointsSoit x ∈ R, fk+1(x) > fk(x) ⇔ (x + 1)e(k+1)x
> (x + 1)ekx ⇔ (x + 1)ekxex > (x + 1)ekx ⇔ (x + 1)ex >

x+ 1 (en simpli�ant par ekx > 0)⇔ (x+ 1)(ex − 1) > 0or nous avons ex − 1 > 0⇔ ex > 1⇔ x > 0 et x+ 1 > 0⇔ x > −1nous en déduisons le tableau de signes suivant :
x

x + 1

ex − 1

(x + 1)(ex − 1)

−∞ −1 0 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +ainsi Ck+1 se situe au�dessus de Ck sur les absisses ] −∞,−1] ∪ [0,+∞[, et en-dessous de Ck sur les absisses
[−1, 0]. Les ourbes Ck+1 et Ck s'intersetent aux points de oordonnées (−1, 0) et (0, 1)b. Dessiner sur un même graphique l'allure de Ck et Ck+1 1,5 points
k n'est pas donné, don on essaie de représenter ette allure pour un k quelonque (i-dessous k = 1 et k = 2) enrespetant le résultat de la question préédente, les variations et également que le point d'in�exion se rapprohede −1 lorsque k roitOn représente ii C1 et C2

C1

C2

5



Partie C : étude d'une suite impliite1. a. Montrer que, pour tout k ∈ N
∗, l'équation fk(x) = k admet une unique solution dans R notée uk 1,5 pointsLa fontion fk prenant des valeurs négatives sur ]∞,−1], l'équation fk(x) = k n'a pas de solution dans etintervalle. La fontion fk est ontinue et stritement roissante sur l'intervalle [−1,+∞[, d'après le théorème dela bijetion, elle réalise don une bijetion de [−1,+∞[ sur fk([−1,+∞[) = [0,+∞[. Comme k ∈ [0,+∞[, il vientque l'équation fk(x) = k admet une unique solution dans [0,+∞[ que l'on note uk et de fait uk ∈ [0,+∞[b. Déterminer expliitement u1 0,5 pointOn remarque que f1(0) = 1, don par uniité de la solution à l'équation f1(x) = 1 on a u1 = 02. Montrer que, pour tout entier k > 1, on a 0 6 uk 6

ln(k)

k
2 pointsEn déduire que la suite (uk) onverge et donner sa limite.Soit k > 1, on trouve fk(0) = 1 et

fk

(

ln(k)

k

)

=

(

ln(k)

k
+ 1

)

ek×
ln(k)

k =

(

ln(k)

k
+ 1

)

eln(k) =

(

ln(k)

k
+ 1

)

k = ln(k) + ket don fk

(

ln(k)

k

)

> k (ar k > 1⇒ ln(k) > 0)ainsi, omme fk est ontinue et k > 1, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, l'équation fk(x) = k admet unesolution sur [0, ln(k)
k

], or uk est l'unique solution de ette équation sur R, don uk ∈

[

0,
ln(k)

k

], i.e. 0 6 uk 6
ln(k)

ken�n, lim
k→+∞

ln(k)

k
= 0 par roissane omparée. A l'aide du théorème des gendarmes, on en déduit que la suite (uk)onverge vers 03. On admet que ∑

k>1

1

k
diverge, quelle est la nature de la série∑

k>1

ln(k)

k
? 1,5 pointsPour k > 3 > e, ln(k) > ln(3) > ln(e), (ar ln est roissante) don ln(k) > 1 ar ln(e) = 1 et don ln(k)

k
>

1

kor d'après l'énoné ∑
k>1

1

k
diverge, 'est don forément vers +∞ ar 'est une série à termes positifs et de fait ∑

k>3

1

kdiverge aussi vers +∞or ∑
k>3

ln(k)

k
est une série à termes positifs, don d'après le théorème de omparaison (pour k > 3,

1

k
6

ln(k)

k
), ellediverge vers +∞ et don il en va de même pour ∑

k>1

ln(k)

k4. a. Soit k > 1 un entier, montrer que uk =
ln(k)

k
−

ln(uk + 1)

k
1 pointSoit k ∈ N

∗, alors par dé�nition fk(uk) = k i.e. (uk + 1)ekuk = k don ln(uk + 1) + ln(ekuk ) = ln(k)puis kuk = ln(k)− ln(uk + 1) et en�n uk =
ln(k)

k
−

ln(uk + 1)

kb. En déduire que uk

ln(k)
k

→ 1 lorsque k tend vers +∞ 1 pointD'après l'égalité préédente, uk ×
k

ln(k)
= 1−

ln(uk + 1)

ln(k)or, sahant que (uk) onverge vers 0, par ontinuité de ln, lim
k→+∞

ln(uk + 1)

=
ln(1) = 0et don lim

k→+∞

ln(uk + 1)

ln(k)
= 0

(

” =
0

+∞
”

) don lim
k→+∞

uk ×
k

ln(k)
= 1 i.e. uk

ln(k)
k

→ 1. Emettre une hypothèse sur la nature de la série∑
k>1

uk 1 pointAve la question préédente, on omprend que plus k est grand, plus uk est prohe de ln(k)

k
puisque leur rapporttend vers 1. On peut don penser que la série ∑

k>1

uk aura la même nature que la série ∑
k>1

ln(k)

k
et qu'elle seradon divergente (e qui est bien le as). 6



Problème 2 Inspiré d'un exerie du sujet Eriome 2024 - 37 pointsPartie ISoit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On onsidère la matrie arréed'ordre n dont tous les oe�ients diagonaux sont égaux à 0, et dont tous les autresoe�ients sont égaux à 1 :On note In la matrie identité d'ordre n

Mn =

















0 1 · · · 1

1 0
. . . ...... . . . . . . 1

1 · · · 1 0















1. Etude du as n = 3Dans ette question, on onsidère les matries M =











0 1 1

1 0 1

1 1 0











et P =











1 1 1

−1 0 1

0 −1 1









a. Caluler (M + I3)
2, puis en déduire une expression de M2 en fontion de M et I3 1,5 pointsOn obtient immédiatement M + I3 =











1 1 1

1 1 1

1 1 1











et don (M + I3)
2 =











3 3 3

3 3 3

3 3 3











= 3(M + I3)ar tous les produits de lignes et de olonnes sont identiques et valent 1 + 1 + 1don en développant : (M + I3)
2 = M2 + I3M +MI3 + I23 = M2 + 2M + I3d'où M2 + 2M + I3 = 3M + 3I3 et don M2 = M + 2I3b. Ave la méthode du pivot de Gauss, montrer que P est inversible et que : P−1 =

1

3











1 −2 1

1 1 −2

1 1 1











2 pointsOn s'exéute (ii on propose le pivot de Gauss ave la méthode des � inonnues invisibles �) :










1 1 1 1 0 0

−1 0 1 0 1 0

0 −1 1 0 0 1











⇔











1 1 1 1 0 0

0 1 2 1 1 0

0 −1 1 0 0 1











← L2 + L1 ⇔











1 1 1 1 0 0

0 1 2 1 1 0

0 0 3 1 1 1











← L3 + L2A e stade, on peut déjà dire que P est inversible ar elle a été réduite en une matrie triangulaire supérieure dontles oe�ients diagonaux sont non nuls.en�n ⇔ 









1 1 1 1 0 0

0 1 2 1 1 0

0 0 1
1

3

1

3

1

3











←
1

3
L3

⇔















1 1 0
2

3
−
1

3
−
1

3

0 1 0
1

3

1

3
−
2

3

0 0 1
1

3

1

3

1

3















← L1 − L3

← L2 − 2L3

⇔















1 0 0
1

3
−
2

3

1

3

0 1 0
1

3

1

3
−
2

3

0 0 1
1

3

1

3

1

3















← L1 − L2 dont on déduit que P−1 =















1

3
−
2

3

1

3
1

3

1

3
−
2

3
1

3

1

3

1

3















=
1

3











1 −2 1

1 1 −2

1 1 1









Dans les questions qui suivent, on pose D = P−1MP. Déterminer la matrie D 1,5 pointsIl su�t de aluler. Tout d'abord, d'après la question préédente :
P−1M =

1

3











1 −2 1

1 1 −2

1 1 1





















0 1 1

1 0 1

1 1 0











=
1

3











−2 + 1 1 + 1 1− 2

1− 2 1− 2 1 + 1

1 + 1 1 + 1 1 + 1











=
1

3











−1 2 −1

−1 −1 2

2 2 2









don par dé�nition :
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D =
1

3











−1 2 −1

−1 −1 2

2 2 2





















1 1 1

−1 0 1

0 −1 1











=
1

3











−1− 2 −1 + 1 −1 + 2− 1

−1 + 1 −1− 2 −1− 1 + 2

2− 2 2− 2 2 + 2 + 2











=
1

3











−3 0 0

0 −3 0

0 0 6











=











−1 0 0

0 −1 0

0 0 2









d. Montrer que, pour tout entier naturel k, Mk = PDkP−1 2 pointsAu préalable, nous allons montrer l'égalité M = PDP−1 qui nous sera utile pour la réurrene,on déduit de la question préédente que PD = PP−1MP = I3MP = MPet don PDP−1 = MPP−1 = MI3 = MPour k ∈ N, on dé�nit alors l'assertion P (k) : Mk = PDkP−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔M0 = PD0P−1 ⇔ I3 = PI3P
−1 = PP−1 = I3 don P (0) est vraieHérédité : soit k ∈ N, supposons P (k) vraie don par hypothèse Mk = PDkP−1don Mk+1 = Mk ×M = PDkP−1PDP−1 = PDkI3DP−1 = PDkDP−1 = PDk+1P−1 don P (k + 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀k ∈ N, P (k) est vraie, i.e. Mk = PDkP−1e. Montrer qu'il existe deux réels ak et bk tels que Mk = akM + bkI3 pour tout entier naturel k 1,5 pointsOn proède à nouveau par réurrene et pour k ∈ N, on dé�nit l'assertion Q(k) : ∃(ak, bk) ∈ R

2,Mk = akM +bkI3Initialisation : Q(0) est vraie ⇔ ∃(a0, b0) ∈ R
2,M0 = a0M + b0I3e qui est vrai ave a0 = 0 et b0 = 1 ar M0 = I3 don Q(0) est vraieHérédité : soit k ∈ N, supposons Q(k) vraie, don par hypothèse

Mk = akM + bkI3 ave (ak, bk) ∈ R
2 et alors MMk = M(akM + bkI3) i.e. Mk+1 = akM

2 + bkMor d'après 1.a. M2 = M + 2I3 don Mk+1 = ak(M + 2I3) + bkM = (ak + bk)M + 2akI3 = ak+1M + bk+1I3 don
Q(k+1) est vraie (ave au passage les relations de réurrenes non demandées ii : ak+1 = ak + bk et bk+1 = 2ak)don par théorème de réurrene, ∀k ∈ N

∗, Q(k) est vraie, i.e. ∃(ak, bk) ∈ R
2,Mk = akM + bkI3f. En utilisant les résultats des questions préédentes, déterminer ak et bk 2 pointsOn peut e�etuer le alul matriiel pour trouver les oe�ients de Mk, puis identi�er ak et bk, mais il est plussimple de le faire ave Dk (D étant diagonale ela entraine moins de alul)d'après la question 1.d., Mk = akM + bkI3 i.e. PDkP−1 = akPDP−1 + bkI3don en multipliant par P−1 à gauhe puis par P à droite P−1PDkP−1 = akP

−1PDP−1 + bkP
−1 i.e. DkP−1 =

akDP−1 + bkP
−1puis DkP−1P = akDP−1P + bkP

−1P soit Dk = akD + bkI3
D étant diagonale, on peut immédiatement aluler ses puissanes
Dk =











(−1)k 0 0

0 (−1)k 0

0 0 2k











= ak











−1 0 0

0 −1 0

0 0 2











+ bk











1 0 0

0 1 0

0 0 1











=











−ak + bk 0 0

0 −ak + bk 0

0 0 2ak + bk









e qui donne 


−ak + bk = (−1)k

2ak + bk = 2k
⇐⇒











ak =
1

3

(

2k − (−1)k
)

bk =
1

3

(

2k + 2(−1)k
)2. Cas n = 4On onsidère la matrie J4 arrée d'ordre 4 dont tous les oe�ients sont égaux à 1 : J4 =

















1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1















a. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul, (J4)k = 4k−1J4 1,5 pointsAu préalable, on démontre que (J4)
2 = 4J4 ar, omme pour (M + I3)

2 tous les produits de lignes et de olonnessont identiques et valent 1 + 1 + 1 + 1puis on proède par réurrene, pour k ∈ N
∗, on dé�nit l'assertion P (j) : (J4)

k
= 4k−1J4Initialisation : P (1) est vraie ⇔ (J4)

1
= 41−1J4 ⇔ J4 = 40J4 ⇔ J4 = J4 e qui est vrai, don P (1) est vraieHérédité : soit k ∈ N

∗, supposons P (k) vraiedon par hypothèse (J4)
k
= 4k−1J4 don J4 (J4)

k
= 4k−1J4J4 i.e. (J4)k+1

= 4k−1J2
4or d'après notre résultat préalable, J2

4 = 4J4 et don (J4)
k+1 = 4k−14J4 = 4kJ4 i.e. P (k + 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀k ∈ N

∗, P (k) est vraie, i.e. (J4)k+1 = 4k−1J2
48



b. Exprimer M4 en fontion de I4 et J4 0,25 pointsDe manière évidente, M4 + I4 = J4 et don M4 = J4 − I4. Exprimer (M4)
2 en fontion de I4 et J4 0,75 pointsOn déduit de la question préédente que (M4)

2 = (J4 − I4)
2 = J2

4 − J4I4 − I4J4 + I24 = J2
4 − 2J4 + I4or J2

4 = 4J4 don (M4)
2 = 4J4 − 2J4 + I4 = 2J4 + I4d. En déduire, pour tout entier naturel k non nul (M4)

k
= ckJ4 + (−1)

k
I4 et que l'on a la relation :

∀k ∈ N, ck+1 = 3ck + (−1)k 1,5 pointsDe manière analogue à la question 1.e. on proède par réurrene et pour k ∈ N
∗, on dé�nit l'assertion

Q(k) : ∃ck ∈ R, (M4)
k = ckJ4 + (−1)k I4Initialisation : Q(1) est vraie ⇔ (M4)

1
= c1J4 + (−1)

1
I4 ⇔M4 = c1J4 − I4e qui est vrai ave c1 = 1 d'après la question 2.b.don Q(1) est vraieHérédité : soit k ∈ N

∗, supposons Q(k) vraie, don par hypothèse
(M4)

k
= ckJ4 + (−1)

k
I4 et alors M4 (M4)

k
= M4

(

ckJ4 + (−1)
k
I4

) i.e. (M4)
k+1

= M4

(

ckJ4 + (−1)
k
I4

)or M4 = J4 − I4 don (M4)
k+1

= (J4 − I4)
(

ckJ4 + (−1)
k
I4

)

= ckJ
2
4 + (−1)

k
J4I4 − ckI4J4 + (−1)× (−1)

k
I4I4et (J4)2 = 4J4 don (M4)

k+1 = 4ckJ4 + (−1)k J4 − ckJ4 + (−1)k+1
I4 = (3ck + (−1)k)J4 + (−1)k+1

I4don Q(k + 1) est vraie ave au passage ck+1 = 3ck + (−1)kdon par théorème de réurrene, ∀k ∈ N
∗, Q(k) est vraie, i.e. (M4)

k
= ckJ4 + (−1)

k
I4e. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul, ck =

3k + (−1)
k+1

4
1,5 pointsEnore par réurrene ! Pour k ∈ N

∗, on dé�nit l'assertion R(k) : ck =
3k + (−1)

k+1

4Initialisation : R(1) est vraie ⇔ c1 =
31 + (−1)1+1

4
=

3 + 1

4
= 1e qui est vrai, ar omme vu à la question préédente, M4 = J4 − I4 i.e. c1 = 1Hérédité : soit k ∈ N

∗, supposons R(k) vraiedon par hypothèse ck =
3k + (−1)

k+1

4
or d'après la question préédente, ck+1 = 3ck + (−1)kdon ck+1 = 3×

3k + (−1)
k+1

4
+ (−1)k =

3× 3k + 3× (−1)
k+1

+ 4× (−1)k

4
=

3k+1 + (4− 3)× (−1)
k

4don ck+1 =
3k+1 + (−1)

k

4
=

3k+1 + (−1)
k+2

4
(ar (−1)k+2

= (−1)
k
(−1)

2
= (−1)

k) don R(k + 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀k ∈ N
∗, R(k) est vraie, i.e. 3k + (−1)

k+1

4f. En déduire, pour tout entier naturel k non nul, une expression des oe�ients diagonaux et des oe�ients nondiagonaux de (M4)
k, en fontion de k 1 pointSoit k ∈ N

∗ alors d'après la question 2.d. (M4)
k = ckJ4 + (−1)k I4or J4 est la matrie dont tous les oe�ients sont égaux à 1, don, en dehors de la diagonale, tous les oe�ientsde Mk

4 sont égaux à ck et don égaux à 3k + (−1)k+1

4par ailleurs, sur la diagonale, tous les oe�ients de Mk
4 sont égaux à ck + (−1)kdon à 3k + (−1)k+1

4
+ (−1)k =

3k + (−1 + 4)× (−1)k

4
=

3k + 3× (−1)k

4Partie IISoit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On onsidère un graphe non orienté Kn à n sommets numérotés de 1 à n,dans lequel haque sommet est relié à haque autre sommet par une arête et n'est pas relié à lui-même par une arête.3. Représenter graphiquement les graphes K2,K3,K4 et K5 1 pointIl s'agit de graphes dits omplets. 1 2 1 2 3 12 34 1 52 43
K2 K3 K4 K59



4. a. Déterminer la matrie d'adjaene du graphe Kn 0,5 pointLa matrie d'adjaene a pour oe�ient à la ième ligne et jème olonne un 1 ou un 0 selon que les sommets i et
j sont reliés par une arête ou non. Il est alors lair que la matrie d'adjaene de Kn ne ontient que des 1 saufsur la diagonale où les oe�ients valent 0 (ar un sommet n'est pas relié à lui-même), don 'est la matrie Mnb. Dans le graphe K4, ombien existe-t-il de haines (ou hemins) de longueur 4 menant du sommet numéro 1 àlui-même ?On pourra utiliser le résultat de la question 2e. 1 pointLe nombre de haines (ou hemins) de longueur 4 menant du sommet 1 à lui-même est le oe�ient de la premièreligne et première olonne de la matrie M4

4 = c4J4 + (−1)4I4D'après la question 2.e., e oe�ient vaut 34 + (−1)5

4
+ (−1)4 =

34 + 3(−1)4

4
=

81 + 3

4
=

84

4
= 215. Déterminer le degré de haque sommet du graphe Kn 0,5 pointDans un graphe non orienté, le degré d'un sommet est le nombre d'arêtes partant de elui-i. Dans le grapheKn, haquesommet est relié par une arête aux n− 1 autres sommets don le degré de haque sommet vaut n− 16. Montrer que le nombre total d'arêtes du graphe Kn est égal à n(n− 1)

2
1 pointD'après le lemme des poignées de mains (ou formule d'Euler), la somme des degrés d'un graphe est égale au double dunombre des arêtes de e graphe. Notant an le nombre d'arêtes de Kn, et si le sommet numéro i, on a don

n
∑

i=1

deg(si) = 2an don n
∑

i=1

(n− 1) = 2an et de fait an =
n(n− 1)

2Nota bene : on peut aussi le voir à travers un dénombrement. En e�et, il y autant d'arêtes que de façons de hoisir 2sommets parmi n i.e. (2
n

)7. Ave Python :a. Dé�nir la matrie M4 1 pointIl s'agit simplement d'utiliser la syntaxe quipermet de dé�nir une matrie (i.e. un tableaupour Python). M=np.array ([

[0,1,1,1],

[1,0,1,1],

[1,1,0,1],

[1 ,1 ,1 ,0]])b. Erire une ommande qui permet de retrouver le résultat de la question 4.b. 1 pointOn alule M4
4 par exemple ave la ommande al.matrix_power(M,4) (après avoir importé numpy.linalg aupréalable). Le oe�ient 1, 1 de M4

4 doit valoir 21 omme vu plus haut, ar il y a 21 haines de longeur 4 qui lientle premier sommet à lui-même.. Erire un programme qui permet de tester le ritère de onnexité du graphe. On émettra sur une hypothèse surle résultat obtenu au regard de e ritère. 2 pointsLe graphe est onnexe, ela se voit à l'÷il nu.Et d'après la question 2.e., on sait que M2
4 ne ontient déjà que des oe�ients stritement positifs, don on peutrelier toute paire de sommet par une haine de longueur 2 et a fortiori le graphe est onnexe.On peut tester le ritère de onnexité ave Python (f. programme i-dessous), à savoir aluler I4+M4+M2

4 +M3
4et véri�er que ses oe�ients sont tous stritement positifs, e qui est largement le as.

# matrice de connexité

M_C =np. zeros (4 ,4) # ne contient que des zéros au début

for k in range (0 ,4) :

M_C =M_C +al. matrix_power(M,k) # on complète en ajoutant les puissances (entre 0 et 3) de MPartie IIISoit K4 le graphe dé�ni dans la partie II. On parourt les sommets du graphe K4 de la façon suivante :� Initialement, à l'étape k = 0, on se trouve sur le sommet numéro 1� A haque étape, on hange de sommet en suivant au hasard, ave équiprobabilité, l'une des arêtes issues du sommet atuel.Pour tout entier naturel k, on note Xk la variable aléatoire égale au numéro du sommetsur lequel on se trouve à la kème étape ('est-à-dire à l'issue du kème déplaement). Enpartiulier, X0 est une variable aléatoire onstante égale à 1Pour tout entier naturel k, on note Vk la matrie olonne de M3,1 (R) dé�nie par : Vk =











P (Xk = 1)

P (Xk = 2)

P (Xk = 3)
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8. Déterminer V0 et V1 1 pointComme X0 est la variable aléatoire onstante égale à 1, on a P (X0 = 1) = 1 et P (X0 = 2) = P (X0 = 3) = 0après un déplaement, on peut être soit sur le sommet 2, soit sur le sommet 3 ave équiprobabilité, don P (X1 = 1) = 0et P (X1 = 2) = P (X1 = 3) =
1

2ainsi V0 =











1

0

0











et V1 =













0
1

2
1

2













9. Pour k ∈ N, représenter le graphe orienté et pondéré qui représente latransition entre l'étape k et l'étape k + 1 1 pointLe graphe est analogue au graphe K3 sauf qu'il s'agit ette fois d'ungraphe orienté et pondéré : de haque sommet on peut aller sur un desdeux autres ave une probabilité de 1

2

b b

b

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2

10. a. Déterminer les probabilités P(Xk=j)(Xk+1 = i), pour tout ouple (i, j) de {1, 2, 3}× {1, 2, 3} 1 pointComme à haque étape, on hange de sommet ave équiprobabilité, la probabilité de rester sur le même sommetest nulle et elle d'aller sur un sommet di�érent est de 1

2don pour (i, j) de {1, 2, 3} × {1, 2, 3}, P(Xk=i)(Xk+1 = i) = 0 et si i 6= j, P(Xk=j)(Xk+1 = i) =
1

2b. On admet que {(Xk = 1), (Xk = 2), (Xk = 3)} est un système omplet d'événements.Montrer, grâe à la formule des probabilités totales, que
P (Xk+1 = 1) =

1

2
P (Xk = 2) +

1

2
P (Xk = 3)Trouver des relations analogues pour P (Xk+1 = 2) et P (Xk+1 = 3) 1,5 pointsComme {(Xk = 1), (Xk = 2), (Xk = 3)} est un système omplet d'événements, d'après la formule des probabilitéstotales :

P (Xk+1 = 1) = P(Xk=1)(Xk+1 = 1)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 1)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 = 1)P (Xk =

3) =
1

3
P (Xk = 1) +

2

3
P (Xk = 2) +

2

3
P (Xk = 3)ar d'après la question préédente, P(Xk=1)(Xk+1 = 1) = 0 et P(Xk=2)(Xk+1 = 1) = P(Xk=3)(Xk+1 = 1) =

1

2de manière analogue on trouve
P (Xk+1 = 2) = P(Xk=1)(Xk+1 = 2)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 2)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 = 2)P (Xk =

3) =
1

2
P (Xk = 1) + 0 +

1

2
P (Xk = 3) et

P (Xk+1 = 3) = P(Xk=1)(Xk+1 = 3)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 3)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 = 3)P (Xk =

3) =
1

2
P (Xk = 1) +

1

2
P (Xk = 2) + 0. Déterminer la matrie A de M3(R), telle que, pour tout entier naturel k, on a Vk+1 = AVk 1 pointEn posant A =















0
1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0















alors AVk =















0
1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0

























P (Xk = 1)

P (Xk = 2)

P (Xk = 3)











don AVk =















1

2
P (Xk = 2) +

1

2
P (Xk = 3)

1

2
P (Xk = 1) +

1

2
P (Xk = 3)

1

2
P (Xk = 1) +

1

2
P (Xk = 2)















=















P (Xk+1 = 1)

P (Xk+1 = 2)

P (Xk+1 = 3)
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d'après la question préédente. On a don montré AVk = Vk+111. a. Exprimer A en fontion de M , où M est la matrie dé�nie dans la partie IEn déduire pour tout entier naturel k et à l'aide du résultat de la question 9.., une expression de Vk+1 en fontionde M,Vk et k 0,25 pointDe manière évidente A =
1

2
M et don d'après la question préédente, Vk+1 =

1

2
MVkb. En déduire, pour tout entier naturel k, Vk =

1

2k
MkV0 1,5 pointsPar réurrene, évidemment ! Pour k ∈ N, on dé�nit l'assertion P (k) : Vk =

1

2k
MkV0Initiation : M(0) est vraie ⇔ V0 =

1

20
M0V0 ⇔ V0 = 1× I3V0 ⇔ V0 = V0e qui est vrai, don P (0) est vraieHérédité : soit k ∈ N, supposons que P (k) est vraied'après la question préédente (valable pour k ∈ N

∗) Vk+1 =
1

2
MVk et par hypothèse de réurrene, Vk =

1

2k
MkV0don Vk+1 =

1

2
MVk =

1

2
M

1

2k
MkV0 =

1

2
×

1

2k
MMkV0 =

1

2k+1
Mk+1V0 'est-à-dire que P (k + 1) est vraie, d'oùl'héréditédon par théorème de réurrene, ∀k ∈ N, P (k) est vraie, i.e. Vk =

1

2k
MkV0. En utilisant le résultat de la question 1.f., en déduire que la suite (Xk)k∈N

onverge vers une variable aléatoire
X , 'est-à-dire P (X = 1) = lim

k→+∞

P (Xk = 1), P (X = 2) = lim
k→+∞

P (Xk = 2) et P (X = 3) = lim
k→+∞

P (Xk = 3)Puis, reonnaitre la loi de la variable aléatoire X 2,75 pointsD'après la question 1.e. Mk = akM + bkI3 don
Mk =











bk ak ak

ak bk ak

ak ak bk











don MkV0 =











bk ak ak

ak bk ak

ak ak bk





















1

0

0











=











bk

ak

ak











et don Vk =
1

2k











bk

ak

ak









don par dé�nition de Vk et d'après les résultats de la question 1.f.
P (Xk = 1) =

1

2k
bk =

1

2k
×

1

3
(2k + 2(−1)k) =

1

3

(

1 + 2

(

−
1

2

)k
)et P (Xk = 2) = P (Xk = 3) =

1

2k
ak =

1

2k
×

1

3
(2k − (−1)k) =

1

3

(

1−

(

−
1

2

)k
)en�n, omme ∣∣∣

∣

−
1

2

∣

∣

∣

∣

< 1 alors (−1

2

)k

→ 0 (forme qn ave |q| < 1)don P (Xk = 1)→
1

3
et P (Xk = 2) = P (Xk = 3)→

1

3don X →֒ U ({1, 2, 3}) : X la � variable aléatoire limite � suit la loi uniforme sur [[1, 3]] e qui semble logique arau bout d'un grand nombre d'étapes, il semble y avoir autant de hanes d'être sur l'un des trois sommets.d. Ave Python, érire une ommande qui simule 100 réalisations de la variable aléatoires X 0,5 pointAprès avoir importé numpy.random (renommée rd, il s'agit simplement d'utiliser la ommande rd.randint(1,4,100)(le 4 étant exlu) et ave 100 omme troisième paramètre pour les 100 réalisations.12. Soit V la matrie olonne de M3,1 (R) dont tous les oe�ients sont égaux à 1

3Caluler AV et exprimer le résultat en fontion de V 0,5 pointPar dé�nition AV =
1

2











0 1 1

1 0 1

1 1 0











1

3











1

1

1











=
1

6











0 1 1

1 0 1

1 1 0





















1

1

1











=
1

6











2

2

2











=
1

3











1

1

1











= V13. Comparer et ommenter les résultats des questions 10.. et 11. 1 pointOn voit que V orrespond à la � valeur limite �de Vk et qu'il est inhangé par la transition (multipliation par A). Vousparlerez d'état stable l'année prohaine : l'idée étant ii que si la probabilité de se trouver sur haun des 3 sommetsest de 1

3
à un instant donné, elle le reste à l'instant suivant.12


