ECG 1 - mathématiques Devoir en classe - Corrigé 20 juin 2024

Exercice 1 10 points
2 l‘n
On note (u,)nen la suite définie pour tout entier n positif par : u, = / 1—2dac
— X
1. a. Calculer u 1,5 points

1 1

2 1 (2 =2 1

Par définition u; = / %dx = f—/ — = dr=—= [In |1 — 2]
0o 1l—u 2 Jo 1—a? 2

u=—3 lm (1 - (%)2> - 1n(1)‘| =5 <%> = (g) < 5 (21n(2) ~ (3)) = In(2) - 1“;3))

/
(on a reconnu la forme L avec u(r) =1 —2?)
u

O =

1— 22

car x — In |1 — 2%| est une primitive de x >

1 b
b. Déterminer les réels a et b tels que pour tout 2 € R\ {—1,1}, 1 7= 1 a4 + T 2,5 points
— X — T X

En déduire ug

Comme souvent dans ces cas-1a, il vaut mieux commencer par le plus compliqué :

1iz+1i;p: (1 i(i;(rlz) ) (1 Jﬁ(i)(lz) ) :a+b1+7(22— bl donc en identifiant :
lszZIi:r—i—lix@lsz:a+b1+f(22_b) <:>a+b—1eta—b—0<:>a_b_%
2 2 1
doncuo/021_1x2 - 02%<1i$+1i$>dz%</021_$d + ; 1—1—1; )
5 (~ M1 —al)f + [1n|1+x|]§)=§(—m(§)+m<l>+m(§)_mm):2< )+ 1n(3) — In(2)) — 22

car z — In|l — x| et « — In|1 — x| sont des primitives respectives de = 17

et x> ——
1+x

. Montrer que (u,)nen est une suite de réels positifs. 1 point
1 o
1—x2:(1+x)(1—x)ethe[0,5}, >0etl4+a> Odoncl—acQ>0etdonc1 5 =0
donc Vn € N, u,, est l'intégrale d’une fonction positive (avec a < b) donc wu,, > 0
. Montrer que (u,)nen est une suite décroissante. Que peut-on en déduire ? 1,5 points

1 1 1
3 anrl 3 n 1 :L.nJrl " 3 :L.nJrl —n
Pour n € N, tp 41 — uy, = _da — —dz = - de= [
0o 1—= 0o 1—= o \1—= 1—= 0 1—=

2 ™ —1 1 " (x —1

doncun+1—un:/ (72)dx,eth€ 0, = ,x"}(),l—acQ}Oetx—lgOdoan
0 1—x 2 14+

Up41 — Uy, vaut intégrale d’une fonction négative (avec a < b), donc up41 —uy, < 0, i.e. (uy)nen est décroissante

de plus, elle est minorée (par 0 d’aprés 2.) donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, elle converge.

< 0 donc

. Montrer que ’on a, pour tout entier n positif : u, — Up12 = W 1,5 points
Soit n € N, alors de méme, u,, — upy1 = /0% J:Z%J;sz = /0% %dz = /0% 2"dx
173 nt1
done un, — Un-z = [;f: 1]02 B n—lf— 1 <<%> B 0n+1> - njlu 1 2n1+1 et 11)2n+1
. En minorant 1 — 22, montrer que pour tout n € N, u,, < 1 2 points

3(n+1)2n+t
En déduire la limite de la suite (uy,)nen

2
1 1 1
Soit & € [0, 5} ,alors 0 < = < 3 donc 02 < 22 <€ (5) car la fonction carré est croissante sur R

2 en appliquant la fonction inverse qui est

" <4
,z2\§x

donc x gzetdoncf < —x? puiszglfﬁetenﬁn§>

1—22

décroissante sur |0, +o00[ et en multipliant par @ = n qui est positif, on trouve . "

1—a2 3
3 1 4 1
et comme nous 'avons vu plus haut e = ————— =X —
0 (n+1)2nt+l 3

1
. . 2 2" 2 4
et donc par croissance de l'intégrale u,, = / dx < / —z"dx =
0 0



4
par ailleurs (n + 1)2""! — oo (limites usuelles) donc par opérations 3T —0

et comme Vn € N, u,, > 0, on en déduit que u,, — 0 par théoréme des gendarmes

Exercice 2 9 points
Msi(R) — M3 (R)
Soit f I'application définie par f : T 1
2 = T2 + T3
I3 To + I3

1. Déterminer la matrice A associée & cette application f et justifier que f est une application linéaire de .#5 1(R)
dans .3 1(R) 1,5 points

X1 1 0
Avec X = |y et A=10 1

T3 0 1
linéaire, de plus VX,Y € #31(R) et A € R, de fait f(AX +Y) = AMNX +Y) = ANX) + AY = MAX + AY =
AM(X) + f(Y) (d’apres les régles sur les opérations matricielles), donc f est linéaire.

0
1], on trouve AX = f(X), donc A est la matrice associée a cette application
1

2. Montrer que ker f = Vect(U;), ot Uy est un vecteur de .#31(R) 1,5 points
1 0 X1 = 0 T = 0
Avec X = | go | X €kerfe f(X)=(0] < 294+23 = 0 &
x3 0 r2+x3 = 0 xo = —u3
0 0
donc ker f = —z3 |3 €R P =<qxs | —1|,23 € Rp = Vect(Uy) avec | —1 | (au passage Uy est une base
I3 1 1

de ker f car c’en est une famille génératrice, par définition du Vect, et c’est une famille libre, car composée d’un
seul vecteur, non nul).

3. Déterminer Im f, on en donnera une base. 2 points
1 5 1 0 0 5
Imf = o+ a3 | (@1, 22,23) ER p = | 0] +a2 |1 | +a3|1],(2x1,22,23) €R
T2 + X3 0 1 1
1 0 0 1 . . . . .
Im f = Vect ol,{1],11 = Vect ol.,11 car les deuxiéme et troisiéme vecteurs sont identiques,
0 1 1 0 1

de plus est une famille génératrice de Im f (par définition du Vect) et libre car constituée de

3

OO
——0

deux vecteurs non proportionnels, c¢’est donc une base de Im f

4. Montrer que Es(f) = {X € #51(R), f(X) = 2X} est un espace vectoriel et en donner une base Uy 2 points

T X1 = 2$1 r1 = 0
Avecavec X = | ao | , X €EI(f) o f(X) =X S z94+a3 = 229 <
T3 To + T3 = 2:L'3 o = I3
0 0 0
donc Ex(f) = 2o |22 €ER P =< | 1] ,22 €R, p = Vect (Uz) avec Uy = | 1
€To 1 1

donc Es(f) est un espace vectoriel (car c’est un ensemble engendré par un vecteur) et Us est une base de Ex(f)
car elle est génératrice (puisque Es(f) = Vect(Uz)) et libre car constituée d’un seul vecteur non nul.

5. On note Us = é , déterminer f(Us) en fonction de Us 0,5 point
Avec la définition de f ou avec la matrice, on trouve f(Us) = Us (i.e. AUs = Us)
6. Montrer que (Uy, Uz, Us) est une base de .45 1(R) 1,5 points
Soit (A1, A2, A3) € R? tels que
0 A3 = 0 —“A1+X = 0 M = 0 Lo—1I1,
MUL+ XUz +X3Us = [0 alors ¢ =X\ +X2 = 0 = AM+Xd = 0 =< X = 0 L;+ Lo
0 AM+Xd = 0 A3 = 0 A3 = 0

donc (U1, Us, Us) est une famille libre de .#3 1 (R) a trois éléments, c’est donc une base de .3 1(R)



