
ECG 1 - mathématiques Devoir en lasse - Corrigé 20 juin 2024Exerie 1 10 pointsOn note (un)n∈N la suite dé�nie pour tout entier n positif par : un =

∫ 1

2

0

xn

1− x2
dx1. a. Caluler u1 1,5 pointsPar dé�nition u1 =

∫ 1

2

0

x

1− x2
dx = −

1

2

∫ 1

2

0

−2x

1− x2
dx = −

1

2

[

ln |1− x2|
]

1

2

0

u1 = −
1

2

[

ln

(

1−

(

1

2

)2
)

− ln(1)

]

= −
1

2
ln

(

3

4

)

=
1

2
ln

(

4

3

) (

=
1

2
(2 ln(2)− ln(3)) = ln(2)−

ln(3)

2

)ar x 7→ ln |1− x2| est une primitive de x 7→
−2x

1− x2
(on a reonnu la forme u′

u
ave u(x) = 1− x2)b. Déterminer les réels a et b tels que pour tout x ∈ R \ {−1, 1},
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2,5 pointsEn déduire u0Comme souvent dans es as-là, il vaut mieux ommener par le plus ompliqué :
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2ar x 7→ ln |1− x| et x 7→ ln |1− x| sont des primitives respetives de x 7→
−1

1− x
et x 7→

−1

1 + x2. Montrer que (un)n∈N est une suite de réels positifs. 1 point
1− x2 = (1 + x)(1 − x) et ∀x ∈
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, 1− x > 0 et 1 + x > 0 don 1− x2
> 0 et don xn

1− x2
> 0don ∀n ∈ N, un est l'intégrale d'une fontion positive (ave a < b) don un > 03. Montrer que (un)n∈N est une suite déroissante. Que peut-on en déduire ? 1,5 pointsPour n ∈ N
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, xn
> 0, 1 − x2

> 0 et x − 1 6 0 don xn(x− 1)

1 + x
6 0 don

un+1−un vaut l'intégrale d'une fontion négative (ave a < b), don un+1−un 6 0, i.e. (un)n∈N est déroissantede plus, elle est minorée (par 0 d'après 2.) don d'après le théorème de la limite monotone, elle onverge.4. Montrer que l'on a, pour tout entier n positif : un − un+2 =
1
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1,5 pointsSoit n ∈ N, alors de même, un − un+1 =
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(n+ 1)2n+15. En minorant 1− x2, montrer que pour tout n ∈ N, un 6
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2 pointsEn déduire la limite de la suite (un)n∈NSoit x ∈

[

0,
1

2

], alors 0 6 x 6
1

2
don 02 6 x2

6

(

1

2

)2 ar la fontion arré est roissante sur R+don x2
6

1

4
et don −

1

4
6 −x2 puis 3

4
6 1 − x2 et en�n 4

3
>

1

1− x2
en appliquant la fontion inverse qui estdéroissante sur ]0,+∞[ et en multipliant par x = n qui est positif, on trouve xn
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xnet don par roissane de l'intégrale un =
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par ailleurs (n+ 1)2n+1 → ∞ (limites usuelles) don par opérations 4

3(n+ 1)2n+1
→ 0et omme ∀n ∈ N, un > 0, on en déduit que un → 0 par théorème des gendarmesExerie 2 9 pointsSoit f l'appliation dé�nie par f :

M3,1(R) → M3,1(R)
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x3



 7→
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1. Déterminer la matrie A assoiée à ette appliation f et justi�er que f est une appliation linéaire de M3,1(R)dans M3,1(R) 1,5 pointsAve X =





x1

x2

x3



 et A =





1 0 0
0 1 1
0 1 1



, on trouve AX = f(X), don A est la matrie assoiée à ette appliationlinéaire, de plus ∀X,Y ∈ M3,1(R) et λ ∈ R, de fait f(λX + Y ) = A(λX + Y ) = A(λX) + AY = λAX + AY =
λf(X) + f(Y ) (d'après les règles sur les opérations matriielles), don f est linéaire.2. Montrer que ker f = Vect(U1), où U1 est un veteur de M3,1(R) 1,5 pointsAve X =
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x3



 , X ∈ ker f ⇔ f(X) =
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0
0



⇔







x1 = 0
x2 + x3 = 0
x2 + x3 = 0

⇔
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 , x3 ∈ R







= Vect(U1) ave  0
−1
1



 (au passage U1 est une basede ker f ar 'en est une famille génératrie, par dé�nition du Vect, et 'est une famille libre, ar omposée d'unseul veteur, non nul).3. Déterminer Im f , on en donnera une base. 2 points
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Im f = Vect
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 = Vect









1
0
0



 ,





0
1
1







 ar les deuxième et troisième veteurs sont identiques,de plus 1
0
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0
1
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 est une famille génératrie de Im f (par dé�nition du Vect) et libre ar onstituée dedeux veteurs non proportionnels, 'est don une base de Im f4. Montrer que E2(f) = {X ∈ M3,1(R), f(X) = 2X} est un espae vetoriel et en donner une base U2 2 pointsAve ave X =
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 , X ∈ E1(f) ⇔ f(X) = X ⇔
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⇔
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= Vect (U2) ave U2 =





0
1
1



don E2(f) est un espae vetoriel (ar 'est un ensemble engendré par un veteur) et U2 est une base de E2(f)ar elle est génératrie (puisque E2(f) = Vect(U2)) et libre ar onstituée d'un seul veteur non nul.5. On note U3 =





1
0
0



, déterminer f(U3) en fontion de U3 0,5 pointAve la dé�nition de f ou ave la matrie, on trouve f(U3) = U3 (i.e. AU3 = U3)6. Montrer que (U1, U2, U3) est une base de M3,1(R) 1,5 pointsSoit (λ1, λ2, λ3) ∈ R
3 tels que

λ1U1 + λ2U2 + λ3U3 =
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alors 








λ3 = 0

−λ1 + λ2 = 0

λ1 + λ2 = 0

⇒



















−λ1 + λ2 = 0

λ1 + λ2 = 0

λ3 = 0

⇒



















λ1 = 0 L2 − L1

λ2 = 0 L1 + L2

λ3 = 0don (U1, U2, U3) est une famille libre de M3,1(R) à trois éléments, 'est don une base de M3,1(R)2


