ECG 1 - Lycée La Pérouse - Kerichen Mathématiques (appliquées) DS n°1 - 21 septembre 2024

Corrigé Total sur 55 points

Exercice 1 0,5 point par bonne réponse - 5 points

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

Pour cet exercice (seulement), vous n’avez pas besoin de justifier. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.
Vous répondrez sur votre copie (pour garder le sujet).

2) 1+1_ 1
a b a+b

Faux, on peut s’en convaincre avec a = 1 et b =1

b) 2 =36 2==6

Faux, 22 = 36 peut entrainer z = —6 donc ’équivalence n’est pas valide, seule Pimplication z = 6 = 22 = 36 est vraie.
c) In(la+b) =Ina+1Ind

Faux, on peut s’en convaincre avec a =1 et b= 1
d) eV =¢e” e

Faux, on peut s’en convaincre avec t =0 et y =0
e) x+— v — 1 est définie sur [0; +o0]

Faux, on ne peut pas parler de cette fonction pour # = 1 (on parlerait de v/—1). Elle est en fait définie sur [—1; +o0[
f) z=e'<y=Inz

Vrai, par définition de la fonction exponentielle.

g) la fonction In est monotone

Vrai, elle est croissante (et méme strictement).

1
h) la fonction & — ——— est minorée
1+ a4

Vrai, par exemple par 0, puisqu’il s’agit d’un quotient de termes positifs (qui reste donc toujours positif).

i) la+0] = |a| + 0]

Faux, on peut s’en convaincre avec a = —1 et b = 2
23
j) La fonction x — — 5 5 7 est impaire
xt + 222 + |z

Vrai, la fonction est définie sur R* (le dénominateur est toujours positif et nul uniquement si @ = 0) qui est symétrique
par rapport a 0
(o) —

(o)t +2(—a)2 + |~z al+222+[a

de plus, en appelant f la fonction, f(—x) = —f(z), donc f est impaire.



Exercice 2 - Simplifier les expressions suivantes 0,75 - 0,75 - 1 puis 0,5 point par question - total : 5 points

a) A= VA48 + 147 — 2v/75= /3 x 16 + /3 x 49 — 2v/3 x 25
= V3V16 + V3V49 — 2v3V25 = 43 + 7V3 - 10V3 = V3

C5—V2 (52?2 B2—10v24+v2  2542—-10v2 27— 10V2
T54v2 (5+V2)5-Vv2)  s2_y3®  25-2 23

c) C= (\/3—2\/5—\/3+2\/§>2:\/3—2\/§2—2\/3—2\/§><\/3+2\/§+\/3+2\/§2

:3—2\/§+3+2\/§—2\/(3—2\/§)(3+2\/§):6—2\/32—(2\/5)2:6—2\/9—8
=6-2V1=6-2=4
9 8 99 8 107

b) B

DD=otm—ntnmn "2
4 3 12
N
DF=3-%"3"3"%
g 6= 2% ;?323 x8_2 ;7112;531; 20 T 1y 1121 91532 5 11 = O X211 - %
Exercice 3 0,5 point par question - total : 2,5 points

Soient a, b, ¢ trois nombres réels. Recopier et compléter avec le signe < ou < ou > ou > quiconvient :

Voir le cours.

a) sia <balorsa—c<b—c d) si 0 <a <b alors 1>%>0
b) sia < betc>0 alors ac<be a 11
c) sia < bet c<0 alors aczbe e) sia <b<0 alors O>E>E

Exercice 4 - simplifications

3n n+1\3
a’" x (a
1. Soit @ € R* et n € N* et soit X:#

(a™ x a?)?
X — a’ x a® 3 g3nH3n+3—2n—4 _ an—1
a2 x gt -
2p4\2\ —3
. . a®b L L
2. Soit a et b deux réels non nuls et soit : Y = <( 3 ) ) Simplifier I’écriture de Y
a
A\ — — —
Yy — (a?b*)~" _a 2y — g 12-(-9)p—24 _ —3p-24 _ 1
a9 a9 a3b24

3. Soit n € N, on note a, = (—3)" +2 x 3" — 4 x 3"

En factorisant expression, montrer que a,, vaut 3" lorsque n est impair, et vaut 3”1 lorsque n est pair.

On peut d’emblée distinguer les cas n pair ou n impair, ou utiliser (—=3)" = (—=1)" x 3"
alors a, = (—1)" x3"4+2x3x3"—-4x3"=3"((-1)"+6—-4)=(2+ (-1)")3"
Puis on distingue les cas :

si n est pair, (—1)" =1 et donc a, = (2+ 1) x 3" =3 x 3" = 3" *+!

et si n est impair, (—1)" = —1let donca, =(2—-1)x3"=1x3"=3"

b points

; écrire le nombre X sous la forme d’une seule puissance de a

0,75 point

0,75 point

1,5 points



4.

2¢ — 2
On pose : f(x) = vVz +1— ———; pour quelles valeurs de = cette fonction est-elle définie ?
pose : f(z) =V Jog 1 powd

Simplifier ’expression f(x) au maximum.

Deux contraintes limitent la définition de la fonction :

e la racine carrée qui impose z +1 >0 < x> —1

e le quotient qui impose Ve +1#0 < z+1#0 <= x # —1
donc le domaine de définition de f est | — 1, +o00[

pour simplier I’expression, il faut réduire au méme dénominateur :
(@) Ve+lvz+1 2zx-—2 r+1 2x — 2 r+1—(2x-2)
xT) = — = — - —
\/zqgl Ve +1 Ve+1l Vx+1 vr+1

vr+1

Exercice 5

2 points

3 points

x
Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) = ’—5 + 2‘ et la représenter graphiquement

La valeur absolue n’entraine pas de contrainte de définition (on peut prendre la valeur absolue de tout nombre réel), donc la

foncti

on f est définie sur R.

Pour la représentation, il est plus sage de trouver une expression plus simple de f (i.e. sans valeur absolue).

On di

et si —g + 2 < 0, ce qui correspond & 2 < g, c’est-a-dire 4 < z, alors f(z) = ’_5 + 2‘ — (

stingue donc les cas : si 7; 42 >0, ce qui correspond & 2 > g, c’est-a-dire 4 > z, alors f(x)

2

x x
= |-= 2’:7_ 2
‘ 2jL 2Jr

N

2

Sans surprise, f est la réunion de deux morceaux de fonctions affines, respectivement x 5~ 2 qui est croissante sur

] = o0,

x
4[5 et z — -5+ 2 qui est décroissante sur [4, +oo]

Pour le tracé, comme il s’agit de deux morceaux de droite, deux points suffisent dans chaque domaine (par exemple f(0) = 2
et f(2) =1 d’une part; f(4) =0 et f(6) = 1 d’autre part). On peut aussi utiliser un point et le coefficient directeur pour
chaque portion de droite.

Y

Cr

RS

uin

~_

Exercice 6 - équations

1.

Résoudre, les équations suivantes :

a. 22 —2-6=0

12 points

1 point

On peut utiliser le discriminant ou remarquer que —2 et 3 sont, des racines de z? —2—6 : 2 —2—6 = (2 +2)(z —3)

b. v-2z+1=

1 point

2
Si x est solution de vV—2zx + 1 =1 alors vV—2z 4+ 1 =12, soit —2z+1 =1, donc -2z =0, i.e. 2 =0

réciproquement si x = 0, alors v—2z+1 =1
c. (In(z))* —In(z) -6 =0

1 point

On remarque que 2 est solution de (In(z))? — In(z) — 6 = 0 équivaut & In(z) est solution de X? — X —6 = 0 ce

qui équivaut & (cf. 1.a.) X = —2 ou X = 3, c’est-a-dire In(z) = —2ouln(z) =3 <= r=e’ ouxr =e 2
Variante avec la factorisation :

d’aprés a., on sait que X? — = (X 4 2)(X — 3), donc (In(z))? — In(z) — 6 = (In(z) — 3)(In(x) + 2)

donc (In(x))? —In(z) — 6—0<:>( n(z) —3)(In(zx)+2) =0 < In(z) -3 = 0u1n(:c)+2:0<:>ln(x):3

ouln(z) = -2 <= z=couz =e?



d. e —1—-6e =0 1 point
En multipliant par e* (ou en divisant par e® > 0 pour le sens retour), e* — 1 —6e =0 < ** —e” —6=0
& ((e")?—e®—6=0<x (e —3)(e” +2) =0 (d’aprés la question a.)
< e’ =3oue” =—-2< 2 =1In(3) (car e* = —2 est impossible)

a. Déterminer le signe du trinome 2z° + z — 6 1,5 points

On peut utiliser le discriminant A = 25 ou remarque que —2 est racine et donc 222 +x — 6 = 2(x + 2)(x — b)
3
or 2(x + 2)(x — b) = 2(z* + (2 — b)x — 2b) donc —4b = —6 donc b = 3

3
donc 222 +x — 6 = 2(x + 2) (x— 5)
On peut faire un tableau de signe ou utiliser que 22 4+ x — 6 est positif ou nul (@ > 0) a I'extérieur des racines,

3 3
donc sur | — 0o, —2] U [5, +oo[ et négatif ou nul sur [—2, 5}

b. Justifier que 5 < vV29 < 6 0,5 point

On sait que 25 < 29 < 36 et la fonction racine carrée est croissante sur R

done v25 < V29 < V36 i.e. 5 <V29<6

c. Résoudre 'équation v/222 +x—-6=a+1 3 points
La question a. nous donne ’ensemble de définition de I’équation, que nous n’utiliserons pas car nous allons procéder
par analyse/synthése :

2
soit = tel que /222 + 2 — 6 = + 1 alors /222 + 2 — 6 = (z + 1)?, cest-a-dire 22% + v — 6 = 2> + 22+ 1
et donc 22 — x — 7 = 0, nous sommes donc ramenés a 1’étude d’un trinome
A = (=1)2 =4 x 1 x (—=7) = 29 donc les solutions de I’équation x> — x — 7 = 0 sont

—(-1)—v29 1-+29 _—(=D+v29 _ 14+v29

T = = et x
2 2 2
Comme nous n’avons pas procédé par équivalence, il faut vérifier nos solutions. On peut le faire par le calcul ou

remarquer que si x < —1 alors z +1 < 0 et donc z ne peut étre solution de /222 + 2z —-6=x2+1
on en déduit que x; ne peut étre solution, car ;7 < —1; en effet, d’aprés la question précédente —v/29 < —5 donc

1—-+v2
17\/29§74etd0ncz1:79§72

par contre xo est solution car xo > —1 et dés lors que x > —1 on a ’équivalence V222 +z2—-6 =z +1 &

20° + 2 —6 = (x+1)? & 22 —x — 7 = 0 en effet pour effectuer le sens « retour », il faut prendre la racine carrée,

et on trouve \/(x +1)2 =z +1|=a+1 (siz > —1)
1 2
d’ou & = {7+\/_9}

2

3. Résoudre I’équation In(z?) — In(z + 1) = In(2) + 21n(3) 3 points

On peut préciser que I’équation est définie dés lors que les logarithmes sont bien définis, c’est-a-dire 22 > 0 et z4+1 > 0

soit © £ 0 et x > —1; on obtient alors
2

In(z?) —In(z + 1) = In(2) +2In(3) < In (zi

1) = In(2) + In(9)

2

car le domaine de définition de In < 1) est le méme

T+

2 2
& In (zi 1) =1n(18) zi 1= 18 (par propriété du logarithme)

Finalement, comme x # —1, Péquation équivaut a 2> = 18(x 4+ 1) et nous sommes ramenés a ’étude du trinéme
2% — 182 — 18 qui admet 2 racines car :

A—182 4x1x (—18) = (184 4) x 18 = 22 x 18 = (20 + 2)(20 — 2) = 396

xr1 = 2\/W SCQ 18+Mdoncz1f9 3\/_16t $2—9+3\/_
car\/ﬁf\/4x99f\/4x9x11f\/é_1><\/§><\/_1f2><3\/_

il faut alors vérifier que x; et x5 sont bien dans le domaine de définition

c’est clairement le cas pour x5 ; de plus z1 # 0 et 27 > —1 < 9 — 3V11 > -1 & 3V11 < 10 & (3\/ﬁ)2 <10®> &
9 x 11 <100 < 99 < 100

comme 99 < 100, on en déduit que 21 > —1 et donc x1 est bien solution.

N.B. : on garde I’équivalence en passant au carré, car on ne manipule que des nombres positifs ici.




Exercice 7 - inégalités et inéquations 6 points

1. Les inégalités suivantes sont-elles vérifiées ? (il faut justifier) 1 point
a. pour tous réels a et b non nuls, a < b= — > 3
a
1 1
Non, par exemple avec a = —1 et b=1 (alors — = -1 < 1= E)
a
b. pour tout z réel, |x| < |z + 1
Non, par exemple avec x = —1 (alors |z| =1 > 0 = |z + 1))
2. Résoudre les inéquations :
a. |2% —4| <12 1,5 points

On peut faire deux cas selon le signe de 2 — 4, on peut aussi utiliser la propriété |z| < a & —a <z < «
alors |27 — 4| <12 —-12<2? - 4< 12 8< 2 <16  2° < 16

S —4<rx<4
donc . = [—4;4]

b. 2z —7)In(z+1) >0 1,5 points
On peut remarquer que l'inéquation n’est définie que lorsque = + 1 > 0 i.e. x > —1, ensuite c’est une affaire de
tableau de signes :

7 7
au préalable on peut préciser 2x — 7> 0 < x > 3 et2xr —T<0s < 3

etln(z+1)>0cz+1>1<r>0etlnfz+1) <0< -1<z<0

7
z -1 = +oo
0 2
20 — 7 - - 0 +
In(z + 1) - 0 + +
2z —T)In(zx+1) + 0 - 0 +
A la lecture du tableau, on trouve donc . =] — 1, O[U] g, +oo{
1
c. In <3zac+— 5> <0 2 points
1
On peut préciser que 'inéquation n’est définie que lorsque ; 3 >0
T
5
T —00 —1 - +0o0
3
z+1 - 0 +
3z — 5 - - 0
z+1
3 — 5 + 0 +

Par ailleurs, dés lors que ’équation est définie, alors

1 1
In < Tt > <0< ; + 3 < 1 car U'exponentielle et le logarithme sont des fonctions croissantes

3z —5 —
r+1 r+1 3r—5 —2xr+6
= -1<0& — <0& —— <0
3r—5 3r—5 3x—5 3xr—5
5
x —00 — 3 “+00
3
—2x + 6 + + -
3r — 5 - 0 + +
—2x+6
3r—5 + 0

mais comme nous l’avons vu plus haut 'inéquation n’est pas définie sur {1; g}

donc finalement . =] — oo, —1[U[3, +o0]



Exercice 8 - la parité enfin !

Etudier la parité des fonctions suivantes

a)

3+ 2°
A

f1 est définie sur R car 1 + 2% ne s’annule pas (strictement positif)

R est symétrique par rapport a 0 et
(—2)2 + (—x)°> —a3—2° a3 4 a®
4 R —r) = = = — —
HAES 7f1( :C) 1+.T2 1+$2 1+.T2 fl(z)

donc f est impaire

fa(x) = In(1 + |z|)

Vo € R, |z| = 0 et donc |z| +1 > 0 donc f5 est définie sur R qui est symétrique
et Vo € R, fo(—2z) =In(1 + | — z|) = In(1 + |z|) = f2(z) donc f; est paire

fa(x) =e® —e™"

exp est définie sur R donc fy est définie sur R (qui est toujours symétrique)

et Vo R, fo(—2) = e — e ) — ¢~ — ¥ — _(e¥ — %) = — fu(x)
donc f3 est impaire

e —1
fa(z) = 2 11

Vo € R,e** > 0 et donc e*” + 1 > 0 donc f4 est définie sur R (symétrique) et
6721 -1 e?x 6721 -1 e?m(672z _ 1) 1— e?x

Vo eR, fi(-7) = —— = — = =

* fa(=2) T 11 e il eB(em 1) 1t
77(629671)7
= - fa(x)

donc f4 est impaire

4,5 points

1 point

1 point

1 point

1,5 points



Exercice 9 - étude de fonction 6,5 points
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2® — 522 + 2z + 8

1. Calculer f(—1), f(0), f(1), £(2), f(3) et f(4). 1,5 points
f(=1)= (=12 =5x (=12 +2x (1) +8=-1-5x1-24+8=0

f0)=8et f(1)=1°-5x1*>+2x14+8=1-5+2+8=6
f(2)=2°-5x2"+2x24+8=8-5x4+44+8=20-20=0
f(8)=3-5x3>4+2x34+8=27-5x9+6+8=41—-45=—4
JA) =42 -5 x4 +2x4+8=4x16-5x16+8+8=—-16+16=0

2. Pour tout réel x, calculer f'(z), o f’ est la fonction dérivée de f. 0,5 point
On dérive terme & terme et on trouve : Vo € R, f'(z) = 32 — 5 x 22 + 2 = 32% — 10z + 2
3. Etablir le tableau de variations de la fonction f. 1,5 points

Pour cela, on étudie le signe de f’ qui est un trinéme du second degré
son discriminant vaut A = (—10)* —4 x 3 x 2 = 100 — 24 = 76
—(—=10) — v —(-1 V
donc le trindbme admet deux racines : x; = %376 et ro = (+Jg76
or 76 = 4 x 19 donc V76 = V419 = 2v/19
5—+v19 5+ +v19
3

donc z; = —5 et To = et donc f'(z) est négatif sur [z1, 2] et positif en dehors (du signe de a, positif

ici, en dehors des racines). On peut donc établir le tableau de signes et de variations de f (on se contentera de f(z1)
et f(x2) dans le tableau) :

T —00 1 T2 +00 Y
f(x) + 0 - 0 +
f(z1) \
f(2) 6

4. Déterminer I’équation de la tangente & %%, la courbe représentative de la
fonction f, au point d’abscisse 2. 1 point
Indication : on rappelle que I’équation de la tangente & €y au point d’abscisse
aest y = f'(a)(z —a)+ f(a)

Cette tangente T a pour équation T : y = f'(2)(z — 2) + f(2),
cest-a-dire T : y = —6(x —2) + 0 = —6x + 12 car f(2) = 0 et f/(2) =
3x22 -5 x2+2=—6

LS

')

5. A l’aide des éléments précédents, représenter graphiquement la fonction f sur 2
lintervalle [—1;4]. 2 points

On utilise tous les éléments dont on dispose : les images, les tangentes et on
s’assure que le résultat est cohérent avec le tableau de variations.

e

‘\\
<
—
<

On ne dispose pas de valeur précise pour x1 et xs et encore moins pour leurs T 2
_ _ 4 V19 _5 ® z
images, mais on peut remarquer que 4 < V19 < 5 donc 3 < 3 < 3

10

\

\

1 1 ‘
donc0<z; < et 3w < — B \
3 3 \
\

\

\

\

\

\




Exercice 10 5,5 points

2
On cherche & démontrer que, pour tout > 0, =z — % <In(l42) <z

Indication : on rappelle que si f(z) = In(u(z)) ot u est une fonction, alors f'(z) =

A défaut de pouvoir démontrer directement une inégalité par le calcul, il arrive que 'on passe par une ou des étude(s) de
fonction.

1. Pour z > 0, on pose f(z) =z —In(1+ z)

a. Pour z > 0, calculer f'(z), ou f est la fonction dérivée de f 1 point
f est dérivable et on utilise la formule donnée par I’énoncé avec u(z) = x + 1 et donc u'(z) = 1
1 T
d V S 0, s / =] - — =
onc Va € [0; o0, f'(2) pera i
b. Etablir le tableau de variations de f 1 point

f! est deéfinie sur R, donc [ est positive (quotient de termes positifs) et de fait f est croissante sur [0;+oo[, de
plus f(0) =0 —In(1) = 0, ce que I'on peut aussi résumer dans un tableau :

x 0 +o0o
/(@) +
f /
0
c. Conclure quant & une partie de 'inégalité. 1 point

f est croissante sur [0, 4+o00]
donc Yz € [0, 4+o0], f(x) = f(0), i.e. Yo € [0,400[, f(x) >0
autrement dit Vo € [0, +oo[,2 —In(1 + ) > 0 et donc = > In(1 + z) d’ou la moitié de I'inégalité demandée.

2
2. Pour z > 0, on pose g(z) =In(l +z) —x + %

a. Etudier la fonction g 1,5 points

g est dérivable et avec la méme dérivée pour x — In(1 + z), on trouve :
v € [0; 400, ¢'(x) 1 14 l—z—1+22+x x?
i ;oo g () = —— — x = =
g r+1 z+1 r+1
donc ¢ est positive (quotient de termes positifs) et de fait g est croissante sur [0; +oo|

b. Conclure quant a 'inégalité. 1 point

g est croissante et g(0) =0
2

O,i.e.ln(l—l—x)—x—l—%}O

d’ot I’autre partie de 'inégalité demandée.

donc Yz € [0; +o0[, g(z)

WV
[

et donc In(1+4z) >z +

Finalement Vo > 0,z — <In(l 4 2) et In(1 4+ 2) < a d’ou le résultat.

1\9|wa|€~2



