
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 1 - fon
tions usuelles Septembre 2024Quelques 
orrigésDomaine de dé�nitionExer
i
e 2Déterminer le domaine de dé�nition des fon
tions suivantes :1. f(x) = ln(x3 + 1)

4− x2Il faut d'une part que le 
ontenu du logarithme soit stri
tement po-sitif et d'autre part que le dénominateur ne s'annule pas.Tout d'abord, on peut remarquer que −1 annule x3 + 1 
e qui en-traine une fa
torisation par x+ 1 : x3 + 1 = (x+ 1)(ax2 + bx+ c)en développant et en identi�ant (x + 1)(ax2 + bx + c) = ax3 +
(a + b)x2 + (b + c)x + c, on trouve a = 1, b = −1 et c = 1, don


x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1)or x2 − x+ 1 ne s'annule pas 
ar son dis
rimant est stri
tement né-gatif (il vaut −3), 
e trin�me est don
 toujours stri
tement positif,don
 x3 + 1 > 0 ⇔ x+ 1 > 0 ⇔ x > −1par ailleurs, 4−x2 = (2−x)(2+x) don
 4−x2 = 0 ⇔ (2−x)(2+x) =
0 ⇔ x = −2 ou x = 2don
 on é
arte en plus la valeur 2 (le logarithme n'est pas dé�ni pour
x = −2), don
 Df =]− 1, 2[∪]2 +∞[Exer
i
e 3Déterminer le domaine de dé�nition des fon
tions suivantes :1. f(x) = √

x2 + 1

3x2 + 5x+ 2Deux 
ontraintes : la ra
ine 
arrée et le quotient.au numérateur la ra
ine est dé�nie dès lors que son 
ontenu est po-sitif ou nul, 
e qui est le 
as pour tout x i
i 
ar ∀x ∈ R, x2
> 0 ⇒

x2 + 1 > 0par ailleurs, pour la bonne dé�nition du quotient, il faut que le dé-nominateur ne s'annule pas

or −1 est une ra
ine évidente de 3x2 + 5x+ 2 don
 3x2 + 5x + 2 =

3(x+ 1)(x− x2) et don
 −3x2 = 2 soit x2 = −2

3don
 3x2 + 5x+ 2 = 0 ⇔ x = −1 ou x2 = −2

3�nalement Df = R\
{

−1;−2

3

}2. h(x) = √

x(x+ 1)

x2 − 1De manière analogue à la question pré
édente, h(x) est dé�nie

⇔ x(x+ 1) > 0 et x2 − 1 6= 0Pour le numérateur : on dresse le tableau de signes, sa
hant que

x+ 1 > 0 ⇔ x > −1

x

x

x + 1

x(x + 1)

−∞ −1 0 +∞- - 0 +- 0 + ++ 0 - 0 +don
 √

x(x+ 1) est dé�nie pour x ∈]−∞,−1] ∪ [0; +∞[Nota bene : on peut aussi voir x(x+ 1) 
omme un polyn�me du se-
ond degré dont les ra
ines sont −1 et 0, puis en déduire son signe.Pour le dénominateur :
x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) don
 x2 − 1 = 0 ⇔ x = −1 ou x = 1�nalement en regroupant les deux 
ontraintes, on trouve

Df =]−∞,−1[∪[0; 1[∪]1; +∞[
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Fon
tions usuellesExer
i
e 6Résoudre les équations et inéquations d'in
onnue x réelle suivantes : 5.

| ln(x)| < 1 ⇔ −1 < ln(x) < 1 ⇔ e−1 < eln(x) < e1la dernière équivalen
e est valide 
ar les fon
tions exponentielle et loga-rithme (pour le retour) sont stri
tement 
roissantesor eln(x) = x don
 | ln(x)| < 1 ⇔ e−1 < x < e1 ⇔
(

1

e
< x < e1

)6. ln(x2 − 4e2) < 1 + ln(3x) ⇔ ln(x2 − 4e2)− ln(3x) < 1on peut pré
iser que 
ette équation n'est dé�nie que lorsque x > 0 (pour labonne dé�nition de ln(3x)) et lorsque x2−4e2 > 0 ⇔ x2 > 4e2 ⇔ |x| > 2e(pour la bonne dé�nition de ln(x2 − 4e2))�nalement l'équation est dé�nie lorsque x > 2e. Soit x > 2e, alors :

ln(x2 − 4e2) < 1 + ln(3x) ⇔ ln

(

x2 − 4e2

3x

)

< 1
ar ln(a)− ln(b) = ln
(a

b

) lorsque a > 0 et b > 0don
 ln(x2 − 4e2) < 1 + ln(3x) ⇔ exp

(

ln

(

x2 − 4e2

3x

))

< e1la dernière équivalen
e est valide 
ar les fon
tions exponentielle et loga-rithme (pour le retour) sont stri
tement 
roissantesdon
 ln(x2 − 4e2) < 1 + ln(3x) ⇔ x2 − 4e2

3x
< e 
ar eln(x) = xdon
 ln(x2 − 4e2) < 1 + ln(3x) ⇔ x2 − 4e2 < e× 3x 
ar 3x > 0don
 ln(x2 − 4e2) < 1 + ln(3x) ⇔ x2 − 3ex− 4e2 < 0nous sommes don
 ramenés à l'étude d'un trin�me dont le dis
riminantvaut ∆ = (−3e)2 − 4× 1× (−4e2) = 9e2 + 16e2 = 25e2
omme a > 0, 
e trin�me est négatif à l'extérieur des ra
ines qui sont

x1 =
3e−

√
25e2

2
=

−2e

2
= −e et x2 =

3e+
√
25e2

2
=

8e

2
= 4e�nalement ln(x2 − 4e2) < 1 + ln(3x) ⇔ x ∈]−∞,−e[∪]4e,+∞[7. e2x + 8 > 6ex⇔ e2x − 6ex + 8 > 0 ⇔ (ex)2 − 6ex + 8 > 0 ⇔

(ex − 2)(ex − 4) > 0on a utilisé i
i que 2 et 4 sont les ra
ines de x2 − 6x+ 8on 
on
lut ensuite ave
 un tableau de signe sa
hant que :
ex − 2 > 0 ⇔ x > ln(2) (de même ex − 2 6 0 ⇔ x 6 ln(2))

x

ex − 2

ex − 4

(ex−2)(ex−4)

−∞ ln(2) ln(4) +∞- 0 + +- - 0 ++ 0 - 0 +�nalement e2x + 8 > 6ex ⇔ x ∈]−∞, ln(2)] ∪ [ln(4),+∞[8. √x+ 1 = xOn peut raisonner par analyse-synthèse (en isolant la ra
ine puis en éle-vant au 
arré) ou par équivalen
e en remarquant que √
x + 1 = x ⇔√

x = x − 1 et don
 si x est solution alors for
ément x− 1 > 0 (puisque
ela vaut √x), i.e. x > 1. On va don
 se limiter à x > 1soit x > 1, alors √x+ 1 = x ⇔
√
x = x− 1 ⇔ x = (x− 1)2la dernière équivalen
e est valide 
ar on peut faire le retour en ar-rière : en e�et, x > 0 don
 on peut prendre sa ra
ine 
arrée et deplus √(x− 1)2 = |x− 1| = x− 1 
ar x > 1 (x− 1 > 0)don
 √

x+ 1 = x ⇔ x = x2 − 2x+ 1 ⇔ x2 − 3x+ 1 = 0nous sommes ramenés à l'étude d'un trin�me dont le dis
riminant vaut

∆ = (−3)2−4×1×1 = 5 don
 x2−3x+1 admet deux ra
ines qui valent

x1 =
3−

√
5

2

et x2 =
3 +

√
5

2or √5 >
√
4 > 2 don
 −

√
5 6 −2 don
 3−

√
5 6 1 et don
 3−

√
5

2
< 1don
 x1 ne peut pas être solution, par 
ontre x2 > 1�nalement S =

{

3 +
√
5

2

}
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DérivationExer
i
e 8Cal
uler les dérivées des fon
tions suivantes.3. h(x) = x
1

xComme très souvent ave
 les puissan
es quel
onques, il faut revenir àla dé�nition et utiliser l'é
riture exponentielle : x 1

x = exp(
1

x
ln(x)) =

exp(u(x)) ave
 u(x) =
1

x
ln(x)alors ∀x ∈ Dh, h

′(x) = u′(x) exp(u(x)) et on utilise la formule du produitpour dériver u : u′(x) = − 1

x2
ln(x) +

1

x
× 1

x
=

1

x2
(1− ln(x))�nalement h′(x) =

1

x2
(1− ln(x)) exp

(

1

x
ln(x)

)

=
1

x2
(1− ln(x))x

1

x4. i(x) = ln

(

2x− 3

x

)

i est de la forme i(x) = ln(u(x)) ave
 u(x) = 2x− 3

xalors u′(x) = 2 +
3

x2don
 ∀x ∈ Di, i
′(x) =

u′(x)

u(x)
=

2 + 3
x2

2x− 3
x

=
x2

(

2 + 3
x2

)

x2
(

2x− 3
x

) =
2x2 + 3

2x3 − 3x5. j(x) = e2x

x2 − 1On utilise la formule du quotient ((u
v

)

′

=
u′v − uv′

v2ave
 u(x) = e2x et v(x) = x2 − 1, don
 u′(x) = 2e2x et v′(x) = 2xet de fait ∀x ∈ Dj, j
′(x) =

2e2x(x2 − 1)− e2x2x

(x2 − 1)2
=

2e2x(x2 − x− 1)

(x2 − 1)2Exer
i
e 102. Faire l'étude graphique de la fon
tion suivante :
f : R

∗ → R

x 7→ ln(x2)On peut remarquer dans un premier temps que la fon
tion f est
paire. D'une part son domaine de dé�nition est symétrique par rap-port à 0, d'autre part, pour x ∈ R

∗, f(−x) = ln
(

(−x)2
)

= ln(x2) =
f(x)on va don
 l'étudier sur ]0,+∞[ et on déduira le 
omportement sur
]−∞, 0[ par symétrie

f est dérivable là où elle est dé�nie, de plus f est de la forme ln(u)ave
 u(x) = x2 et don
 u′(x) = 2xdon
 f ′ =
u′

u

, don
 ∀x > 0, f ′(x) =
2x

x2
=

2

x
don
 f ′(x) est (stri
-tement) positif sur ]0,+∞[ et f est (stri
tement) 
roissante sur 
etintervalleNota bene : pour x > 0, on peut é
rire f(x) = 2 ln(x) mais attention,
ela n'est pas valable pour x < 0pour la représentation graphique, la 
ourbe sera don
 analogue à
ette de ln et on peut don
 utiliser ln(1) = 0 don
 f(1) = 0, ln(e) = 1,don
 f(e) = 2 et le fait que ln tende vers −∞ quand x tend vers 0puis on déduit la 
ourbe sur ]−∞, 0[ par symétrie
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Exer
i
e 11Soit f la fon
tion dé�nie par : f(x) = xln(x)1. Déterminer le domaine de dé�nition Df de fOn revient à la dé�nition pour y voir plus 
lair : xln(x) est dé�ni par

xln(x) = exp(ln(x) ln(x)) = exp(ln(x)2)don
 f(x) est dé�ni dès lors que ln(x) est dé�ni, i.e. sur ]0,+∞[= Df2. Justi�er que f est dérivable sur Df , et déterminer f ′(x) pour x ∈ Df .Ave
 l'é
riture f(x) = exp(ln(x)2), on peut dire que f est dérivablesur Df puisqu'il s'agit d'une 
omposition de fon
tions dérivables surleurs ensembles de dé�nition.Et en é
rivant f(x) = exp(u(x)), on trouve ∀x ∈ Df , f
′(x) =

u′(x) exp(u(x))et u(x) = ln(x)2 que l'on peut é
rire u(x) = v(x)2alors u′(x) = 2v′(x)v(x) = 2× 1

x
× ln(x)don
 ∀x ∈ Df , f

′(x) =
2 ln(x)

x
exp(ln(x)2) =

2 ln(x)xln(x)

xet don
 ∀x ∈ Df , f
′(x) = 2 ln(x)xln(x)−13. Etudier les variations de fEn utilisant la dernière é
riture de f ′(x), 
omme (pour x >

0), xln(x)−1 est stri
tement positif (
'est le résultat d'une exponen-tielle), alors f ′(x) est du signe de ln(x)De fait f ′(x) est stri
tement négatif sur ]0, 1[, nul en 1 et stri
tementpositif sur ]1,+∞[, on peut don
 dresser le tableau de variations (sa-
hant que f(1) = exp(ln(1)2) = e0 = 1) :
x

f ′(x)

f

0 1 +∞- 0 +
114. Déterminer la tangente à Cf au point d'abs
isse e

Par dé�nition, 
ette tangente a pour équa-tion y = f ′(e)(x− e) + f(e)or f(e) = eln(e) = e1 = e et

f ′(e) = 2 ln(e)eln(e)−1 = 2× 1× e0 = 2don
 l'équation de la tangente est
y = 2(x− e) + e = 2x− e5. Tra
er CfOn utilise les informations pré
édentes (ta-bleau de variations et la tangente). Il nousmanque les limites (+∞ en 0 et +∞), onpeut remarquer que
f(e−1) = (e−1)( ln(e−1) = (e−1)−1 = e

012
34
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Exer
i
e 13Pour m ∈ R, on 
onsidère la fon
tion fm dé�nie sur R∗

+ par :

∀x ∈ R, fm(x) = xm ln(x)On note Cm la représentation graphique de fm dans un repère orthonormé.1. Soit m ∈ R. Justi�er que fm est dérivable sur R∗

+ et dériver fmSoit m ∈ R, alors fm est dé�nie et dérivable sur R∗

+ 
ar x 7→ xm estdérivable sur R∗

+, il s'agit don
 d'un produit de fon
tions dérivables.On va don
 utiliser la formule du produit ave
 u(x) = xm don


u′(x) = mxm−1 (d'après le 
ours) et v(x) = ln(x) don
 v′(x) =
1

xdon
 ∀x ∈ R
∗

+, f
′

m(x) = mxm−1 ln(x) + xm × 1

xdon
 f ′

m(x) = mxm−1 ln(x) + xm−1 = xm−1(m ln(x) + 1)

2. Montrer que toutes les 
ourbes Cm admettent la même tangente aupoint d'abs
isse 1Soit m ∈ R, par dé�nition la tangente à Cm au point d'abs
isse 1 apour équation : y = f ′

m(1)(x− 1) + fm(1)or fm(1) = 1m ln(1) = 1× 0 = 0et f ′

m(1) = 1m−1(m ln(1) + 1) = 1× (0 + 1) = 1don
 la tangente à Cm au point d'abs
isse 1 a pour équation :
y = 1(x− 1) + 0 i.e. y = x− 1la tangente est don
 toujours la même, indépendamment de la valeurde m
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