
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 2 - raisonnements - 3 Septembre - o
tobre 2024Quelques 
orrigésExer
i
e 3 - inégalités1. Montrer : ∀x ∈ R+, x > 2
√
x− 1Option 1 : on remarque que x > 2

√
x− 1 ⇔ x− 2

√
x+ 1 > 0 ⇔ (

√
x− 1)2 > 0
e qui est vrai dès lors que √

x est dé�ni, i.e. pour tout x > 0Option 2 : sinon on peut e�e
tuer des manipulations � 
lassiques �Soit x ∈ R+, alors x > 2
√
x− 1 ⇔ x+ 1 > 2

√
x ⇔ (x+ 1)2 > 4xIl est important de justi�er la dernière équivalen
e :d'une part x+ 1 > 2

√
x ⇒ (x+ 1)2 > 4x 
ar la fon
tion 
arré est 
roissante sur R+d'autre part (x+1)2 > 4x ⇒

√

(x+ 1)2 >
√
4x 
ar x > 0 et la fon
tion ra
ine 
arrée est 
roissantesur R+ et de plus √(x+ 1)2 = |x+ 1| = x+ 1 
ar x > 0 et √4x =

√
4
√
x = 2

√
xdon
 pour x > 0, x > 2

√
x− 1 ⇔ x2 + 2x+ 1 > 4x ⇔ x2 − 2x+ 1 > 0 ⇔ (x− 1)2 > 0
e qui est vrai don
 ∀x ∈ R+, x > 2

√
x− 12. Montrer : ∀x ∈ R, |x− 1| 6 x2 − x+ 1Option 1 : en remarquant que ∀x ∈ R, x2 − x+1 > 0 (
ar le dis
riminant de x2 − x+1 est négatifet a > 0), on utilise alors que pour tout α > 0, |x| 6 α ⇔ −α 6 x 6 αsoit x ∈ R, alors |x− 1| 6 x2 − x+ 1 ⇔ −(x2 − x+ 1) 6 x− 1 6 x2 − x+ 1
⇔ −x2+x−1 6 x−1 6 x2−x+1 ⇔ −x2

6 0 6 x2−2x+2
omme −x2
6 0 est toujours véri�é |x− 1| 6 x2 − x+ 1 ⇔ 0 6 x2 − 2x+ 2or le dis
riminant de x2 − 2x+ 2 est stri
tement négatif (il vaut −4) et a > 0don
 ∀x ∈ R, x2 − 2x+ 2 > 0don
 l'inégalité étant équivalente à une inégalité qui est véri�ée pour tout x réel, elle est égalementvéri�ée pour tout x réel.Option 2 : on distingue 2 
as, x > 1 (alors x− 1 > 0 et |x− 1| = x− 1) et x 6 1 (alors x− 1 6 0et |x− 1| = −(x− 1)) puis dans 
haque 
as, on se ramène à une inégalité qui est toujours vraie.Exer
i
e 5 - quelle 
han
e ! en
ore un raisonnement par ...Démontrer que, pour tout n ∈ N

∗, on a 2n−1
6 n! 6 nn.Pour n ∈ N

∗, on dé�nit l'assertion P (n) : 2n−1
6 n! 6 nnInitialisation : P (1) est vraie ⇔: 21−1

6 1! 6 11 ⇔ 1 6 1 6 1
e qui est vrai, don
 P (1) est vraie.Hérédité : soit n ∈ N
∗, supposons que P (n) est vraiealors par hypothèse 2n−1

6 n! 6 nn et il est plus fa
ile de séparer l'inégalité pour la suited'une part 2n−1
6 n! ⇒ 2× 2n−1

6 2× n! i.e. 2n 6 2n!or n > 1 don
 n+ 1 > 2 et don
 (n+ 1)n! > 2n! i.e. (n+ 1)! > 2n!don
 2n 6 (n+ 1)! d'où la première partie de l'inégalitéd'autre part, n! 6 nn ⇒ (n+ 1)× n! 6 (n+ 1)× nn i.e. (n+ 1)! 6 (n + 1)n!or nn
6 (n+ 1)n don
 (n+ 1)nn

6 (n+ 1)(n+ 1)n i.e. (n+ 1)nn
6 (n+ 1)n+1et don
 (n+ 1)! 6 (n+ 1)n+1 d'où l'autre partie de l'inégalitédon
 P (n+ 1) est vraie, d'où l'hérédité.don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.Exer
i
e 8 - une équation ave
 des ra
ine 
arrées, deux raisonnements possiblesAu brouillon, déterminer les réels x tels que √

x+ 2 = x. En déduire une réda
tion :1



� par analyse-synthèse,Analyse : soit x solution alors √x+ 2 = x et don
 (
√
x+ 2)2 = x2 soit x+ 2 = x2don
 x est solution de x2 − x− 2 qui admet pour ra
ines évidentes −1 et 2don
 S ⊂ {−1; 2}Synthèse : −1 n'est pas solution (−1 ne peut être le résultat d'une ra
ine)par 
ontre 2 est solution puisque √

2 + 2 = 2Finalement S = {2}� par équivalen
e.On peut 
ommen
er par remarquer que si x est négatif alors x ne peut être solution (
ar 
ela ne peutpas être le résultat d'une ra
ine 
arrée)don
 les solutions sont à re
her
her parmi les réels positifs.Soit x > 0, alors √x+ 2 = x ⇔ (
√
x+ 2)2 = x2L'équivalen
e est bien véri�ée puisque (

√
x+ 2)2 = x2 ⇒

√

(
√
x+ 2)2 =

√
x2 ⇒

√
x+ 2 = |x| ⇒√

x+ 2 = x 
ar x > 0puis en poursuivant l'équivalen
e, on trouve 
omme plus haut √
x+ 2 = x ⇔ · · · ⇔ x = −1 ou

x = 2 ⇔ x = 2 
ar x > 0Exer
i
e 9 - deux raisonnements par ...Montrer que :a) ∀n ∈ N
∗, 4 divise n2 ou 4 divise n2 − 1.1er 
as : n est pairalors ∃p ∈ N

∗, n = 2p et don
 n = 4p2 don
 4 divise n2ème 
as : si n est impair alors ∃p ∈ N
∗, n = 2p+ 1,don
 n2 = 4p2 + 4p+ 1 don
 n2 − 1 = 4p2 + 4p = 4(p2 + p), don
 4 divise n2 − 1b) ∀x ∈ R, x3 + x2 − 12x = 0 ⇒ |x| < 5Soit x ∈ R, tel que x3 + x2 − 12x = 0alors x(x2 + x− 12) = 0 don
 x = 0 ou x2 + x− 12 = 0or x2 + x− 12 admet pour ra
ines −4 et 3�nalement x = 0 ou x = −4 ou x = 3don
 dans tous les 
as |x| < 5Exer
i
e 10 - une équation fon
tionnelle, un raisonnement par ...Déterminer toutes les fon
tions f : R → R telles que, pour tous x, y ∈ R,

f(x)× f(y)− f(x× y) = x+ y.Exer
i
e plus di�
ile que l'on va résoudre par anlyse-synthèse.Analyse : soit f une telle fon
tion, alors ∀x, y ∈ R, f(x)× f(y)− f(x× y) = x+ yen parti
ulier (pour x = 0 et y = 0), on trouve f(0)2 − f(0) = 0 i.e f(0)(f(0)− 1) = 0 don
 f(0) = 0ou f(0) = 11er 
as : f(0) = 0, alors ∀x ∈ R, f(x)f(0)− f(x× 0) = x+0 ⇔ x = 0 
e qui est faux don
 f(0) ne peutêtre égal à 02ème 
as : f(0) = 1, alors ∀x ∈ R, f(x)f(0)− f(x× 0) = x+ 0 i.e f(x)× 1 + 1 = xet don
 dans 
e 
as f(x) = x+ 1il y a don
 une seule fon
tion 
andidate : x 7→ x+ 12



Synthèse : soit f la fon
tion dé�nie sur R par f(x) = x+ 1alors pour x, y ∈ R
2, f(x)f(y) = (x+ 1)(y + 1) = xy + x+ y + 1don
 f(x)f(y) + f(xy) = xy + x+ y + 1− (xy + 1) = x+ y don
 f est bien solution.don
 S = {x 7→ x+ 1}Exer
i
e 11 - quelques raisonnements par ...b) Montrer que pour tout n ∈ N

∗, 1

1× 2
+

1

2× 3
+ · · ·+ 1

n× (n + 1)
=

n

n + 1
.Dans un premier temps, on peut é
rire 1

1× 2
+

1

2× 3
+ · · ·+ 1

n× (n+ 1)
=

n
∑

k=1

1

k(k + 1)puis pour n ∈ N
∗, on dé�nit la propriété P (n) :

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1Initialisation : P (1) est vrai ⇔ n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

1

1 + 1

e qui est vrai 
ar n

∑

k=1

1

k(k + 1)
=

1

1× 2
=

1

2Hérédité : soit n ∈ N
∗, supposons que P (n) est vraiepar relation de Chasles, n+1

∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)or par hypothèse de ré
urren
e n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n + 1
don
 n+1

∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n + 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)don
 n+1
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n(n+ 2) + 1

(n+ 1)(n+ 2)
=

n2 + 2n+ 1

(n+ 1)(n+ 2)
=

(n+ 1)2

(n + 1)(n+ 2)
=

n + 1

n + 2don
 P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.Exer
i
e 12 - un raisonnement par ...On pose F0 = F1 = 1 et pour n > 0, Fn+2 = Fn + Fn+1. Montrer que pour tout n ∈ N, Fn > nIl faut i
i pro
éder par ré
urren
e double (
e que nous n'avons pas vu), 
'est-à-dire qu'il faut fairel'initialisation pour deux valeurs 
onsé
utives, puis dans l'hérédité, on utilise l'hypothèse de ré
urren
epour deux rangs 
onsé
utifs (n et n+ 1).Pour n ∈ N, on dé�nit la propriété P (n) : Fn > nInitialisation : F0 > 0 et F1 > 1 don
 P (0) et P (1) sont vraies.Hérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) et P (n+ 1) sont vraiesalors par hypothèse Fn > n et Fn+1 > n + 1don
 Fn + Fn+1 > n+ n+ 1 i.e. Fn + Fn+1 > 2n+ 11er 
as : si n > 1 alors 2n+ 1 > n+ 2 et don
 Fn + Fn+1 > n+ 2, 
'est-à-dire que P (n+ 1) est véri�ée2ème 
as : si n = 0, alors F2 = 2 don
 P (2) est véri�éeFinalement dans tous les 
as, P (n+ 1) est véri�ée d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e (double), ∀n ∈ N, P (n) est vraie.Exer
i
e 13 - équation à paramètre, raisonnement par...Résoudre dans R les équation d'in
onnue x, en dis
utant en fon
tion des valeurs du paramètre réel m :a) m2x+ 3 = m+ 9xSoit m ∈ R et x ∈ R, alors m2x+ 3 = m+ 9x ⇔ m2x− 9x = m− 3 ⇔ (m2 − 9)x = m− 3
1er 
as : m = −3 alors (m2 − 9)x = 0 et m− 3 = −6 don
 l'équation n'est jamais véri�ée.
2ème 
as : m = 3 alors (m2−9)x = 0 et m−3 = 0 don
 (m2−9)x = m−3 (indépendant de la valeurde x) et don
 l'équation est toujours véri�ée. 3



3ème 
as : m2 − 9 6= 0 alors x =
m− 3

m2 − 9
=

m− 3

(m− 3)(m+ 3)
=

1

m+ 3b) mx2 −mx+ 2 = 0Dès lors que m 6= 0, il s'agit de trouver les ra
ines d'un trin�me du se
ond degré, on 
ommen
e don
par 
her
her l'existen
e de ra
ines : ∆ = (−m)2 − 4×m× 2 = m2 − 8m = m(m− 8), il s�agit don
d'un polyn�me (en m) du se
ond degré dont les ra
ines sont 0 et 8
1er 
as : m ∈]0, 8[ alors ∆ < 0 et don
 l'équation n'admet au
une solution.
2ème 
as : m = 0 l'équation n'est plus une équation du se
ond degré, elle devient 2 = 0, 
e qui n'estjamais véri�é
3ème 
as : m = 8 alors ∆ = 0 et don
 le trin�me admet une seule ra
ine : x0 =

m

2m2
=

1

2m

4ème 
as : m ∈]−∞, 0[∪]8,+∞[ alors ∆ > 0 don
 le trin�me admet deux ra
ines
x1 =

m−
√
m2 − 8m

2m
=

1

2
−

√
m2 − 8m

2m
et x2 =

1

2
+

√
m2 − 8m

2m

4


