
ECG 1 - maths appli. Chapitre 4 - Suites réelles : introdu
tion et suites usuelles O
tobre 2024Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� interpréter les dé�nitions ré
ursives ou expli
ites de suites : �� re
onnaître les suites usuelles : arithmétiques, géométriques, arithméti
o-géométriques et ré-
urrentes linéaires d'ordre 2 �� exploiter plusieurs méthodes pour étudier la monotonie d'une suite. �� mettre en ÷uvre une méthode pour déterminer le terme général d'une suite arithméti
o-géométrique. �� mettre en ÷uvre une méthode pour déterminer le terme général d'une suite ré
urrente linéaired'ordre 2 �� (toujours) 
al
uler les sommes de termes d'une suite arithmétique ou géométrique. �1 Notions générales sur les suitesIntuitivement, une suite numérique réelle est une suite (ou une liste) de nombres, possiblementin�nie. Par exemple :� 0 ; 2 ; 4 ; 6 ; 8 ...� 1 ; 2 ; 4 ; 8 ; 16 ...� 1 ; 4 ; 9 ; 16 ; 25 ... � 15 ; 12 ; 9 ; 6 ...� 1 ; 1 ; 2 ; 3 ; 5 ; 8 ; 13 ...� 1 ; 11 ; 21 ; 1211 ; 111221 ...Plus pré
isément,Dé�nition : on appelle suite réelle une fon
-tion d'une partie I de N dans R : à 
haqueentier naturel n de I, on asso
ie un nombreréel noté un (plut�t que u(n)), appelé termegénéral d'indi
e n (ou de rang n).Une telle suite u est notée (un)n∈I ou plussimplement (un)

Remarque : le premier terme est généralement u0,puis les termes suivants : u1, u2 . . . (si I = N).On ren
ontrera régulièrement I = N
∗, le premierterme est alors u1Ave
 l'exemple des nombres pairs 
ela donne : u0 =

0, u1 = 2, . . . , un = 2n, mais on peut aussi bien 
hoi-sir : v12 = 0, v13 = 2, . . . , vn = 2(n−12) pour n > 12Modes de génération d'une suiteNous avons vu dans les exemples pré
édents plusieurs façons de 
réer une suite (la liste n'est pasexhaustive) :Forme expli
ite : en dé�nissant expli
ite-ment le terme d'indi
e n que l'on pourra sou-vent é
rire un = f(n), f étant une fon
tion(dé�nie au moins sur R+) Exemples : un = 2n × n! ou vn = e3n−7

Forme ré
urrente : en dé�nissant la suitede manière ré
urrente (ou ré
ursive), 
'est-à-dire qu'on 
al
ule un terme à l'aide du pré-
édent.On l'é
rira souvent un+1 = f(un) où f seradé�nie sur un intervalle I telle que f(I) ⊂ I

• un+1 = un+3 i
i f est dé�nie sur R et f(x) = x+3

• parfois on 
al
ule un terme à l'aide des deux pré
é-dents (ou plus) : {Fn+2 = Fn+1 + Fn

F0 = F1 = 1
(Fibona

i)Remarque : ave
 
e type de suites on ne peut pas, apriori, 
al
uler d'emblée un terme quel
onque, il fautd'abord 
al
uler tous les pré
édents (en théorie).En dé�nissant la suite de manière impli
ite, par exemple 
omme solution d'une équation :la suite (un)n∈N est dé�nie par ln((un + 8)3) = n1



Dans la suite (du 
ours), on prendra I = N par 
ommodité, mais les dé�nitions et propriétés restentvalables ave
 la dé�nition (plus large) des suites.De même, 
omme 
i-dessous, l'ensemble des notions peuvent être dé�nies à partir d'un 
ertain rang.2 Variations d'une suite, suites majorées, minorées et bornées.2.1 VariationsDé�nitions (et propriété) : soit (un)n∈N unesuite réelle.� on dit que (un)n∈N est 
onstante si :
∃c ∈ R, ∀n ∈ N, un = cpropriété : si (un)n∈N est 
onstante alors
∀n ∈ N, un+1 = un (propriété)� on dit que (un)n∈N est stationnaire si :
∃c ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N et n > n0, un = cOn dira également que la suite est
onstante à partir d'un 
ertain rang.

Exemples : que dire de la suite dé�nie pour n ∈ Npar un+1 = |u2

n − 2|,� si u0 = 2 ? alors u1 = |22 − 2| = 2, u2 = 2 . . . eton démontre par ré
urren
e que ∀n ∈ N, un = 2� si u0 =

√

2 +
√
3 ? alors u1 = |2+

√
3−2| =

√
3,puis u2 = |3− 2| = 1, puis u3 = |1− 2| = 1et on en déduit de même que ∀n > 2, un = 1Dé�nitions et propriétés :� la suite (un) est 
roissante si ∀(n, p) ∈ N

2, n 6 p ⇒ un 6 up
e qui équivaut à ∀n ∈ N, un 6 un+1� la suite (un) est dé
roissante si ∀(n, p) ∈ N
2, n 6 p ⇒ un > up
e qui équivaut à ∀n ∈ N, un > un+1� la suite est dite monotone si elle est 
roissante ou dé
roissante.� lorsque toutes les inégalités sont stri
tes, on dit que la suite est stri
tement 
roissanteou stri
tement dé
roissante.Remarque : pour la monotonie, on utilisera plut�t la 
omparaison entre un et un+1, mais pas unique-ment, plusieurs méthodes sont possibles.Cal
uler un+1 − un ave
 un =

n

n+ 1on trouve un+1 − un =
1

(n + 1)(n+ 2)
> 0on en déduit don
 que (un) est (stri
tement) 
roissante.Si ∀n, un > 0,
omparer un+1

un

et 1

ave
 un =
n
∏

k=1

(1+2k) on peut démontrer (par ré
urren
e que ∀n, un > 0

un+1

un

=

∏n+1

k=1
(1 + 2k)

∏n

k=1
(1 + 2k)

=

(
∏n

k=1
(1 + 2k)

)

(1 + 2n+1)
∏n

k=1
(1 + 2k)

= 1 + 2n+1 > 1or ∀n, un > 0, don
 un+1

un

> 1 ⇒ un+1 > un don
 (un) est (stri
tement)
roissante.Passer par l'étuded'une fon
tion dans le 
as d'une formule expli
ite, ave
 un =
1

n2 + 3n+ 2On pose f(x) =
1

x2 + 3x+ 2
bien dé�nie sur R+ (2 + somme de termespositifs au dénominateur don
 non nul).et ∀x ∈ R+, f

′(x) = − 2x+ 3

x2 + 3x+ 2
< 0don
 f est dé
roissante sur R+.or ∀n ∈ N, un = f(n), de fait (un) est dé
roissante.2



Passer par l'étude d'une fon
tiondans le 
as d'une formule ré
urrente,mais on 
ompare alors f(x) à xEn e�et,ave
 une suite dé�nie par un+1 = f(un),si f(x) > x alors f(un) > uni.e. un+1 > unIl faut bien véri�er que un se situe dansun domaine où l'inégalité est valable.
ave
 la suite dé�nie par u0 = 1 et pour n ∈ N

un+1 =
√
2 + unon peut 
ommen
er par établir (par ré
urren
e) que :

∀n ∈ N, 1 6 un 6 2
'est le 
as pour u0 (don
 P (0) est vraie)et si 
'est le 
as pour un (P (n) est vraie)alors 2 + 1 6 2 + un 6 2 + 2don
 (ra
ine 
roissante) √3 6
√
2 + un 6

√
4d'où P (n+ 1) et par ré
urren
e ∀n ∈ N, P (n) est vraie.On pose alors f(x) = √

x+ 2 dé�nie sur [−2;+∞[ (in-tervalle stable par f)alors pour x > 1, f(x) > x ⇔
√
x+ 2 6 x ⇔ x + 2 6

x2 ⇔ x2 − x− 2 > 0 ⇔ (x− 1)(x+ 2) > 0
e qui est vrai dès lors que x > 1or ∀n ∈ N, 1 6 un don
 f(un) est bien dé�ni et
f(un) > un i.e. un+1 > un, don
 (un) est 
roissante.Par ré
urren
e E�
a
e ave
 l'exemple 
i-dessus :pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un 6 un+1initialisation : u1 =

√
3 > 1 = u0hérédité : si un 6 un+1 alors un + 2 6 un+1 + 2 puis√

un + 2 6
√

un+1 + 2 (
ar √. 
roissante)i.e. un+1 6 un+2 soit P (n+1) est vraie, don
 par ré
ur-ren
e ∀n ∈ N, un 6 un+1 ((un) est 
roissante).
B dans le 
as d'une suite ré
ursive, f 
roissante n'implique pas (un)n∈N 
roissanteContre-exemple : ave
 f(x) = x2 et don
 un+1 = u2

nsi u0 = 2 alors u1 =4, u2 = 16 . . . et on peut démontrer que la suite (un)n∈N est 
roissante.si u0 =
1

2
alors u1 =

1

4
, u2 =

1

16
. . . et on peut démontrer que la suite (un)n∈N est dé
roissante.2.2 Suites majorées, minorées et bornées.Dé�nitions : soit (un)n∈N une suite réelle. (un)n∈N est dite� majorée s'il existe un réel M tel que ∀n ∈ N, un 6 M� minorée s'il existe un réel m tel que ∀n ∈ N, m 6 un� bornée si elle est majorée et minorée.Exemples : les suites 
i-desssous sont-elles majorées, minorées, bornées ?Suite majorée minorée bornée Suite majorée minorée bornée

un =
1

n + 1
⊠ ⊠ ⊠ u0 =

1

2
; un+1 = u2

n ⊠ ⊠ ⊠

un = n � ⊠ � u0 = 2; un+1 =
√
un + 2 ⊠ ⊠ ⊠

un = (−1)n ⊠ ⊠ ⊠ u0 = 9; un+1 =
√
un ⊠ ⊠ ⊠

un = (−2)n � � � u0 = 1; un+1 = eun

� ⊠ �

u0 = 2; un+1 = u2

n � ⊠ � u0 = −1; un+1 = eun

� ⊠ �3



3 Suites remarquables3.1 Suite arithmétiqueExemple : la suite dé�nie par un+1 = un + 4 et u0 = 11.
+4

bC
u0

+4

bC
u1

+4

bC
u2

+4

bC
u3

bC
u4

bC

+4

bC
un−1

bC
un

+(4× n)On remarque que u4 = u0+4×4, u5 = u0+5×4 . . . et que d'une manière générale : un = u0 + 4× nDé�nition : une suite réelle (un)n∈N est une suite arithmétique, s'il existe un réel r tel que :
∀n ∈ N, un+1 = un + rle nombre réel r est appelé la raison de la suite arithmétique (un)n∈Nune suite est arithmétique si l'é
art entre un terme et le suivant est 
onstant : un+1 − un = rSur l'exemple pré
édent, la raison vaut 4Propriétés : si (un)n∈N est une suite arithmétique de raison r et de premier terme u0, alors
∀n ∈ N, un = u0 + n× r

∀n > 1, un = u1 + (n− 1)r et plus généralement pour p ∈ N et ∀n > p, un = up + (n− p)rRemarques : si la raison est positive (resp. négative), alors la suite est 
roissante (resp. dé
roissante).3.2 Suite géométriqueExemple : la suite dé�nie par un+1 = 1, 2× un et u0 = 150

u0

×1, 2

bC
u0 u1

×1, 2

bC
u1 u2

×1, 2

bC
u2 u3

×1, 2

bC
u3 u4

×1, 2

bC
u4

bC
u5

×1, 2

bC
un−1

bC
un

×(1, 2)non remarque que u4 = u0× (1, 2)4, u5 = u0× (1, 2)5 et que d'une manière générale : un = u0 × (1, 2)nDé�nition : une suite réelle (un)n∈N est une suite géométrique, s'il existe un réel q tel que :
∀n ∈ N, un+1 = q × unle nombre réel q est appelé la raison de la suite géométrique.Sur l'exemple pré
édent, la raison vaut 1, 2. D'autres exemples : (un) et (vn) sont-elles géométriques ?

(un) dé�nie par u0 = 2 et un+1 = 4un + 1 (vn) dé�nie par vn =
2× 3n

5n+1alors u1 = 9 =
9

2
u0 et u2 = 37 =

37

9
u1, or 9

2
6= 37

2
alors vn+1 =

2× 3n+1

5n+1+1
=

2× 3n

5n+1

3

5
=

5

3
vndon
 (un)n∈N n'est pas géométrique don
 (vn)n∈N est géométriquePropriétés : si (un)n∈N est une suite géométrique de raison q et de premier terme u0 alors

∀n ∈ N, un = u0 × qn

∀n ∈ N
∗, un = u1 × qn−1 et plus généralement ∀n > p, un = up × qn−pRemarques : si u0 > 0 et q > 1 (resp. 0 < q < 1), alors (un)n∈N est 
roissante (resp. dé
roissante).Si q < 0 alors (un)n∈N n'est pas monotone. 4



3.3 Représentation graphique
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Les points des suites arithmétiques se situenttous sur une même droite, 
elle de la fon
tiona�ne 
orrespondante.Ci-dessus un = 1, 5 +
1

10
n et vn = 9− 1

8
n

Pour les suites géométriques, si la raison estsupérieure à 1, les valeurs augmentent rapide-ment. Si elle est 
omprise entre 0 et 1, les va-leurs tendent vers 0.Ci-dessus un = 0, 5× 1, 2n et vn = 19× 0, 75n3.4 Sommes des termes de suites arithmétiques et de suites géométriquessi (un)n∈N est une suite arithmétique(de raison r)
n

∑

k=0

uk = (n + 1)u0 + r
n(n+ 1)

2

n
∑

k=0

uk =

n
∑

k=0

(u0 + kr)

n
∑

k=0

uk =

n
∑

k=0

u0 +

n
∑

k=0

kr

n
∑

k=0

uk = (n+ 1)u0 + r

n
∑

k=0

k = nu0 + r
n(n + 1)

2si (vn)n∈N est une suite géométrique (deraison q 6= 1), alors pour tout entiernaturel n :
n

∑

k=0

vk = v0
1− qn+1

1− q

n
∑

k=0

vk =
n

∑

k=0

v0q
k = v0

n
∑

k=0

qk = v0
1− qn+1

1− qPlus généralement, pour tout entier p 6 n,
n

∑

k=0

vk =

n
∑

k=p

v0q
k = v0

qp − qn+1

1− qLa première formule peut être généralisée ave
 une somme 
ommençant à p3.5 Suites arithméti
o-géométriquesDé�nition : une suite réelle (un)n∈N est dite arithméti
o-géométrique, s'il existe un réel
a ∈ R\{0, 1} et un réel b 6= 0 tel que :

∀n ∈ N, un+1 = aun + bRemarque : 
omme nous allons le voir, nous pourrions les appeler des suites quasi-géométriques.Pour trouver la forme expli
ite d'une telle suite, nous appliquerons la méthode suivante (qui vise àse ramener à une suite géométrique) :Sur un exemple, on dé�nit la suite (un)n∈N par 


u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 =
1

2
un + 25



1) On 
her
he d'abord un point �xede f (résoudre l'équation α = aα + bd'in
onnue α). i
i l'équation devient α =
1

2
α + 2, d'où 1

2
α = 2et don
 α = 42) On introduit la suite (vn)n∈N dé-�nie pour tout n par vn = un − α

don
 i
i vn= un − 43) On véri�e que (vn)n∈N est géo-métrique. i
i vn+1 = un+1 − 4 =
1

2
un + 2− 4 par dé�nition de (un)don
 vn+1 =

1

2
un − 2 =

1

2
(un − 4) =

1

2
vndon
 (vn)n∈N est bien géométrique.4) On 
al
ule vn i
i ∀n ∈ N, vn =

1

2n
v0 =

−3

2n5) On en déduit un i
i ∀n ∈ N, un = vn + 4don
 ∀n ∈ N, un =
−3

2n
+ 43.6 Suites ré
urrentes linéaires d'ordre 2Dé�nition : une suite réelle (un)n∈N est dite ré
urrente linéaire d'ordre 2 lorsqu'il existedeux réels a et b (b 6= 0) tels que :

∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bunRemarque : on va (de nouveau) 
her
her à passer par des suites géométriques.En e�et, si (vn)n∈N est une suite géométrique (ave
 v0 6= 0 et q 6= 0), alors ∀n ∈ N, vn = qnv0 et :
(vn) véri�e la relation de ré
urren
e⇔∀n ∈ N, vn+2 = avn+1+bvn ⇔∀n ∈ N, qn+2v0 = aqn+1v0+bqnv0
⇔ ∀n ∈ N, qn+2 = aqn+1 + bqn (
ar v0 6= 0) ⇔ ∀n ∈ N, q2 = aq + b (
ar q 6= 0)don
 (vn) véri�e la relation de ré
urren
e ⇔ q est solution de x2 − ax+ b = 0Nous sommes don
 ramenés à une équation du se
ond degré (équation 
ara
téristique).Propriété : soit (un)n∈N une suite réelle ré
urrente linéaire d'ordre 2 véri�ant la relation deré
urren
e : ∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun ave
 a et b deux réels (b 6= 0).En notant ∆ le dis
riminant de l'équation 
ara
téristique (E) : x2 − ax− b = 01. si ∆ > 0, alors (E) admet deux solutions distin
tes r1 et r2, et :

∃!(λ, µ) ∈ R
2, ∀n ∈ N, un = λrn1 + µrn22. si ∆ = 0, alors (E) admet une unique solution r0 et ∃!(λ, µ) ∈ R

2, ∀n ∈ N, un = λrn0 + µnrn03. si ∆ < 0, alors (E) n'admet pas de solution réelle et on ne peut expli
iter unRemarque : une suite véri�ant une relation linéaire de ré
urren
e d'ordre 2 est don
 totalementdéterminée par les valeurs de ses deux premiers termes.1) On dé�nit la suite
(un)n∈N par ∀n ∈ N,

un+2 = 5un+1 − 6un et
u0 = 0 et u1 = 1On 
her
he à expli
iter lavaleur de un

L'équation 
ara
téristique de (un)n∈N est
x2 − 5x+ 6 = 0 ⇔ (x− 3)(x− 2) = 0 ⇔ x = 2 ou x = 3on en déduit qu'il existe deux réels λ et µ tels que
∀n ∈ N, un = λ2n+µ3n mais alors u0 = λ+µ = 0 et u1 = λ21+µ31 = 1don
 λ = −µ et −2µ+ 3µ = 1 d'où λ = −1 et µ = 1et don
 ∀n ∈ N, un = −2n + 3n2) ave


vn+2 = 6vn+1 − 9vn
v0 = 0 et v1 = −1

L'équation 
ara
téristique est (x− 3)2 = 0, d'où vn = λ3n + µn3npuis λ = 0, (n = 0) et 3λ+ 3µ = −1 soit µ = −1

3
don
 vn = −1

3
n3n3) ave
 wn+2 = −wn

w0 = 1 et w1 = 0
L'équation 
ara
téristique est x2 + 1 = 0, qui n'admet pas de ra
inesréelles. 6
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