ECG 1a - Maths appli. TD 4 - suites - introduction et suites usuelles Octobre 2024
Quelques corrigés

Exercice 7 - pour s’échauffer

Donner les formules explicites des suites suivantes :
d) POUI‘ n e N, 2fn+2 + fn+1 — fn = O,fo = fl =1

Il ’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dont I’équation caractéristique est 222 + 2 — 1 =0

1
Les racines de I’équation sont —1 (racine évidente) et 3 (en posant 2(z + 1)(z — 25) = 22° + 2 — 1 on

1
trouve o = 5)

1 n
donc IN e R, Fp e R,Vn e N, f,, = A\(—=1)" + p <—) =AN-1)"+ p—

- 1 1
en particulier, fy = 1 et f; = 1 donc A(—1)° + Hog = Let AM(—1)' + Hor = 1
A+p =1 A= 1—pu A= 1—pu )\:_l
soit yo K ) &9 03 & 92 & 43
1 4 1 1 4 1 1
final tvneN, f=—(-1)"+=-x — == —(-1)"+— | == [ (-1)""' 4+ —
nalement Vn f 3( ) +3 T 3( (—=1) +2n) 3(( ) +2n_2)
Exercice 8 - des formules explicites moins explicites
Donner les formules explicites des suites suivantes :
2n + 2
= 1 t V € N, n — T Un
a) ug et Vn Ung1 = o
Option A : on devine la formule explicite et on la démontre par récurrence
PO . 2x0+2 2
pour trouver la formule, on peut étudier les premiers termes u; = 012 X Uy = 5 x1=1
de mé 2x1+2 " 4 o 1 4
e méme Uy = ———— X U = = ==
2T 142 © 3 3
_2><2+2>< 6><4_6_2
BT oy T3 T
. 2xX3+2 o 8 9 16
et uy = —— = - =
342 "5 5
23
on remarque une régularité au numérateur qui vaut 2" et en écrivant uz = 2 = R on remarque
également la régularité au dénominateur qui vaut n + 1, d’ou la proposition suivante
pour n € N, on définit la proposition P(n) : u, = 1
n
e e . 20 1 . . .
Initialisation : P(0) est vraie < ug = T1o1C 1 ce qui est vrai donc P(0) est vraie
Hérédité : pour n € N, supposons P(n) vraie
2 2 2"
par définition de la suite u,, 1 = n:2 u, or par hypothése de récurrence u,, = ]
n
2 2 2m 2 1) x 2" ontt
donc w41 = nt e, = (n+1) = ce qui signifie que P(n + 1) est vraie
n+2 n+l nm+2)(n+1) n+2
2n
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie i.e. u,, = 1
n

Option B : produit télescopique
on peut remarquer dans un premier temps que la définition de la suite entraine Vn € N, u,, > 0



pour bien le démontrer on fait une récurrence (qui est presque immeédiate) : uy > 0 (initialisation)

2 2
et si u, >0alorsn >0= n
n -+ 2

> 0 et donc u,4q > 0 (hérédité).

alors la relation récursive s’écrit :

k = = t d 1 = —
Vk € N, " k—|—2 E T2 et donc pour n > H H k;+2

u
or d’une part | | Yetl _ Un _ = u,, par propriété sur les produits télescopiques et car ug = 1
Uk Uo
k= 0

2k+1) Yo k+1 Y k+1

et d’autre part —— = —=2" —
e et H k+ 2 k+ 2 F+2
k=0 k=0
n—1
Tkl 1
et soit on écrit, avec ap = k+ 1 et donc a1 = k+ 1 i = H % _ G0 _ par
k:O o Qk+1 n-+1
télescopage
| o |
soit avec le changement d’indice j =k + 1 = ——I—
° 7 Hk:+2 Hﬁl [I-G+1)

n n+1 n n+1 n+1 n+1
or H(j +1) = Hz par changement d’indice (i = j + 1) donc H(g +1) = Hz car Hz =1x HZ

j=1 =2 j=1 i=1 i=1 =2

n+1

de plus H]—n' et Hz— (n+1)!=(mn+1)n!

j=1 =1

kE+1 ! ! 1 2(k+1) 1 2m
donc H AL 1 = " = et donc H i = 2" x =
kﬂk+2 (n+1)! (n+ 1)n! n+1 k+2 n+1 n+1
2(k+1 2"
finalement H Zzl = u, et ce produit est égal a H (ka ) ol

n

d'ouVn >1,u, = et cette formule est en fait aussi valable pour n = 0

1
up=1letVn > 1 u, = u2+2—n
Comme pour la précédente, on va évoquer deux options.

Option A : on devine la formule explicite et on la démontre par récurrence

1 3
pour trouver la formule, on peut étudier les premiers termes uy = 2h—=4/=

91 2
b me \/+1 \/ 1 \[ /—1
mem = — = — —
e méme us 52 4
A O SR Y A SRy ALY Sy il
R VA R TR VAR S VAT 23

on remarque une régularité d’ou la proposition suivante

pour n € N, on définit la proposition P(n) : u, = %

Initialisation : P(0) est vraie < u; = % = \/% — /1 =1 ce qui est vrai donc P(0) est vraie
Hérédité : pour n € N, supposons P(n) vraie

par définition de la suite u, 1 = \/u2 + 2%



. ) 2n — 1 2n — 1 1 2n+l — 2
or par hypothése de récurrence u,, = + —4/ =

= donc u, 1 =

on+1l _
donc 41 =4/ g ce qui signifie que P(n + 1) est vraie

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie i.e. u, =

Option B : somme télescopique
pour cela, il faut d’abord élever au carré I’égalité qui définit la suite :
1 1
pour n € Nju, 1 =/ u? —|—2—n:>un+1—u +%
et donc u? 1 —u? = on ce qui se préte a générer une somme télescopique :
n—1
pour n € N* (et méme n > 2 en fait), on va calculer Z (upyy — ug)
k=1
1
2k

-1

3

n—1
d’aprés I'égalité précédente E (uzJrl —u}
k=1 k=1
n—1

n—1
or d’'une part (uzJrl — uz) =u? — ar télescopage et u; = 1 donc E ukJrl — uz) =u2—1
k=1

1 =

n T n—1 k 1 (1\"™ 1 (1\"
d’autre part i = (%) = 2 (2) = 2 (2) =2 X (1—%) = _3:1_
k=1

1 1
2 2

1
2 : 2
donc finalement u;, —1 =1 — prmy soit u,, =2 — i
et la formule est également valable pour n =1 pu1sque u; =1

Exercice 9 - suite récurrente d’ordre 2

4
On définit la suite u par ug = 0, u; = 3 et Vn € N, 3u,10 = 2upy1 + Uy,

—1\"
1. Montrer que Vn € Nju,, =1 — <?> . En déduire sa limite.

1l s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 et son équation caractéristique est 3z% — 2z —
cette équation admet pour racine évidente 1 et de fait la deuxiéme est déduite de 3(x—1)(z—

1
322 — 22 — 1 d’ott 3zy = —1 et donc x = — =

1 n n
donc EI)\E]R,EIMER,VnEN,fn:A1"+u<—§) :)\+M(——>

4 1\’ 1\’
en particulier, ug = 0 et u; = 3 donc A + p (_§> =0et A+ p <—§ =1

A =0 A= o {)\:—M {)\:1
so1t 4 & 4 4 o N

1

-2 = 2 = —— L, —L = —1 = -1
finalement Vn € N, f,, =1 — <_§)

1
pour la limite nous verrons plus tard que lim ¢" = 0 quand |¢| < 1, donc ici lim (——

n—-+oo n——+oo 3
! <1
car |——| = <
31 3
de plus lim 1=1donc lim u, =1
n—-+00 n—-+00

1=0
1’2):

) -0



2. Montrer que I'ensemble E = {u,,n € N} est borné. Déterminer sa borne inférieure et sa borne
supérieure.

n

1
Vn e N, |u,| <1+ ’ <—§) ' d’apres 'inégalité triangulaire
1
<lcar3d">1= — <1

B e IR

— donc
donc |u,| < 2 et donc (uy,)nen est borné et de fait 'ensemble E aussi.

or

EXNEE

Nous n’avons pas vu la notion de bornes supérieure et inférieure, il s’agit en fait de trouver les
meilleurs majorant et minorant

1 1
pour cela on peut remarquer que u, = 1 — n sin est pair et u,, = 1+ 3 si n est impair et on

peut montrer que (U, )nen est croissante et (ug,.1)nen st décroissante
de fait uy = 0 est un minorant de la suite (uy,),en €t donc un minimum et donc la borne inférieure,

4
et de méme u; = 3 en est la borne supérieure.

Exercice 10 - suite auxiliaire, vers une suite arithmético-géométrique

Soit u la suite définie par ug = 0 et pour tout entier n > 0, u,11 = 2u, + 3". Pour étudier cette suite,
on introduit la suite auxiliaire v définie par v, = % pour n > 0.

Reconnaitre la suite v. En déduire ’expression de u,, en fonction de n.

Pour trouver quel type de suite remarquable est (v,),en, on cherche un lien entre v, 1 et v,

e Up41 2u, + 3" e
pour n € N, par définition v, = Py donc v, = B TTE par définition de (u,)nen
2u,, 3" 2 wu, 1 2 1
donetn = g Y g T3 X3 Ty T3ty
donc (v,,)nen €st une suite arithmético-géométrique
on cherche dans un premier temps un point fixe : « = —a + E & la = E Sa=1

3 3 3 3

on introduit alors la suite (v, ),en définie par w,, = v, — 1

soit n € N, par définition w, 11 = v,+1 — 1 donc par définition de (v, )pen :
1 2 2 2 2

n = 5Un __1:_n__:_ n_l = 5 Wn
W1 = 50 —1—3 Un T 3 3(v ) W
donc (wy,)nen est géométrique de raison g,de plus wg = vy — 1 et vozgzodonc wy = —1

2\" 2\"
donc Vn e Nyw, = |z | x(=1)=—{ =
onc Vn w (3) (—=1) (3)

2\" 2\"
or‘v’nEN,vn:wnJrldoncvn:—(5) +1:1—(§)
n 2\" 2m 2"

etVneN,vn:z—n:>un:3"vndoncun:3"[1—(g) ]:3"{1—3—71]:3"—3"x§:3"—2"



Exercice 12 - suite auxiliaire et ordre 2
On définit la suite u par ug =1, uy = 2 et ¥n € N, w0 = Vi X Uy
1. Montrer que la suite est bien définie et que Vn € N, u,, > 0

Il faut procéder par récurrence double ici (que nous n’avons pas vue) : il faut modifier I'initialisation
qui contient alors deux rangs, puis de méme pour I’hérédité, on fait 'hypothése sur deux rangs
consécutifs. Pour n € N, on définit P(n) : « u, est bien défini et u, > 0 »

Initialisation : ug = 1 et u; = 2 donc P(0) et P(1) sont vraies

Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies

alors par hypothése, uw,, > 0 et u,,; > 0 donc wu,,o est bien défini, de plus w,u,+; > 0 donc
\/Unlns1 > V0 car la fonction racine carrée est strictement croissante sur R, i.e. 49 >0

donc P(n + 2) est vraie, d’ou 'hérédité

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. u,, est bien défini et u, > 0

2. Reconnaitre la suite (In(u,)) et expliciter In(u,) puis wu,
1 1
Soit n € N, alors par définition de u, In(u,12) = In(\/u, X tyy1) = In | (u, X un+1)é] =3 In (w, X U,i1)

1
et donc In(u,42) = =(In(u,s1 + In(u,) par propriétés sur le logarithme

2
. . , o, , 1 1
en posant v, = In(u,), on reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 : v, 5 = §Un+1 + évn
, . Y2 . P . 2 1 . . .
on étudie I’équation caractéristique : 2= — 53: 3 = 0 donc le discriminant vaut

1\? 1 1 9 11
A=(-=) —4x([-=)x1==+2=2Z=donc 2> — =z — = admet deux racines :
2 2 4 4 2 2

Ty = = 2—5 et ro =
2 1 ! n 1 !
donc (A, u) € R*,¥n € Nyu, = A . +pl" = A —3 + p

1
or vgp = In(ug) =In(1) =0 et v; = In(uy) = In(2) donc A+ p=0et A (—5) + p=1In(2)

en combinant les deux équations (différence), on trouve 5)\ = —1In(2), soit A = -3 In(2)
2
et donc p = —\ = = 1In(2)
; N
donc Vn € N,v,, = 3 In(2) [1 - <_§) }
: ) erite iy — 231-(-1)'
or v, = In(uy), donc u, = €™ = exp 3 In(2) (1- D) que l'on peut écrire u,, = 23 2



Exercice 13 - suite auxiliaire et arithmétique
U, — 4

On considére la suite définie par u; =1 et Vn € N*, u,, 1 = " 5
L

1. Montrer que la suite est bien définie et que Vn € N*,1 < u,, < 2.

On procéde par récurrence en définissant pour n € N*, I"assertion P(n) : « u, est bien défini et
1<u, <2»

Initialisation : u; est bien défini et u; = 1 donc 1 < u; < 2 donc P(1) est vraie
Hérédité : soit n € N*, on suppose que P(n) est vraie

d’une part comme wu,, < 2, alors u,, —3 < —1 donc u,, — 3 # 0 et donc u, 1 est bien défini
Up—4  u,—3—-1  u,—3 _ 1

Up—3  Up—3 _un—?)_un—?) Uy — 3

on peut écrire

1
Uy — 3

1
or par hypothése de récurrence 1 < u,, < 2 donc —2 < u,, — 3 < —1 donc —5 > > —1 car

1
< 1donc0< —
Up — Up —

< 2s0it 1 < upyq <2, ie. P(n+ 1) est vraie, d’on 'hérédité

. .. 1
la fonction inverse est décroissante sur | — oo, 0[ et donc 5 < - 5 < 1

donc1<1—
Uy —
donc par théoréme de récurrence, Vn € N*, P(n) est vraie, i.e. 1 < u, < 2

1
2. Montrer que la suite de terme général v,, = P— est définie et arithmétique
Up —

(Un)nen= est bien définie car d’aprés la question 2. Vn € N* u,, < 2 et donc u,, — 2 # 0
1

de plus, par définition, v, = = — par définition de (up)nen
Uny1 — 2 2=
d 1 1 Up — 3 U, —2—1 un—2+ -1
ONC Vpyp = —— = = — -
H a2 _ 2 A2 )~ +2 0 —un 2 —Up+ 2 —up 2
donc v, = —1+ =u, — 1

donc (v, )nen+ est arithmétique de raison —1

3. En déduire 'expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

(Un )nen+ est arithmétique de raison —1 donc Vn € N* v, = v; + (n — 1) x (—1)
1 1 1
frd = — = —]_
nw—2 1-2 -1
donc Vn e N v, =—-1—(n—1)=—n

or v =

1 1 1 2n —1
or v, = ——, de fait (comme v, # 0) u, —2 = —— et donc u,, =2 — — = n
Uy — 2 n n n




Exercice 14 - suite auxiliaire et géométrique

On considére la suite définie par ug =2 et Vn € N, u, 1 =

1. Montrer que la suite est bien définie et que Vn

3+ 2u,
U, +4
€ N, u, >0.

ug > 0et Vn € Nyu, > 0 = u,,1 est bien défini et u,,; > 0, donc par récurrence immeédiate,

Vn € N, u,, est bien défini et u,, > 0.

=1<342u,=u,+4 (caru, +4#0) & 2u, —u, =4—-3u, =1

De fait comme ug # 1, on en déduit par récurrence immédiate que Vn € N, u,, # 1

2. Montrer que u,y; = 1 < u, = 1. En déduire que pour tout n,u, # 1.
3+ 2u,
U =1&
e U, +4
Uy —
3. On pose pour tout n € N, v, =

n

. Montrer que la suite (v,)nen est définie et géométrique.

En déduire I'expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

Soit n € N, alors u,, > 0 donc u,, + 3 # 0 et donc v,, est bien défini.

De plus, par définition v, 1 = Z”LI; et d’apres la définition de (uy,)nen :
3+ 2u,, 3+ 2u, 4

oy = unt4d u, + 4 _ up— 1 :lunﬂ—l:}%
3+2un+3 3+ 2u,, + 3u,, + 12 Stup +15  DSupsi +3 5
U, + 4 U, + 4

. . 1
donc (v,)nen est géométrique de raison —

()

5

donc Vn € N, v,

Cup—1 1 A
orvo—u0+3—gdon0Vn€N,vn—<g) = Forl
—1
Reste & revenir a u,, : de v,, = Y on déduit vy, (u, +3) = u, — 1
U,
donc 3v, + 1 = u, — uyv, = un(l — vy)
3up + 1 .

donc u,, = N (possible car Vn € N, v, # 1

3 + 1 n+1

o 5n+1 , L. . 3 + 5)
donc Vn € N, u,, = T que I’on peut aussi écrire u,, = s
o 5n+1



