
ECG 1 - maths appli. Chapitre 5 - dénombrement - 
oe�
ients binomiaux Novembre 2024Ce 
hapitre aborde prin
ipalement deux problèmes de dénombrement (dénombrer signi�e � faire le
ompte des unités 
omposant un ensemble �) :� le nombre de façons d'ordonner un ensemble à n éléments (on parlera de permutation), par exemplesi 3 élèves passent une 
olle 
onsé
utivement, 
ombien existe-t-il d'ordres de passage ?� le nombre de parties (
ombinaisons) à p éléments d'un ensemble à n éléments, par exemple si onveut 
onstituer un groupe de 
olle de 3 élèves au sein d'une 
lasse de 48 élèves, quel est le nombrede possibilités (ou 
ombinaisons, ave
 p = 3 et n = 48 i
i) ?Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� utiliser le vo
abulaire : permutation, 
ombinaison, 
ardinal, 
oe�
ient binomial �� exprimer un 
oe�
ient binomial (dont les 
as parti
uliers) �� re
onnaitre et dénombrer un nombre de 
ombinaisons ou de permutations �� exploiter la formule du triangle de Pas
al pour le 
al
ul de 
oe�
ients binomiaux ou poursimpli�er des expressions �1 Cardinal, permutation et 
ombinaison, dé�nitionsa) Cardinal et permutationDé�nitions : soit E un ensemble �ni,on appelle 
ardinal de l'ensemble E, lenombre d'éléments de E, noté cardE :� si E est non vide, on peut numéroterses éléments de 1 à n (n ∈ N∗),don
 cardE = n� si E est vide (E = ∅),alors cardE = 0On appelle permutation de E � unefaçon d'ordonner tous les éléments de
E �.

Remarque : on admet que 
e n est unique (il ne dé-pend pas de l'ordre dans lequel on numérote).Exemple (
ardinal) : si E = {élèves en maths appli.}alors cardE = 48Exemple (permutations) : Pierrette, Paulette et Ja
-quotte passent su

essivement une 
olle d'anglais.Di�érents ordres de passage, i.e. permutations, sontpossibles :Pierrette, Paulette puis Ja
quotte ou Paulette, Ja
-quotte puis Pierrette ou Paulette, Pierrette puis Ja
-quotte... Pi-Pa-J, J-Pi-Pa, J-Pa-Pisoit 6 permutations ou � ordres possibles �.b) CombinaisonDé�nition : soit E un ensemble�ni de 
ardinal n (n ∈ N) et
p ∈ N tel que p 6 nOn appelle 
ombinaison de
E à p éléments, toute partiede E de 
ardinal pLe nombre de 
ombinaisons de
E à p éléments est noté (

n

p

)et se lit � p parmi n �.

Exemples :
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(

0

0
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= 1

(
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2

)

= 10Pour expli
iter 
e dernier résultat, on peut s'intéresser à l'en-semble {a, b, c, d, e} dont les sous-parties à 2 éléments sont :
a, b

a, c

a, d

a, e

b, c

b, d

b, e

c, d

c, e
d, eOn trouve de même (

5

3

)

= 10 ave
 les 
ombinaisons à 3éléments 
i-dessous.
a, b, c

a, b, d

a, b, e

a, c, d

a, c, e

a, d, e

b, c, d

b, c, e

b, d, e

c, d, e1



Remarque : on peut interpréter (

n

p

)
omme le nombre de 
hemins pourarriver à p su

ès (ou é
he
s) dans uns
héma de Bernoulli (
omportant nexpérien
es).Voir l'exemple 
i-
ontre ave
 troislan
ers d'une piè
e (pile ou fa
e).
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P P P - PPPF - PPFF P - PFPF - PFFF P P - FPPF - FPFF P - FFPF - FFF2 Nombre de permutationsPropriété : le nombre depermutations d'un ensembleà n éléments est n! (n ∈ N) Ave
 l'exemple plus haut, nous avons vu qu'il y a 3! = 6 façonsd'ordonner 3 éléments. De même, dans une 
ourse à trois 
hevaux,vous avez une 
han
e sur 6 d'avoir le tier
é dans l'ordre.On peut voir la propriété de la façon suivante (dans un ensemble à n éléments) :� on a n 
hoix pour l'élément à pla
er en premier,� puis pour 
ha
un de 
es n 
hoix, il y a n− 1 
hoix pour l'élément à pla
er en deuxième,� ... puis 2 
hoix pour l'élément à pla
er en avant-dernier,� puis 1 
hoix pour l'élément à pla
er en dernier.Finalement, le nombre d'options est n× (n− 1)× · · · × 2× 1 = n!Et par ré
urren
e ! Voilà une bonne façon de démontrer la propriété.L'initialisation à 1 (ou 0) est évidente. Si maintenant la propriété est véri�ée pour un rang n quel-
onque, ordonner un ensemble à n+ 1 éléments revient à n+ 1 possibilités pour le premier élément,puis à ordonner n éléments ensuite. Don
 n! possibilités pour 
ha
une des n + 1 possibilités pour lepremier 
hoix : (n+ 1)× n! = (n+ 1)!3 Propriétés des 
ombinaisonsPropriétés : soient n et p deux entiers natu-rels� si p > n alors (n
p

)

= 0� (

n

1

)

= n et ( n

n− 1

)

= n� (

n

0

)

= 1 et (n
n

)

= 1� si 0 6 p 6 n alors (n
p

)

=

(

n

n− p

)Dé�nition :
(

n

p

) est appelé 
oe�
ient binomial

Exemples et interprétations :� on ne peut 
onstituer une partie à 15 éléments dansun ensemble à 10 éléments� 
hoisir un élément parmi n est la même 
hose qued'en 
hoisir n−1 (i.e. en ex
lure 1) : il y a n 
hoix.� il n'y a qu'une seule façon de ne prendre au
un élé-ment, 
'est l'ensemble vide. De même pour 
onsti-tuer une partie à n éléments, une seule possibilité :prendre tous les élements.� 
f. plus haut (

5

2

)

=

(

5

3

), pour 
haque partie àdeux éléments, il existe une unique partie 
omplé-mentaire à 3 éléments. Don
 
hoisir n− p parmi nrevient à 
hoisir les p éléments que l'on ex
lut.� Démonstration � (ensembliste) pour la dernière :Choisir une 
ombinaison à p éléments parmi n revient à 
hoisir les n − p éléments dans l'ensemble
omplémentaire.Autrement dit, pour 
haque 
ombinaison à p éléments de E, 
orrespond une et une seule 
ombinaisonà n−p éléments de E (et toutes 
es 
ombinaisons à n−p éléments de E sont distin
tes deux à deux).2



Propriété - triangle de Pas
al : pour tous en-tiers naturels n et p tels que 0 6 p 6 n :
(

n

p

)

+

(

n

p + 1

)

=

(

n + 1

p+ 1

)

Cette formule nous permet de 
al
uler les 
oe�
ientsbinomiaux de manière itérative,par exemple, (6
3

)

=

(

5

2

)

+

(

5

3

)

= 10 + 10 = 20� Démonstration � (ensembliste) :Un ensemble à n+1 éléments peut se voir 
omme la réunion d'un élément de l'ensemble (peu importelequel) et d'un ensemble à n éléments.Les 
ombinaisons à p + 1 éléments de l'ensemble à n + 1 éléments peuvent être 
lassées en deux
atégories :� 
elles qui 
ontiennent l'élément isolé : il y en a (

n

p

)� et 
elles qui ne le 
ontiennent pas il y en a (

n

p+ 1

) } d'où (

n + 1

p+ 1

)

=

(

n

p

)

+

(

n

p + 1

)

Propriété : pour tous entiers naturels n et ptels que 0 6 p 6 n :
(

n

p

)

=
n!

p!(n− p)!Démonstration en exer
i
e.
Exemples :(5

2

)

=
5!

2!3!
=

5× 4

2
= 10

(

6

3

)

=
6!

3!3!
=

6× 5× 4

6
= 20

(

n

2

)

=
n!

2!(n− 2)!
=

n(n− 1)

2

B Permutations et 
ombinaisons sont deux questions di�érentes. En parti
ulier, l'ordren'est pas pris en 
ompte pour les 
ombinaisons. Par exemple dans l'ensemble à 5 éléments, (a, b, c)est la même 
ombinaison que (c, a, b).4 Triangle de Pas
alLa formule de Pas
al nous donne un moyen (un algorithme) pour 
al
uler des 
oe�
ients binomiauxà partir des � pré
édents �.Par exemple : (4
2

)

=

(

3

1

)

+

(

3

2

)

= 3 + 3 = 6Triangle de Pas
al
n�p 0 1 2 3 4 5 6
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

on remarque les 1 sur la première 
olonne et la dia-gonale, ainsi que la symétrie à 
haque ligne ;mais aussi la suite des entiers sur la deuxième 
olonneet la deuxième diagonale ;et en�n la somme des entiers sur la troisième 
olonneet la troisième diagonale.Pourquoi des 
oe�
ients � binomiaux � ? Vers la formule du bin�me de NewtonSi a et b sont deux nombres réels (un bin�me en fait) alors (a+ b)0 = 1

(a + b)1 = 1a + 1b =

(

1

0

)

a+

(

1

1

)

b (a+ b)2 = 1a2 + 2ab+ 1b2 =

(

2

0

)

a2 +

(

2

1

)

ab +

(

2

2

)

b2

(a + b)3 = 1a3 + 3a2b+ 3ab2 + 1b3 =

(

3

0

)

a3 +

(

3

1

)

a2b+

(

3

2

)

ab2 +

(

3

3

)

b3On étendra plus tard 
es formules ave
 un entier naturel n quel
onque.3



Une autre situation de dénombrementIl s'agit de la répétition d'une même expérien
e ou épreuve, un 
ertain nombres de fois.Cette situation ne porte pas de nom parti
ulier (
ontrairement aux � permutations � ou � 
ombinai-sons �), mais nous la ren
ontrerons fréquemment en probabilités.Exemples1. On répète le lan
er d'une piè
e, � pile � (P) ou � fa
e � (F) :� après 1 lan
er, il y a 2 tirages possibles : P ou F ;� après 2 lan
ers, il y a 22 = 4 tirages possibles : PP, PF, FP ou FF ;� après 3 lan
ers, il y a 23 = 8 tirages possibles : PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, ouFFF ;...� après n lan
er, il y a 2n tirages possibles.2. Un sa
 
ontient les lettres A,B,C,D et E, on pio
he 10 fois de suite une lettre, ave
 remise.Combien de mots peut-on former ?A 
haque tirage, on a 5 possibilités, don
 par exemple au bout de 2 tirages, on peut former
52 = 25 mots, puis au bout de 10 tirages, on peut en former 510 = 9 765 625On représente souvent 
es situations par un arbre

A A ABCDEBCDEBCDEPlan de travailNotion Exer
i
es a minima Mais aussiDénombrer sur des 
as 
on
rets 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8 6Démonstrations ensemblistes 9.(1 et 2), 11.(1, 2 et 3) 9.(3 et 4), 10, 11.4Cal
uls ave
 
oe�
ients binomiaux 12, 13Exer
i
es plus théoriques 14, 17.1 15, 16, 17.(2 et 3)4


