
ECG 1 - mathématiques appliquées Devoir en temps libre n°3 Pour le 8 novembre 2024Corrigé Total sur 28,5 pointsExerie 1 - éhau�ement 4 pointsCaluler les sommes suivantes :a) 13
∑

i=−11

(4− 7i) =

13
∑

i=−11

4 +

13
∑

i=−11

(−7i) =

13
∑

i=−11

4− 7

13
∑

i=−11

i par linéarité (deux fois) 1,5 pointsor 13
∑

i=−11

4 = (13− (−11) + 1)× 4 = 25× 4 = 100par ailleurs 13
∑

i=−11

i =
−1
∑

i=−11

i+
11
∑

i=1

i+
13
∑

i=12

i (par relation de Chasles et en enlevant le i = 0)don 13
∑

i=−11

i =

13
∑

i=12

i = 12 + 13 = 25 ar −1
∑

i=−11

i = −
11
∑

i=1

i�nalement 13
∑

i=−11

(4− 7i) = 100− 7× 25 = 100− 175 = −75b) n
∑

k=1

(−1)k+1

32k
=

n
∑

k=1

(−1)× (−1)k

(32)k
= −

n
∑

k=1

(

−1

9

)k 1,5 pointsnous sommes alors ramenés à une somme géométrique :
n
∑

k=1

(

−1

9

)k

=
−1

9
−
(

−1

9

)n+1

1−
(

−1

9

) =
−1

9
−
(

−1

9

)n+1

10

9

=
9

10

(

−1

9
−
(

−1

9

)n+1
)

= − 1

10

(

1 +
(−1)n+1

9n

)�nalement n
∑

k=1

(−1)k+1

32k
=

1

10

(

1 +
(−1)n+1

9n

)

=
1

10

(

1− (−1)n

9n

)

=
1

10

(

1−
(

−1

9

)n)) n
∑

k=1

(

ek − ek+1
) 1 pointon reonnait une somme télésopique et en posant ak = ek, on a alors ak+1 = ek+1 et don

n
∑

k=1

(

ek − ek+1
)

=

n
∑

k=1

(ak − ak+1) = a1 − an+1 d'après le ours, don n
∑

k=1

(

ek − ek+1
)

= e− en+1Exerie 2 4 pointsPour n ∈ N, ave n > 2, on dé�nit Pn =
n
∏

k=2

(

1− 1

k

)1. Caluler P2, P3, P4 et P5 1 pointPar dé�nition, P2 = 1− 1

2
=

1

2
P3 =

(

1− 1

2

)(

1− 1

3

)

= P2 ×
2

3
=

1

3de même P4 = P3 ×
(

1− 1

4

)

=
1

3
× 3

4
=

1

4
et P5 = P4 ×

(

1− 1

5

)

=
1

4
× 4

5
=

1

52. Ave Python, érire une fontion qui prend en entrée un entier n etrenvoie Pn 1,5 pointsOption 1 : en partant de 1

2
, on alule tous les termes suivants duproduit et on omplète le produit au fur et à mesure. def P(n):

p =1/2

for i in range (3,n+1) :

p=p *(1 -1/ i)

return p



Option 2 : en remarquant que Pn = Pn−1 ×
(

1− 1

n

), on dé�nitla fontion de manière réursive (i.e. elle s'appelle elle-même).Attention, il est indispensable de mettre un � point d'arrêt �dans e as. def P2(n):

if n==2 :

return 1/2

else :

return P2(n -1) *(1 -1/ n)3. Pour n > 2, émettre une onjeture sur la valeur de Pn, puis la démontrer par réurrene.Comme le laisse présager la question 1., Pn =
1

n
1,5 pointspour n ∈ N, et n > 2, on dé�nit alors l'assertion A(n) : Pn =

1

nInitialisation : pour n = 2 ii et A(2) est vraie d'après 1.Hérédité : pour un entier n, n > 2, supposons A(n) vraiepar dé�nition Pn+1 =
n+1
∏

k=2

(

1− 1

k

)

=

[

n
∏

k=2

(

1− 1

k

)

]

×
(

1− 1

n + 1

) (par relation de Chasles)or par hypothèse de réurrene :
n
∏

k=2

(

1− 1

k

)

= Pn =
1

n
don Pn+1 =

1

n

(

1− 1

n+ 1

)

=
1

n

(

n+ 1

n+ 1
− 1

n + 1

)

=
1

n
× n

n+ 1
=

1

n + 1i.e. A(n+ 1) est vraie, don par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, A(n) est vraie.Nota bene : on peut également le démontrer ave un produit télesopique en érivant 1− 1

k
=

k − 1

kExerie 3 - suites à expliiter 4 pointsDonner les formules expliites des suites suivantes :1. (un)n∈N dé�nie par u0 = −5 et ∀n ∈ N, un+1 = 4un + 3 1,5 pointsOn reonnait une suite arithmétio-géométrique, on va ommener par herher le point �xe de lafontion a�ne assoiée (f(x) = 4x+ 3) : α = 4α+ 3 ⇔ 3α = −3 ⇔ α = −1On dé�nit ensuite la suite (vn)n∈N par vn = un − α = un + 1 et on montre qu'elle est géométrique.En e�et : ∀n ∈ N, vn+1 = un+1 + 1 = 4un + 3 + 1 = 4un + 4 = 4(un + 1) = 4vn
(vn)n∈N est don géométrique de raison 4de fait, ∀n ∈ N, vn = qnv0 = 4n × (−4) = −4n+1 et don ∀n ∈ N, un = vn − 1 = −4n+1 − 12. (vn)n∈N dé�nie par v0 = 0, v1 = 1 et ∀n ∈ N, vn+2 =

1

2
(vn+1 + vn) 2,5 pointsOn reonnait une suite réurrente linéaire d'ordre 2 dont l'équation aratéristique est :

x2 − x

2
− 1

2
= 0 dont 1 est une solution évidente et on en déduit que −1

2
est l'autrede fait, ∃(λ, µ) ∈ R

2, ∀n ∈ N, vn = λ

(

−1

2

)n

+ µ1n = λ

(

−1

2

)n

+ µor v0 = 0 et v1 = 1 don 




0 = λ+ µ

1 = λ

(

−1

2

)

+ µ
⇔







0 = λ+ µ

1 = −λ
3

2

⇔











λ = −2

3

µ =
2

3don ∀n ∈ N, vn = −2

3
×
(

−1

2

)n

+
2

3
=

2

3

(

1−
(

−1

2

)n)Exerie 4 - suite et somme 7,5 pointsLa suite (un)n∈N est dé�nie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = 2un + n− 11. a) Montrer que ∀n ∈ N, un > 1 1,5 pointsOn peut étudier les premiers termes de la suite : u1 = 1, u2 = 2, u3 = 5, e qui permet dedeviner que la suite est roissante. Pour démontrer orretement la propriété, on peut le faire2



par réurrene en dé�nissant pour n ∈ N, l'assertion P (n) : un > 1Initialisation : u0 = 1 don P (0) est vraie.Hérédité : pour n ∈ N, supposons P (n) vraie'est-à-dire un > 1 et don 2un > 2 ; de plus n > 0 don n− 1 > −1don 2un + n− 1 > 2− 1, soit un+1 > 1 e qui signi�e que P (n+ 1) est vraie.Don par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.b) En déduire que ∀n ∈ N, un > n 1 pointSoit n ∈ N, par dé�nition, un+1 = 2un + n− 1or d'après 1.a) un > 1, don un+1 > 2× 1 + n− 1, 'est-à-dire un+1 > n + 1�nalement ∀n ∈ N, un+1 > n+ 1, et e ∀n ∈ N, autrement dit ∀n ∈ N
∗, un > nomme 'est également le as pour u0(> 0), alors ∀n ∈ N, un > n2. Montrer que ∀n ∈ N, un = 2n − n 1,5 pointsOn ne hange pas une équipe qui gagne ! Enore une réurrene.De même on peut dé�nir pour n ∈ N, l'assertion Q(n) : un = 2n − nInitialisation : u0 = 1 = 20 − 0 et don Q(0) est vraie.Hérédité : pour n ∈ N, supposons Q(n) vraiepar dé�nition, un+1 = 2un+n−1, don ave l'hypothèse de réurrene un+1 = 2× (2n−n)+n−1soit un+1 = 2n+1 − 2n+ n− 1 = 2n+1 − (n+ 1), e qui valide Q(n + 1)don par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie.3. Montrer que ∀n ∈ N,

un+1 − 1

2n
=

un − 1

2n−1
+

n

2n
1,5 pointsSoit n ∈ N, omme 2n 6= 0,

un+1 − 1

2n
=

un − 1

2n−1
+

n

2n
⇔ 2n × un+1 − 1

2n
= 2n ×

[

un − 1

2n−1
+

n

2n

]

⇔ un+1 − 1 = 2(un − 1) + ne qui équivaut à un+1 = 2un − 2 + 1 + n = 2un + n− 1ette dernière égalité étant vraie ('est la dé�nition de la suite), elle de départ l'est don aussi.4. En déduire que pour tout n ∈ N
∗,

n−1
∑

k=0

k

2k
= 2− n + 1

2n−1
2 pointsD'après l'égalité préédente (valable pour tout k > 0),

n−1
∑

k=0

k

2k
=

n−1
∑

k=0

[

uk+1 − 1

2k
− uk − 1

2k−1

]On voit que la partie de droite est une somme télesopique, pour bien s'en onvainre, on pose
ak =

uk − 1

2k−1
, on a alors ak+1 =

uk+1 − 1

2kdon n−1
∑

k=0

[

uk+1 − 1

2k
− uk − 1

2k−1

]

=

n−1
∑

k=0

(ak+1 − ak) = an − a0 =
un − 1

2n−1
− u0 − 1

20−1
par télesopageor u0 = 1 don n−1

∑

k=0

k

2k
=

un − 1

2n−1et un = 2n − n don n−1
∑

k=0

k

2k
=

2n − n− 1

2n−1
=

2n

2n−1
− n+ 1

2n−1
= 2− n + 1

2n−1Exerie 5 9 pointsSoit u la suite dé�nie par u0 = 2 et ∀n ∈ N, un+1 =
√
1 + un1. a) Ave Python, érire un programme qui alule les 100 premierstermes de la suite u 1 pointComme la dé�nition de la suite est réursive, on alule les termesprogressivement (on importe numpy pour la raine arrée) : import numpy as np

u=2

for i in range (1 ,100) :

u=np.sqrt (1+ u)

print (u)3



b) Caluler u1, puis émettre une onjeture sur le sens de variations de la suite u et le démontrerpar réurrene. 2 pointsPar dé�nition de la suite u1 =
√
1 + u0 =

√
1 + 2 =

√
3, don u1 6 u0 (ar 3 6 4 ⇒

√
3 6√

4 = 2), on pressent don que la suite est déroissantepour n ∈ N, on dé�nit alors P (n) : un+1 6 unInitialisation : omme nous venons de le voir u1 6 u0 don P (0) est vraie.Hérédité : pour n ∈ N, supposons P (n) vraie.'est-à-dire un+1 6 un don 1 + un+1 6 1 + unet don √1 + un+1 6
√
1 + un (par roissane de la raine arrée) i.e. un+2 6 un+1e qui signi�e que P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.2. Pour x ∈ R+, on dé�nit la fontion f par f(x) = √

1 + xa) Ave Python, dé�nir la fontion f puis la représenter sur l'intervalle [0, 4] 1,5 pointsAve np.linspace on dé�nit une liste de 100 absissesentre 0 et 4, puis on alule les images et on représenteave les ommandes lassiques (ave la fontion f dé�nieau préalable). import numpy as np

def f(x):

return np. sqrt(x+1)

import matplotlib . pyplot as plt

x=np. linspace (0, 4, 100)

y=f(x)

plt .plot(x,y)

plt .show ()b) Montrer que ∀n ∈ N, 0 6 un 6 2 1,5 pointsPar réurrene enore ! pour n ∈ N, on dé�nit alors P (n) : 0 6 un 6 2Initialisation : u0 = 2 don P (0) est vraie.Hérédité : pour n ∈ N, supposons P (n) vraiedon par hypothèse 0 6 un 6 2 don 1 6 un + 1 6 3 et don √
1 6

√
1 + un 6

√
3 (parroissane de la raine arrée) soit 1 6 un+1 6

√
3et a fortiori 0 6 un+1 6 2, i.e. P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.) Résoudre l'inéquation f(x)− x 6 0 2 points

f est dé�nie sur R+,, on va don herher les solutions dans R+ (on peut d'ailleurs remarquerqu'il n'y a pas d'autre hoix : ar si x est solution alors x > f(x) ⇒ x > 0 puisque f(x) > 0)alors pour x ∈ R+, f(x)− x 6 0 ⇔ f(x) 6 x ⇔
√
x+ 1 6 x ⇔ x+ 1 6 x2l'équivalene est bien véri�ée ii ar x + 1 6 x2 ⇒

√
x+ 1 6

√
x2 ⇒

√
x+ 1 6 |x| i.e.√

x+ 1 6 x ar x > 0�nalement f(x)− x 6 0 ⇔ x2 − x− 1 > 0nous sommes don ramenés à l'étude du trin�me x2 − x − 1 qui a pour disriminant ∆ =

(−1)2 − 4 × 1 × (−1) = 5 et don pour raines x1 =
1−

√
5

2
et x2 =

1 +
√
5

2
, don le trin�meest positif à l'extérieur des raines et don, sur R+, f(x)− x 6 0 ⇔ x ∈

[

1 +
√
5

2
,+∞

[

d) On admet que ∀n ∈ N,
1 +

√
5

2
6 un 6 2A l'aide des deux questions préédentes, retrouver le sens de variations de la suite u 1 pointD'après 2.), ∀x >

1 +
√
5

2
, f(x)− x 6 0 ; de plus on admet que ∀n ∈ N,

1 +
√
5

2
6 un 6 2don ∀n ∈ N, f(un)− un 6 0et par dé�nition f(un) = un+1 don ∀n ∈ N, un+1 − un 6 0, i.e. u est déroissante.

4


