
ECG 1 - mathématiques appliquées Chapitre 6 - polyn�mes Novembre 2024Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� 
e que signi�e polyn�me, degré, ra
ine. �� utiliser les propriétés sur les degrés des polyn�mes �� faire le lien entre ra
ine et fa
torisation d'un polyn�me �� qu'un polyn�me de degré n ayant n+ 1 ra
ines (ou plus) est le polyn�me nul �� toujours tout sur les trin�mes du se
ond degré �� re
onnaitre un 
as d'utilisation de la formule du bin�me de Newton �1 Généralités sur les polyn�mes1.1 Dé�nitionsDé�nitions :� on appelle polyn�me (ou fon
tion polyno-miale) une fon
tion dé�nie sur R par :
P (x) =

n
∑

k=0

akx
k

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . .+ anx
noù n ∈ N et a0, a1, . . . an sont des réels, appe-lés 
oe�
ients du polyn�me P� l'ensemble des polyn�mes (à 
oe�
ients réels)est noté R[x]� le polyn�me dont tous les 
oe�
ients sontnuls est appelé le polyn�me nul.� a0 est appelé le 
oe�
ient 
onstant du po-lyn�me P

Remarques :� le polyn�me nul est la fon
tion identiquementnulle, dé�nie par (si on la note P ) :
∀x ∈ R, P (x) = 0� pour dire que P est un polyn�me, on pourraé
rire : P ∈ R[x]. Cette notation résume lesdeux aspe
ts essentiels du polyn�me : des 
o-e�
ients dans R et des puissan
es de x ou XOn ren
ontrera la notation P =

n
∑

k=0

akX
kou P = a0 + a1X + a2X

2 + . . . + anX
n quiillustre 
es deux aspe
ts.� si P est un polyn�me de 
oe�
ients

a0, a1, . . . , an, alors P (0) = a0Exemples : les fon
tions suivantes sont-elles des polyn�mes ?1. f(x) = 1− 2x3 + 5x4 ⊠ oui � non2. g(x) = −3 + 2x− 5x2 + 6x3 − 742x7 ⊠ oui � non3. les fon
tions 
onstantes ⊠ oui � non4. h(x) = 3 + 2x− 51x
√
x � oui ⊠ non5. P (x) = 4 + 2x− 6x2 + x5/2 − xα � oui ⊠ nonPropriétés ExemplesLes fon
tions polynomiales sont dé�nies,
ontinues et dérivables sur R soit P dé�ni par P (x) = 2− x+ 4x2 − x3 + 2x5alors P ′(x) = −1 + 8x− 3x2 + 10x4soit P et Q deux polyn�mes, etsoit λ un réel, alors

λP , P +Q et PQ sont des polyn�mes. soit P et Q dé�nis par :
P (x) = x2 + x+ 1 et
Q(x) = x3 − x+ 2 alors
(−5Q)(x) = −5x3 + 5x− 10

(P +Q)(x) = x3 + x2 + 3

(PQ)(x) = (x2 + x+ 1)(x3 − x+ 2)
(PQ)(x) = x5 − x3 + 2x2 + x4 − x2 + 2x+ x3 − x+ 2
(PQ)(x) = x5 + x4 + x2 + x+ 21



1.2 Degré d'un polyn�meDé�nitions : soit un polyn�me
P : x 7→ a0 + a1x+ . . .+ anx

n� si an 6= 0, an est appelé le 
oe�
ientdominant du polyn�me P� si an 6= 0, l'entier n est appelé le de-gré du polyn�me P . On note alors
deg(P ) = nPropriété : deux polyn�mes P et Qsont égaux si et seulement si ils ont lesmêmes 
oe�
ients (et de fait le mêmedegré).Corollaire : deux polyn�mes de degrésdi�érents ne peuvent pas être égaux.

1. les trin�mes sont des polyn�mes de degré 2.En e�et, pour T une fon
tion trin�me,on a T (x) = ax2 + bx + c, ave
 a 6= 0. a est le
oe�
ient dominant du polyn�me T2. Le polyn�me P dé�ni par :
P (x) = 54 − 2x + 4x5 − 112x9 est de degré 9, son
oe�
ient dominant vaut −1123. Le polyn�me P dé�ni par P (x) = 6 est de degré
0 (P est une fon
tion 
onstante, P n'a qu'un seul
oe�
ient, a0 = 6).4. On ne peut pas dé�nir ainsi le degré du poly-n�me nul puisque tous ses 
oe�
ients sont nuls.Par 
onvention, on pose que son degré égale −∞Propriété : soit P et Q deux polyn�mesnon nuls, et λ un réel non nul, alors� deg(λP ) = deg(P )� deg(P +Q) 6 max(deg(P ), deg(Q))� deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q)

soit P et Q dé�nis par :
P (x) = x2 + x+ 1 et Q(x) = x3 − x+ 2

deg(−5Q) = deg(Q) = 3 deg(P +Q)6 3
deg(PQ) = deg P + degQ = 5Obtient-on le même résultat qu'ave
 les 
al
uls plushaut ? OuiContre-exemple : deg(P + Q) = max(deg(P ), deg(Q))n'est pas vraie, en e�et les 
oe�
ients dominantspeuvent s'annuler, par exemple ave

P (x) = x3 + x2 + x+ 1 et Q(x) = −x3Propriété : soit P un polyn�me de degré

n ave
 n > 1, alors P ′ est un polyn�me,de degré n− 1
1. si P est dé�ni par P (x) = −5+

√
2x+ln(3)x4−2x6,alors deg(P ) = 6 don
 deg(P ′) = 5En e�et P ′(x) =

√
2 + 4 ln(3)x3 − 12x52. si P est dé�ni par P (x) = −103, alors

deg(P ) = 0, P ′ = 0 et deg(P ′) = −∞3. soit P tel que P (x) = a + bx + cx2 + dx3, et Q telque Q(x) = −1 + 3x+ 21x2a. à quelle 
ondition (sur a, b, c, d) a-t-on P ′ = Q ?
b = −1 c = 1, 5 d = 7b. quel est l'unique polyn�me P (de degré 3) telque P ′ = Q et P (0) =

√
3 ? a =

√
3Notation : on note Rn[x] (n ∈ N) l'en-semble des polyn�mes (à 
oef. réels), dedegré inférieur ou égal à n

1. si P est dé�ni par P (x) = −2

5
x+ 1, alors

P ∈ R1[x], mais aussi P ∈ R2[x], P ∈ R3[x]...2. par 
onvention le polyn�me nul est élément de
Rn[x], quel que soit n ∈ N3. dans R0[x], il y a tous les polyn�mes de degré 0 (quisont les fon
tions 
onstantes ave
 la 
onstante nonnulle), et le polyn�me nul.2



2 Ra
ines d'un polyn�meDé�nition : on dit qu'un réel α estune ra
ine d'un polyn�me P lorsque
P (α) = 0

Exemples :1. soit P dé�ni par P (x) = (x − 1)

(

x+
1

2

)

(x + 2)alors 1;−0, 5 et − 2 sont des ra
ines de P2. soit P dé�ni par P (x) = x2 + 2x + 3 alors P n'apas de ra
ines (∆ > 0)3. soit P dé�ni par P (x) = x3−2x+1 alors 1 est unera
ine évidente de P4. soit P dé�ni par P (x) = x4 + 5 alors P n'a pas dera
ine 
ar pour tout x réel, P (x) > 5 > 0Théorème : soit P un polyn�me de de-gré n ave
 n > 1, et α un réel.Si α est une ra
ine de P , alors on peutfa
toriser P par (x−α), i.e. il existe unpolyn�me Q tel que :
∀x ∈ R, P (x) = (x− α)Q(x)Corollaire :lorsque α est une ra
ine de P alors lepolyn�me Q du théorème est unique etson degré vaut n− 1

Exemples :1. Soit P dé�ni par : P (x) = 3x3 + 10x2 − 3x− 10a. Véri�er que 1 est une ra
ine évidente de P

P (1) = 3× 13 + 10× 12 − 3× 1− 10 = 0b. Trouver le polyn�me Q tel que :
∀x ∈ R, P (x) = (x− 1)Q(x)
Q est de degré 2, Q(x) = ax2 + bx+ cdon
 P (x) = ax3 + bx2 + cx− ax2 − bx− c

Q(x) = 3x2 + 13x+ 10
. E
rire P sous forme fa
torisée
Q admet deux ra
ines : −1 et −10

3
don


P (x) = 3(x− 1)(x+ 1)

(

x− 10

3

)2. Soit P dé�ni par P (x) = x2 + 1
P peut-il s'é
rire sous forme fa
torisée ? Non 
ar
∀x ∈ R, P (x) > 0, don
 P n'a pas de ra
ine.3. Soit P dé�ni par P (x) = x3 − 2x2 + 4x
P peut-il s'é
rire P (x) = a(x−α1)(x−α2)(x−α3) ?Non 
ar : ∀x ∈ R, P (x) = xQ(x), ave
 Q(x) =
x2 − 2x+ 4, et le polyn�me Q n'a pas de ra
ine.Théorème : soit P dé�ni par

P (x) =

n
∑

k=0

akx
k, de degré n,ave
 n > 1, alors :� P a au plus n ra
ines distin
tes.� Si P a exa
tement n ra
inesdistin
tes : α1, α2, . . . , αn, alors Ps'é
rit sous forme fa
torisée :

P (x) = an(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn)

Remarque : 
'est une 
onséquen
e dire
te du théorèmepré
édent et du degré du produit.Exemple et 
ontre-exemple :soit P dé�ni par P (x) = x5 − 2x3 + x

deg(P ) = 5, pourtant P n'a que trois ra
ines distin
tes.en e�et P (x) = x(x4 − 2x2 + 1) = x(x2 − 1)2don
 P (x) = x(x− 1)2(x+ 1)2 (forme fa
torisée).
B Admettre une forme fa
torisée ne veut don
 pas direavoir n ra
ines distin
tes.Un polyn�me de Rn[x] ayant au moins n+ 1 ra
ines est for
ément le polyn�me nul.3



3 Jouons un peu ave
 les polyn�mes3.1 Division eu
lidienneDe même que pour tout 
ouple d'entiers n et d, il existe un unique 
ouple d'entiers q et r tels que :
n = d× q + r et 0 6 r < dpour tout 
ouple de polyn�mes A et B de R[x], il existe un unique 
ouple de polyn�mes Q et Rde R[x] tels que

A = B ×Q+R et 0 6 deg(R) < deg(B)Comme pour les entiers, Q s'appelle le quotient et R le reste (de la division eu
lidienne).Rappels : pour les entiers, 
ela revient à trouver 
e qu'il reste après partage équitable.Par exemple si on veut partager équitablement 30 billes entre 7 enfants, 
ha
un aura 4 billes et il enrestera 2 : 30 = 7× 4 + 2Méthode ave
 les polyn�mes :déterminer le reste et le quotient de la division eu
lidienne de A(x) = 2x3+x2−5x+5 parB(x) = x2−21. on détermine le degré du quotient et du reste, i
i 
e sera for
ément 1 et au plus 12. on pose Q(x) = ax+ b et R(x) = cx+ d (ils sont uniques) puis on identi�e les 
oe�
ients :
A(x) = B(x)×Q(x)+R(x) ⇔ A(x) = (x2− 2)(ax+ b)+ cx+ d = ax3+ bx2 − 2ax− 2b+ cx+ d

⇔ A(x) = ax3 + bx2 + (c− 2a)x− 2b+ d ⇔ a = 2 b = 1 c− 2a = −5 d− 2b = 5
⇔ a = 2 b = 1 c = −1 d = 7don
 A(x) = (x2 − 2)(2x+ 1)− x+ 7Remarques :� le reste peut être le polyn�me nul (son degré vaut alors −∞), 
e qui revient à une fa
torisation.� 
omme beau
oup de méthodes, on peut en faire un algorithme et utiliser un programme pourdéterminer quotient et reste.3.2 Bin�me de Newton (pas réservée aux polyn�mes)Comme nous l'avons vu en dénombrement, les identités remarquables (étendues aux puissan
es su-périeures) font apparaitre des nombres de 
ombinaisons (d'où le terme de 
oe�
ient binomial).Cela se généralise ave
 la formule suivante.Propriété - formule du bin�me de Newton :pour tout entier naturel n et pour tous réels a et b :

(a+ b)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k =

n
∑

k=0

(

n

k

)

an−kbkExemples : (a+ b)4 =
4

∑

k=0

(

4

k

)

akb4−k =

(

4

0

)

a0b4 +

(

4

1

)

a1b3 +

(

4

2

)

a2b2 +

(

4

3

)

a3b1 +

(

4

4

)

a4b0don
 (a + b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4a3b+ a4

(1 + x)2 = 1 + 2x+ x2

(1 + x)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

1n−kxk =

n
∑

k=0

(

n

k

)

xk

(1 + 1)n =
n

∑

k=0

(

n

k

)

1n−k1k =
n

∑

k=0

(

n

k

)

n
∑

k=0

(

n

k

)

=

n
∑

k=0

(

n

k

)

1n−k1k = (1 + 1)n = 2n

(1 + x)3 = 1 + 3x+ 3x2 + x3

(1− x)n =
n

∑

k=0

(

n

k

)

1n−k(−x)k =
n

∑

k=0

(

n

k

)

(−1)kxk

(2 + x)12 =
12
∑

k=0

(

12

k

)

212−kxk

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

=

n
∑

k=0

(

n

k

)

1n−k(−1)k = (1− 1)n = 04


