
Ly
ée La Pérouse - Keri
hen - ECG 1 - maths appli. Mathématiques D.S. n°2 - 16 novembre 2024Corrigé total sur 62 pointsExer
i
e 1 - vrai ou faux 5 points - 0,5 point par questionIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.Pour 
et exer
i
e (seulement), vous n'avez pas besoin de justi�er. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.a) ∀x ∈ R, e−x
> 0Vrai le résultat de l'exponentielle est toujours positif.b) x2 = y2 ⇒ x = yFaux, par exemple (−10)2 = 102 mais −10 6= 10
) |xn| = |x|nVrai, 
f. 
oursd) si ∀n ∈ N, un = an+ b (ave
 a et b réels),alors (un)n∈N est une suite arithmétiqueVrai, on trouve alors

un+1 = a(n + 1) + n = an + b + a = un + a, 
e qui
orrespond à la dé�nition d'une suite arithmétique.e) n
∑

k=1

ak

bk
=

∑n

k=1 ak
∑n

k=1 bkFaux, pour s'en 
onvain
re, on prend
a1 = a2 = b1 = b2 = 1f) n
∑

k=1

(k + 1) =

n−1
∑

k=0

kFaux, on peut tester ave
 n = 2 pour s'en 
onvain
re.

Un 
hangement d'indi
e j = k + 1 donnerait
n
∑

k=1

(k + 1) =

n+1
∑

j=2

jg) 37
∑

k=3

4 = 140Vrai,il su�t de 
ompter le nombre de 4 dans la somme,il y en a 35 don
 37
∑

k=3

4 = 35× 4 = 140h) la fon
tion x 7→
√

x+ x3 est impaireFaux, elle n'est même pas dé�nie sur un intervalle sy-métrique par rapport à 0 (on ne peut 
omparer f(1) à
f(−1)).i) ∀x ∈ R, ⌊−x⌋ = −⌊x⌋Faux, ⌊−0, 5⌋ = −1 et ⌊0, 5⌋ = 0j) (

2024

1

)

= 1Faux, ∀n ∈ N
∗,

(

n

1

)

= n don
 (

2 024

1

)

= 2 024Exer
i
e 2 - questions diverses et indépendantes 9 points1. Traduire mathématiquement les phrases suivantes en utilisant des quanti�
ateurs :a. l'exponentielle de tout réel est stri
tement positive ; 0,5 point
∀x ∈ R, ex > 0b. le 
arré de tout nombre entier est supérieur à lui-même. 0,5 point
∀n ∈ Z, n2

> n2. Résoudre l'inéquation : x2 − 4|x| 6 5 2 points
1er 
as : x > 0 alors |x| = x et l'équation devient x2 − 4x 6 5or x2 − 4x 6 5 ⇔ x2 − 4x− 5 6 0nous sommes ramenés à l'étude du trin�me x2 − 4x− 5 qui admet −1 pour ra
ine évidente et de fait 5 
ommedeuxième ra
ine
omme a > 0, 
e trin�me est négatif entre les ra
ines, i.e. sur [−1; 5], 
omme de plus nous nous sommes pla
ésdans le 
as x > 0, on trouve S1 = [0, 5]

2ème 
as : x < 0 alors |x| = −x et l'équation devient x2 + 4x 6 5or x2 + 4x 6 5 ⇔ x2 + 4x− 5 6 0nous sommes ramenés à l'étude du trin�me x2 + 4x− 5 qui admet 1 pour ra
ine évidente et de fait −5 
ommedeuxième ra
ine
omme a > 0, 
e trin�me est négatif entre les ra
ines, i.e. sur [−5; 1], 
omme de plus nous nous sommes pla
ésdans le 
as x < 0, on trouve S2 = [−5, 0[�nalement S = S1 ∪ S2 = [−5; 5]Remarque : on peut observer d'emblée que si x est solution alors−x l'est aussi (
ar la fon
tion f(x) = x2−4|x|−5est paire), don
 on peut étudier l'inéquation uniquement sur R+ et en déduire les solutions sur R−1



3. Soit n ∈ N
∗, montrer que 2n

∑

k=1

⌊

k

n+ 1

⌋

= n 2 pointsOn peut remarquer dans un premier temps que pour k 6 n, 0 6
k

n+ 1
< 1 et don
 ⌊

k

n+ 1

⌋

= 0de plus pour n+ 1 6 k 6 2n, 1 6
k

n+ 1
6

2n

n+ 1
<

2n+ 2

n+ 1
don
 1 6

k

n+ 1
< 2 et don
 ⌊

k

n+ 1

⌋

= 1en utilisant la relation de Chasles, on trouve 2n
∑

k=1

⌊

k

n+ 1

⌋

=

n
∑

k=1

⌊

k

n+ 1

⌋

+

2n
∑

k=n+1

⌊

k

n+ 1

⌋don
 d'après le travail préparatoire, 2n
∑

k=1

⌊

k

n+ 1

⌋

=

n
∑

k=1

0 +

2n
∑

k=n+1

1or 2n
∑

k=n+1

1 = (2n− (n+ 1) + 1)× 1 = n et �nalement 2n
∑

k=1

⌊

k

n+ 1

⌋

= 0+ n = n4. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = 4un − 6. Donner une expression expli
ite de unOn re
onnait une suite arithméti
o-géométrique, on 
her
he dans un premier temps un point �xe : 2 points
α = 4α− 6 ⇔ 3α = 6 ⇔ α = 2on introduit alors la suite (vn)n∈N dé�nie par vn = un − 2soit n ∈ N, par dé�nition vn+1 = un+1 − 2 don
 par dé�nition de un, vn+1 = 4un − 6− 2don
 vn+1 = 4un − 8 = 4(un − 2) = 4vn don
 (vn)n∈N est géométrique de raison 4don
 ∀n ∈ N, vn = 4nv0, or v0 = u0 − 2 et u0 = 1 don
 v0 = −1 et ∀n ∈ N, vn = (−1)× 4n = −4nor ∀n ∈ N, un = vn + 2 don
 un = 2− 4n5. Soit (vn)n∈N la suite dé�nie par v0 = v1 = 1 et ∀n ∈ N, vn+2 = 3vn+1 − 2vn 2 pointsDonner une expression expli
ite de vnOn re
onnait une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2, on étudie don
 l'équation 
ara
téristique : x2 − 3x+ 2 = 0
x2 − 3x+ 2 admet pour ra
ines (évidentes) 1 et 2 don
 par propriété du 
ours, on sait qu'il existe deux réels λet µ tels que : ∀n ∈ N, vn = λ1n + µ2n = λ+ µ2nor v0 = 1 don
 λ+ µ20 = 1 i.e. λ+ µ = 1 et v1 = 1 don
 λ+ µ21 = 1 i.e. λ+ 2µ = 1en faisant la di�éren
e des deux équations on trouve λ+ 2µ− (λ + µ) = 1− 1 i.e. µ = 0or λ+ µ = 1 don
 λ = 1 et �nalement ∀n ∈ N, vn = 1Exer
i
e 3 3 pointsCharlotte se rend à la 
rêperie et elle a le 
hoix entre 5 ingrédients pour garnir ses 
rêpes : roquefort, tomate, poissonfumé, ÷uf et jambon 
ru.1. Dans un premier temps, Charlotte 
hoisit une 
rêpe ave
 deux ou trois ingrédients, 
ombien de 
hoix peut-ellefaire ? 1,5 pointsPour faire une 
rêpe à deux ingrédients, il faut en 
hoisir deux parmi les 5 proposés,il y a don
 (

5

2

) 
hoix, or (5
2

)

=
5!

2!3!
=

5× 4

2
= 10de même pour une 
rêpe à 3 ingrédients, il y a (

5

3

) 
hoix, or (5
3

)

=

(

5

2

)

= 10, don
 il y a 20 
hoix au total.2. Charlotte prend ensuite une deuxième 
rêpe dans les mêmes 
onditions. Combien de 
hoix de deux 
rêpesCharlotte aura-t-elle pu faire au total ? (on 
onsidère que � une 
rêpe tomate puis une 
rêpe roquefort � est un
hoix di�érent de � une 
rêpe roquefort puis une 
rêpe tomate �). 1,5 pointsOn est dans une situation de tirage ave
 remise : il y a 20 
hoix pour la première 
rêpe et, pour 
ha
un d'eux, ànouveau 20 
hoix pour la deuxième, don
 il y a 202 = 400 � menus � à deux 
rêpes (i.e. une su

ession de deux
rêpes). Comme l'indique l'énon
é, on 
onsidère i
i que les menus � 
rêpe A puis 
rêpe B � et � 
rêpe B puis
rêpe A � sont di�érents.
2



Exer
i
e 4 13 pointsOn dé�nit la suite u par u0 = 5 et ∀n ∈ N, un+1 =
√
un − 3 + 31. Montrer que pour tout n ∈ N, un existe et un > 4 2 pointsOn montre les deux en même temps par ré
urren
e, en dé�nissant pour n ∈ N, l'assertion P (n) : un existe et

un > 4Initialisation : u0 = 5 don
 u0 existe et u0 > 4, don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiealors par hypothèse un > 4 don
 un − 3 > 1 don
 √
un − 3 est bien dé�ni et un+1 existede plus √un − 3 >

√
1 i.e. √un − 3 > 1 
ar la fon
tion ra
ine 
arrée est stri
tement 
roissante sur R+don
 √

un − 3 + 3 > 1 + 3, i.e. un+1 > 4, don
 P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un existe et un > 42. Pour x > 3, on pose f(x) =
√
x− 3 + 3 et g(x) = f(x)− xa. Pour x > 3, 
al
uler g′(x) et en déduire les variations de g(x) 2,5 pointsPré
ision, g n'est pas dérivable en 3 (du fait de la ra
ine), mais 
ela n'empê
he pas d'étudier g sur [3,+∞[Par dé�nition, g(x) = √
x− 3 + 3− x =

√

u(x) + 3− x (ave
 u(x) = x− 3 et don
 u′(x) = 1)don
 ∀x > 3, g′(x) =
u′(x)

2
√

u(x)
− 1 =

1

2
√
x− 3

− 1 =
1− 2

√
x− 3

2
√
x− 3le dénominateur de g′(x) est toujours positif don
 le signe de g′(x) dépend de 1− 2

√
x− 3or 1− 2

√
x− 3 > 0 ⇔ 1 > 2

√
x− 3 ⇔ 1 > 4(x− 3)
ar x− 3 > 0 et les fon
tions 
arré et ra
ine 
arrée sont stri
tement 
roissantes sur R+don
 1− 2

√
x− 3 > 0 ⇔ x− 3 6

1

4
⇔ x 6

13

4
, de même on trouve 1− 2

√
x− 3 6 0 ⇔ x >

13

4on peut don
 établir le tableau de signe de g′(x) et le tableau de variations de g (sa
hant que g(0) = 0)
x

1 − 2
√
x− 3

g′(x)

g

3
13

4
+∞+ 0 -+ 0 -

00

g

(

13

4

)

g

(

13

4

)

on peut éventuellement pré
iser
g

(

13

4

)

=

√

13

4
− 3 + 3− 13

4

=

√

1

4
− 1

4
=

1

2
− 1

4

=
1

4b. Cal
uler g(4) et en déduire le signe de f(x)− x pour x > 3 1,5 points
g(4) =

√
4− 3 + 3− 4 =

√
1− 1 = 0

g(3) = 0, puis g est 
roissante sur [3, 13
4

] et dé
roissante sur [13
4
, 4

] et g(4) = 0, don
 ∀x ∈ [3, 4], g(x) > 0,i.e. f(x)− x > 0 et don
 f(x) > xde manière analogue, g est dé
roissante sur [4,+∞[, don
 ∀x ∈ [4,+∞[, g(x) 6 g(4) i.e. g(x) 6 0 soit
f(x)− x 6 0 et don
 f(x) 6 x3. Montrer que la suite u est dé
roissante. 1 pointD'après 1., ∀n ∈ N, un > 4 et d'après 2.b. x > 4 ⇒ f(x) 6 xdon
 ∀n ∈ N, f(un) 6 un i.e. un+1 6 un don
 la suite u est dé
roissante.4. On introduit la suite v dé�nie par : ∀n ∈ N, vn = ln(un − 3). Montrer que pour tout n ∈ N, vn existe. 0,5 point

vn existe dès lors que le logarithme est bien dé�ni, i.e. un−3 > 0, 
e qui est bien le 
as puisque d'après 1. un > 4et 
e ∀n ∈ N5. Re
onnaitre la suite v et exprimer vn en fon
tion de n 1,5 pointsSoit n ∈ N, par dé�nition de la suite u, un+1 =
√
un − 3 + 3, don
 un+1 − 3 =

√
un − 3on peut appliquer le logarithme de part et d'autre de l'égalité 
ar il s'agit de nombres stri
tement positifsdon
 ln(un+1 − 3) = ln

(√
un − 3

)

= ln
(

(un − 3)
1

2

)

=
1

2
ln(un − 3)don
 vn+1 =

1

2
vn par dé�nition de la suite vdon
 v est une suite géométrique et don
 ∀n ∈ N, vn =

(

1

2

)n

v0 =
ln(2)

2n

ar v0 = ln(u0 − 3) et u0 = 53



6. En déduire l'expression de un en fon
tion de n 1 pointD'après la question pré
édente, ∀n ∈ N, ln(un − 3) =
ln(2)

2n
don
 exp(ln(un − 3)) = exp

(

ln(2)

2n

)don
 un − 3 = exp

(

ln(2)

2n

) et don
 un = 3 + exp

(

ln(2)

2n

)
e que l'on peut aussi é
rire un = 3 + 2
1

2n 
ar ln(2)

2n
=

1

2n
ln(2) = ln

(

2
1

2n

)7. Ave
 Python,a. é
rire un programme qui 
al
ule les 101 premiers termes de la suite (un)n∈N 1,5 pointsEn partant de u0 = 5 et à l'aide d'une bou
le
for, on 
al
ule de manière itérative les valeursde un, en ayant préalablement importé la li-brairie numpy pour avoir a

ès à la ra
ine 
ar-rée : import numpy as np

u=5 # on définit u0

print (u) # pour afficher u0

for n in range (1 ,101) :

u=np.sqrt (u -3) +3 # on calcule le terme suivant

print (u)b. Le programme renvoie 4.4142 ; 4.1892 ; 4.0905 ; 4.0443 ; 4.0219 ; 4.0109 ; 4.0054 ; 4.0027 ; 4.0014 ;

4.0007 ... Emettre une 
onje
ture sur la 
onvergen
e de (un)n∈N 0,5 point
(un)n∈N semble 
onverger vers 4, 
e qui est 
ohérent ave
 plusieurs résultats trouvés pré
édemment : (un)n∈Nest dé
roissante et minorée par 4 (même si 
ela ne garantit pas qu'elle 
onverge vers 4).et dans l'expression de un trouvée au 6. un = 3+exp

(

ln(2)

2n

), on remarque que le 
ontenu de l'exponentielletendra vers 0 (
ar 2n tend vers +∞) et don
 l'exponentielle tendra vers e0 = 1 et de fait un tendra vers
3 + 1 = 4
. En notant ℓ la limite de (un)n∈N, 1 pointdéterminer le rang du premier terme de la suite (un)n∈N tel que |un − ℓ| 6 10−5On utilise i
i une bou
le while et on 
al
ule les termes (de manière itérative, 
omme plus haut) tant que lapré
ision souhaitée n'est pas atteinte, i.e. tant que |un − 4| > 10−5 que l'on peut é
rire un − 4 > 10−5 
arla suite est dé
roissante et tend vers 4 (les termes sont don
 toujours supérieurs ou égaux à la limite).On in
rémente également la valeur de n à 
haquepassage dans la bou
le et on demande d'a�
herla valeur de n à l'issue de la bou
le (qui donne lepremier terme qui ne respe
te pas la 
ondition, 
eque nous 
her
hons). u=5 # on définit u0

n=0 # on créée une variable pour le rang

while u -4 >10**( -5): # ou np.abs (u -4)

u=np.sqrt(u -3) +3 # on calcule le terme suivant

n=n+1 # on met à jour la valeur de n

print (n)Exer
i
e 5 - étude d'une somme 3 pointsPour n ∈ N
∗, on pose Sn =

n
∑

k=1

k × k!1. Montrer que ∀k ∈ N, k × k! = (k + 1)!− k! 1 point
(k + 1)!− k! = (k + 1)× k!− k! = (k + 1− 1)× k! = k × k!2. En déduire l'expression de Sn en fon
tion de n. Véri�er ave
 S3 2 pointsD'après l'égalité pré
édente, Sn =

n
∑

k=1

[(k + 1)!− k!]il s'agit d'une somme téles
opique, en posant ak = k!, on a alors ak+1 = (k + 1)! et don
 Sn =

n
∑

k=1

(ak+1 − ak)et don
 par téles
opage Sn = an+1 − a1 = (n+ 1)!− 1! = (n+ 1)!− 1on peut le véri�er ave
 S3 : d'après la formule que vous venons de démontrer S3 = 4!− 1 = 24− 1 = 23Et en utilisant la dé�nition, S3 =
3

∑

k=1

k × k! = 1× 1! + 2× 2! + 3× 3! = 1 + 4 + 18 = 23, 
'est 
ohérent.
4



Exer
i
e 6 - deux suites et une somme 8 pointsOn étudie les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N dé�nies de la façon suivante :


a0 = 0 et ∀n ∈ N, an+1 = 2an + bn

b0 = 1 et ∀n ∈ N, bn+1 = 2bn1. De quel type est la suite (bn)n∈N ? En déduire une expression de bn en fon
tion de n 0,5 point
(bn)n∈N est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1 don
 ∀n ∈ N, bn = 1× 2n = 2n2. Soit (cn)n∈N la suite dé�nie par cn =

an

2n
, pour tout entier naturel na. Justi�er que (cn)n∈N est arithmétique de raison 1

2
et pré
iser son premier terme. 1,5 pointsPar dé�nition cn+1 =

an+1

2n+1
don
 cn+1 =

2an + bn

2n+1
=

2an
2n+1

+
bn

2n+1
par dé�nition de la suite (an)n∈Nor 2an

2n+1
=

an

2n
= cn et bn = 2n d'après la question pré
édente, don
 bn

2n+1
=

2n

2n+1
=

1

2don
 cn+1 = cn +
1

2
et 
e pour tout entier n, don
 (cn)n∈N est arithmétique de raison 1

2
et par dé�nition

c0 =
a0

20
=

0

1
= 0b. En déduire une expression de cn en fon
tion de n 0,5 pointPar propriété sur les suites arithmétiques, ∀n ∈ N, cn = c0 + n× 1

2
= 0 + n× 1

2
=

n

2
. Déduire des questions pré
édentes que : ∀n ∈ N, an = n2n−1 1 pointPar dé�nition, ∀n ∈ N, cn =
an

2n
don
 an = 2n × cnor cn =

n

2
d'après la question pré
édente, don
 an = 2n × n

2
=

n2n

2
= n2n−13. Appli
ation au 
al
ul d'une sommea. Justi�er que les termes de la suite (an)n∈N véri�ent : ∀k ∈ N, ak = ak+1 − ak − 2k 1 pointPar dé�nition de la suite (an)n∈N, ∀k ∈ N, ak+1 = 2ak + bk = 2ak + 2k 
ar bk = 2kdon
 ak+1 = ak + ak + 2k et don
 ak+1 − ak − 2k = ak d'où l'égalité demandée.b. Montrer qu'on a : ∀n ∈ N,

n
∑

k=0

(ak+1 − ak) = an+1 0,5 point
n
∑

k=0

(ak+1−ak) est une somme téles
opique et d'après la propriété du 
ours n
∑

k=0

(ak+1−ak) = an+1−a0 = an+1
ar a0 = 0
. Pour tout entier naturel n, 
al
uler n
∑

k=0

2k 1 pointIl s'agit d'une somme géométrique et d'après la propriété du 
ours :
n
∑

k=0

2k =
1− 2n+1

1− 2
=

1− 2n+1

−1
= −(1− 2n+1) = 2n+1 − 1d. Déduire des questions pré
édentes qu'on a ∀n ∈ N,

n
∑

k=0

k2k−1 = (n− 1)2n + 1 2 pointsSoit n ∈ N, on remarque dans un premier temps que pour tout k, ak = k2k−1, puis en additionnant leségalités ak = ak+1 − ak − 2k pour k 
ompris entre 0 et n, on trouve :
n
∑

k=0

ak =

n
∑

k=0

(ak+1 − ak − 2k) i.e. n
∑

k=0

k2k−1 =

n
∑

k=0

(ak+1 − ak − 2k)et don
 n
∑

k=0

k2k−1 =

n
∑

k=0

(ak+1 − ak)−
n
∑

k=0

2k par linéaritéor d'après les deux questions pré
édentes n
∑

k=0

(ak+1 − ak) = an+1 et n
∑

k=0

2k = 2n+1 − 1don
 n
∑

k=0

ak = an+1 − (2n+1 − 1) = an+1 − 2n+1 + 1 et an+1 = (n+ 1)2n d'après 1.
.don
 n
∑

k=0

ak = (n+ 1)2n − 2n+1 + 1 = (n+ 1)2n − 2× 2n + 1 = (n+ 1− 2)× 2n + 1 = (n− 1)2n + 15



Exer
i
e 7 - études de fon
tions 21 pointsPartie IOn onsidère les fon
tions P et g dé�nies respe
tivement sur R et ]0; +∞[ par :
P (x) = 3x3 − x− 2 et g(x) = x3 − x+ 3− 2 ln(x)1. Montrer que ∀x ∈ R, P (x) = (x− 1)(3x2 + 3x+ 2) 1 pointOn va partir du terme le plus � 
ompliqué � :

(x− 1)(3x2 +3x+2) = x(3x2 +3x+2)− (3x2 +3x+2) = 3x3 +3x2 +2x− 3x2 − 3x− 2 = 3x3 − x− 2 = P (x)2. Cal
uler g′(x) et l'exprimer en fon
tion de P (x) pour tout x ∈ R, puis en déduire que son signe est 
elui de P (x)pour tout x ∈]0; +∞[ 1,5 pointsOn dérive terme à terme et on trouve :
g′(x) = 3x2 − 1− 2× 1

x
= 3x2 − 1− 2

x
=

(3x2 − 1)x

x
− 2

x
=

3x3 − x

x
− 2

x
=

3x3 − x− 2

x
=

P (x)

xet ∀x ∈]0; +∞[ le dénominateur est stri
tement positif, don
 le signe de g′(x) dépend uniquement du signe dunumérateur qui n'est autre que P (x)3. En déduire les variations de g 2 pointsOn 
her
her à déterminer le signe de g′(x) et d'après la questionpré
édente, il su�t d'étudier 
elui de P (x) :dans un premier temps, on remarque que le trin�me 3x2+3x+2n'admet pas de ra
ine 
ar son dis
riminant vaut ∆ = 32 − 4×
3× 2 = 9− 24 = −15 et 
omme le 
oe�
ient a est stri
tementpositif (il vaut 3), 
e trin�me est toujours stri
tement positifdon
 P (x) qui vaut (x− 1)(3x2 +3x+2) est du signe de x− 1,or x− 1 > 0 ⇔ x > 1de plus g(1) = 13 − 1 + 3− 2 ln(1) = 1− 1 + 3− 0 = 3, d'où letableau de signes et de variations :

x

x − 1

P (x)

g′(x)

g

0 1 +∞

− 0 +

− 0 +

− 0 +

334. En déduire que ∀x ∈]0; +∞[, g(x) > 0 0,5 pointD'après l'étude pré
édente, g admet pour minimum 3 don
 ∀x ∈]0; +∞[, g(x) > 3 et a fortiori g(x) > 0Partie IIOn 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur ]0; +∞[ par : f(x) = x+1+
x− 1 + ln(x)

x2
et on note Cf sa 
ourbe représentative.1. E
rire un programme Python qui dé�nit la fon
tion f 1 pointOn utilise la syntaxe habituelle pour la dé�nition de fon
tion, enayant préalablement importé numpy pour le logarithme. import numpy as np

def f(x):

return x+1+(x -1+ np.log (x))/x **22. Dériver f et mettre le résultat sous la forme f ′(x) =
g(x)

xk
pour tout x ∈]0; +∞[, où k est un entier dont onpré
isera la valeur. 2 pointsSoit x ∈]0; +∞[, on pose u(x) = x− 1 + ln(x) et v(x) = x2, on a alors u′(x) = 1 +

1

x
et v′(x) = 2xet de fait ∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) = 1 +

u′(x)v(x) − u(x)v′(x)

v(x)2
= 1 +

(

1 + 1
x

)

x2 − (x− 1 + ln(x)) × 2x

(x2)2don
 f ′(x) = 1+
x
[(

1 + 1
x

)

x− 2(x− 1 + ln(x))
]

x4
= 1+

(

1 + 1
x

)

x− 2(x− 1 + ln(x))

x3
= 1+

x+ 1− (2x− 2 + 2 ln(x))

x3

= 1+
x+ 1− 2x+ 2− 2 ln(x))

x3
= 1+

−x+ 3− 2 ln(x))

x3
=

x3

x3
+
−x+ 3− 2 ln(x))

x3
=

x3 − x+ 3− 2 ln(x))

x3

=
g(x)

x3
d'où le résultat demandé ave
 k = 33. En déduire les variations de f 1 pointD'après I.4., ∀x ∈]0; +∞[, g(x) > 0 et de plus ∀x ∈]0; +∞[, x3 > 0 don
 ∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) > 0
ar f ′(x) =

g(x)

x3
d'après la question pré
édentedon
 f est stri
tement 
roissante sur ]0; +∞[ 6



4. Déterminer une équation de T1, la tangente à Cf au point d'abs
isse 1 1 pointPar propriété, T1 a pour équation y = f ′(1)(x − 1) + f(1)or f ′(1) =
g(1)

13
=

3

1
= 3 et f(1) = 1 + 1 +

1− 1 + ln(1)

12
= 2 +

0

1
= 2don
 T1 : y = 3(x− 1) + 2 = 3x− 3 + 2 i.e. T1 a pour équation y = 3x− 15. E
rire un programme Python qui tra
e f et sa tangente T1 sur l'intervalle [0, 1; 7] 1,5 pointsOn importe matplotlib.pyplot pour la représentation, on dé�nitune liste d'abs
isses entre 0, 1 et 7 ave
 np.linspace, puis on dé�nitdeux listes d'ordonnée, une pour f en utilisant la fon
tion f dé�niepré
édemment, et une pour la tangente. En�n on utilise deux fois la
ommande plot pour voir les deux 
ourbes. import matplotlib . pyplot as plt

x=np. linspace (0.1 , 7, 100)

y=f(x)

z=3*x-1

plt .plot(x,y)

plt .plot(x,z)

plt .show ()6. Montrer que ∀x > 1, f(x) > x+ 1 et que ∀x ∈]0, 1], f(x) 6 x+ 1 2 pointsEn déduire la position de Cf par rapport à la droite ∆ d'équation y = x+ 1On peut remarquer dans un premier temps que la 
omparaison de f(x) et x+1 revient à étudier f(x)− (x+ 1)or ∀x ∈]0; +∞[, f(x) = x+ 1 +
x− 1 + ln(x)

x2
don
 f(x)− (x+ 1) =

x− 1 + ln(x)

x2et x2 étant toujours positif, le signe de f(x)− (x+ 1) est don
 
elui de x− 1 + ln(x)

1er 
as : x > 1 alors x− 1 > 0 et d'autre part par 
roissan
e du logarithme ln(x) > ln(1) i.e. ln(x) > 0don
 dans 
e 
as f(x)− (x+ 1) est l'addition de deux termes positifs, don
 f(x)− (x+ 1) > 0

2ème 
as : x ∈]0, 1], alors de manière analogue x− 1 6 0 et ln(x) 6 0et dans 
e 
as f(x)− (x+ 1) est l'addition de deux termes négatifs, don
 f(x)− (x+ 1) 6 0don
 sur l'intervalle ]0, 1],Cf se trouve en-dessous de la droite d'équation y = x+1, puis elle se trouve au-dessusde 
ette droite sur l'intervalle [1,+∞[7. Représenter l'allure de CfOn admettra que lim
x→0

f(x) = −∞ et que lim
x→+∞

x− 1 + ln(x)

x2
= 0 2,5 pointsOn utilise les informations que nous avons à notre disposition :� f(1)� l'équation de la tangente� la position relative de f par rapport à la droite ∆� la limite en 0� en�n le fait que lim

x→+∞

x− 1 + ln(x)

x2
= 0 signi�e que lim

x→+∞

f(x)− (x+1) = 0 et don
 que Cf se rappro
he de
∆ quand x tend vers l'in�ni.
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Partie IIIOn 
onsidère la fon
tion h dé�nie par h(x) = x(1−
1

x
)1. Déterminer Dh, l'ensemble de dé�nition de h, puis son ensemble de dérivabilité et dériver h 2 pointsPar dé�nition des puissan
es quel
onques, h(x) = exp

[(

1− 1

x

)

ln(x)

], deux 
ontraintes limitent don
 la dé�-nition de h : le terme 1

x
et le logarithme, don
 x 6= 0 et x ∈]0; +∞[ soit Dh =]0;+∞[il n'y a pas de 
ontrainte supplémentaire pour la dérivabilité (pas de ra
ine 
arrée ou de valeur absolue), don


h est dérivable sur Dhde plus, pour x ∈]0; +∞[, h s'é
rit h(x) = eu(x) ave
 u(x) =

(

1− 1

x

)

ln(x) don
 h′(x) = u′(x)eu(x)or u s'é
rit u = vw ave
 v(x) = 1− 1

x
et w(x) = ln(x) ; et de fait v′(x) = −

(

− 1

x2

)

=
1

x2
et w′(x) =

1

xdon
 u′ = v′w + vw′ ⇒ u′(x) =
1

x2
ln(x) +

(

1− 1

x

)

1

x
=

1

x2
ln(x) +

1

x
− 1

x2
e que l'on peut aussi é
rire u′(x) =
1

x2
ln(x) +

x

x2
− 1

x2
=

ln(x) + x− 1

x2et �nalement ∀x ∈]0; +∞[, h′(x) =
x− 1 + ln(x)

x2
exp

[(

1− 1

x

)

ln(x)

]

=
x− 1 + ln(x)

x2
x(1−

1

x
)2. A l'aide de la question II.6., donner les variations de h 1 pointEn remarquant que x− 1 + ln(x)

x2
= f(x) − (x + 1) et que x(1−

1

x
) est toujours positif (
'est le résultat d'uneexponentielle), on en déduit que h′(x) = (f(x)−(x+1))x(1−

1

x
) est du signe de f(x)−(x+1) que nous avons étudiéà la question II.6., on peut don
 établir le tableau suivant, en utilisant également que h(1) = 1(1−

1

1
) = 10 = 1

x

f(x) − (x + 1)

h′(x)

h

0 1 +∞- 0 +- 0 +
113. Résoudre l'équation h(x) > x sur ]0; +∞[ et en déduire la position relative de Ch et de D la droite d'équation :

y = x 2 pointsSoit x ∈]0; +∞[, alors h(x) > x ⇔ x(1−
1

x
) > x ⇔ x(1−

1

x
)

x
> 1 (
ar x > 0) ⇔ x(1−

1

x
)−1

> 1don
 h(x) > x ⇔ x(−
1

x
) > 1 ⇔ ln

(

x(−
1

x
)
)

> ln(1) en 
omposant par ln (ou exp pour le sens retour) qui sontdes fon
tions 
roissantes, don
 h(x) > x ⇔ − 1

x
ln(x) > 0 (propriété du logarithme : ln (xα) = α ln(x))or 1

x
est toujours positif pour x ∈]0; +∞[ et don
 − 1

x
est toujours négatif, don
 − 1

x
ln(x) > 0 ⇔ ln(x) 6 0 ⇔

x 6 1d'où h(x) > x ⇔ x 6 1 et de fait Ch est au-dessus de D sur ]0, 1] et on montre de-même que Ch est en-dessousde D sur [1,+∞[

8


