
ECG 1 - mathématiques appliquées - Mathématiques TD 6 - polyn�mes Novembre 2024Quelques orrigésExerie 3Soit P le polyn�me dé�ni par :

∀x ∈ R, P (x) = x5 − 4x4 + 4x3 + 2x2 − 5x+ 21. Déterminer toutes les raines de P .

−1, 1 et 2 sont des raines évidentes ar P (−1) = −1 − 4 − 4 +
2 + 5 + 2 = 0 P (1) = 1 − 4 + 4 + 2 − 5 + 2 = 0 et P (2) =
25−4×24+4×23+2×22−5×2+2 = 32−64+32+8−10+2 = 0don P est fatorisable par (x+ 1)(x− 1)(x− 2)don P s'érit P (x) = (x+1)(x−1)(x−2)Q(x) où Q est un polyn�mede degré 2 ar deg((x+1)(x−1)(x−2)) = 3 don deg P = 3+degQdon degQ = degP − 3 = 5− 3 = 2 En érivant Q(x) = ax2+ bx+ coù a, b et c sont des nombres réels, on a don

P (x) = (x+ 1)(x− 1)(x− 2)(ax2 + bx+ c)
= (x2−1)(x−2)(ax2+bx+c) = (x3−2x2−x+2)(ax2+bx+c)
= ax5+ bx4+ cx3−2ax4−2bx3−2cx2−ax3− bx2− cx+2ax2+

2bx+ 2c
= ax5+(b−2a)x4+(c−2−a)x3+(2a−2c−b)x2+(2b−c)x+2cdon par identi�ation des oe�ients, entre autres a = 1, b−2a = −4et 2c = 2 don a = 1, b = −4 + 2a = −2 et c = 1don Q(x) = x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2de fait P (x) = (x+1)(x− 1)(x− 2)(x− 1)2 = (x+1)(x− 1)3(x− 2)don P admet −1, 1 et 2 omme raines (1 est une � raine triple �.2. Erire P sous forme sindée, 'est-à-dire � fatorisée � : f. 1.
P (x) = a(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− x5)Exerie 8Soit P le polyn�me dé�ni par :
∀x ∈ R P (x) = x5 + 5x4 + 10x3 + 11x2 + 7x+ 21. Fatoriser P au maximum.Il nous faut trouver des raines évidentes. On peut remarquer queauun nombre positif ne peut être positif ar on a alors une somme

de terme positif +2 don P ne pourra s'annuler. Il faut don regarderdu oté des nombres négatifs.On trouve que −1 est une raine évidente ar
P (−1) = (−1)5+5× (−1)4 +10× (−1)3 +11× (−1)2 +7× (−1)+2

= −1 + 5− 10 + 11− 7 + 2 = −18 + 18 = 0On trouve que −2 est une raine évidente ar
P (−2) = (−2)5+5× (−2)4 +10× (−2)3 +11× (−2)2 +7× (−2)+2

= −32 + 5× 16 + 10× (−8) + 44− 14 + 2 = 0 + 80− 80don P peut s'érire P (x) = (x+1)(x+2)Q(x) où Q est un polyn�mede degré 3 : Q(x) = ax3 + bx2 + cx+ d ave a, b, c, d des réelsdon P (x) = (x2 + 3x+ 2)(ax3 + bx2 + cx+ d)
= ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + 3ax4 + 3bx3 + 3cx2 + 3dx +

2ax3 + 2bx2 + 2cx+ 2d
= ax5 + (b+ 3a)x4 + (c+ 3b+ 2a)x3 + (d+ 2b+ 3c)x2 +

(3d+ 2c)x+ 2ddon par identi�ation on trouve entre autres : a = 1, b + 3a =
5, c+ 3b+ 2a = 10 et 2d = 2don a = 1, b = 5− 3 = 2, c = 10− 6− 2 = 2 et d = 1don Q(x) = x3 + 2x2 + 2x+ 1
−1 est également raine évidente de Q ar

Q(−1) = (−1)3 + 2× (−1)2 + 2× (−1) + 1 = −1 + 2− 2 + 1 = 0don de même, Q peut s'érire
Q(x) = (x+ 1)(a′x2 + b′x+ c′) = a′x3 + b′x2 + c′x+ a′x2 + b′x+ c′

= a′x3 + (b′ + a′)x2 + c′x+ b′x+ c′don par identi�ation, a′ = 1, b′ + a′ = 2 et c′ = 1don a′ = b = c′ = 1don P (x) = (x+ 1)2(x+ 2)(x2 + x+ 1)or x2+x+1 n'admet pas de raine (son disriminant est stritementnégatif : ∆ = −3)don on ne peut pas fatoriser plus P2. Résoudre l'inéquation P (x) > 0.

∀x ∈ R, x2 + x + 1 > 0 ar e trin�me n'admet pas de raine et leoe�ient de x2 est stritement positif, don P (x) est du signe de

(x+ 1)2(x+ 2)de plus ∀x ∈ R, (x+ 1)2 > 0et x+ 2 > 0 ⇔ x > −21



on peut don établir le tableau de signes :

x

(x + 1)2

x + 2

P (x)

−∞ −2 −1 +∞+ + 0 +- 0 + +- 0 + 0 +3. Résoudre l'inéquation d'inonnue x réelle suivante :

(ln x)5 + 5(lnx)4 + 10(ln x)3 + 11(lnx)2 + 7 lnx+ 2 > 0Cette inéquation n'a de sens que pour x > 0. Soit x > 0, alors

(ln x)5+5(ln x)4+10(lnx)3+11(lnx)2+7 ln x+2 > 0 ⇔ P (ln(x)) > 0or d'après 2., P (X) > 0 ⇔ X ∈]− 2,−1[ ou X ∈]− 1,+∞[don P (ln(x)) > 0 ⇔ ln(x) ∈]− 2,−1[ ou ln(x) ∈]− 1,+∞[
⇔ −2 < ln(x) < −1 ou −1 < ln(x)
⇔ e−2 < eln(x) < e−1 ou e−1 < eln(x)ar les fontions exp et ln sont stritement roissantes

⇔ e−2 < x < e−1 ou e−1 < x ar eln(x) = xd'où S =
]

e−2, e−1
[

∪
]

e−1,+∞
[Exerie 10Soit n un entier tel que n > 2. On onsidère le polyn�me P dé�ni par :

P (x) =

n
∑

k=1

n2xk

k!1. Déterminer le polyn�me dérivé P ′, et aluler P ′(0), ainsi que le o-e�ient dominant de P ′On dérive terme à terme, sahant que ∀k ∈ [[1;n]] la dérivée de x 7→ xkest x 7→ kxk−1, et on trouve P ′(x) =
n
∑

k=1

n2kxk−1

k!
=

n
∑

k=1

n2xk−1

(k − 1)!que l'on érit P ′(x) =
n−1
∑

i=0

n2xi

i!

ave le hangement d'indie i = k−1don P ′(0) = n2 (seul le terme d'indie i = 0 de la somme donne unrésultat non nul).et le terme de plus haut degré est elui pour i = n − 1, qui vaut
n2xn−1

(n− 1)!

don le oe�ient dominant est n2

(n− 1)!

2. Déterminer le polyn�me P ′′, et aluler P ′′(0) ainsi que le oe�ientdominant de P ′′On peut érire P ′(x) = n2 +

n−1
∑

i=1

n2xi

i!

(on isole le terme de degré 0)et de manière analogue, on trouve
P ′′(x) =

n−1
∑

i=1

n2ixi−1

i!
=

n−1
∑

i=1

n2xi−1

(i− 1)!

soit P ′′(x) =

n−2
∑

j=0

n2xj

j!ave le hangement d'indie j = i− 1de même on trouve P ′′(0) = n2 et que le oe�ient dominant de P ′′est n2

(n− 2)!Exerie 11Soit n un entier tel que n > 4. On onsidère le polyn�me P dé�ni par :

P (x) =
∏

16k6n,k 6=n−2

x+ k

k + 1Déterminer les raines de P dans l'intervalle [0;n]. P peut-il admettre desraines en dehors de et intervalle ?Par dé�nition de P, ∀k ∈ [[1;n]], k 6= n − 2,−k est une raine de P ar ilontient le terme x+ k en fateur d'un produit de polyn�mes de degré 1de plus P est degré n− 1 ar il est onstitué d'un produit de n− 1 poly-n�mes de degré 1don P ne peut admettre plus de n− 1 raines (e n'est pas le polynomenul) et il en admet au moins n − 1 : −k pour k ∈ [[1;n]], k 6= n− 2, don

P admet exatement n − 1 raines, de plus, elles sont toutes situés dansl'intervalle [−n,−1], don auune ne se situe dans l'intervalle [0, n]Nota bene : on peut répondre plus rapidement à la première question enonstatant que ∀x > 0, P (x) > 0 (produit de termes stritement positifs,don P ne peut admettre de raine sur R+ et a fortiori, il n'en admet passur [0, n]
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Formule du bin�me (et polyn�mes)Exerie 15 - polyn�mes et sommes des oe�ients binomiauxPour x réel et n ∈ N, on pose P (x) = (1 + x)n(1 + x)n1. Développer (1 + x)nD'après la formule du bin�me,

(1 + x)n =
n
∑

k=0

(

n

k

)

1n−kxk =
n
∑

k=0

(

n

k

)

xk2. Développer (1 + x)2nDe même, (1 + x)2n =
2n
∑

k=0

(

2n

k

)

12n−kxk =
2n
∑

k=0

(

2n

k

)

xk3. De deux manières di�érentes évaluer le oe�ient de xn dans P (x)D'après 2., le oe�ient de xn dans P (x) est (2n
n

)Par ailleurs P (x) = ((1 + x)n)2 =

(

n
∑

k=0

(

n

k

)

xk

)2que l'on peut érire P (x) =

(

n
∑

k=0

(

n

k

)

xk

)(

n
∑

j=0

(

n

j

)

xj

)don P (x) =

n
∑

k=0

(

n
∑

j=0

(

n

j

)

xj

)

(

n

k

)

xkdon P (x) =

n
∑

k=0

(

n
∑

j=0

(

n

j

)

xj

(

n

k

)

xk

)

=

n
∑

k=0

(

n
∑

j=0

(

n

j

)(

n

k

)

xj+k

)or ∀k ∈ [[0, n]], j + k = n ⇔ j = n− kdon le oe�ient de xn dans P (x) est n
∑

k=0

(

n

n− k

)(

n

k

)or ( n

n− k

)(

n

k

)

=

(

n

k

)2et don le oe�ient de xn dans P (x) est n
∑

k=0

(

n

k

)2

4. Exprimer la valeur de n
∑

k=0

(

n

k

)2 (omme un seul oe�ient binomial).Par identi�ation du oe�ient de xn dans P (x),

(

2n

n

)

=

n
∑

k=0

(

n

k

)2

Exerie 16 - un peu pareilPour x réel et n ∈ N
∗,1. Rappeler le développement de P (x) = (1 + x)nCf. plus haut, P (x) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

xk2. Caluler P (1) et P (−1)

P (1) = (1 + 1)n = 2n et P (−1) = (1− 1)n = 03. En déduire les valeurs de :
Sn =

(

n

0

)

+

(

n

2

)

+ · · · =

n
∑

k,062k6n

(

n

2k

) et

Tn =

(

n

1

)

+

(

n

3

)

+ · · · =

n
∑

k,062k+16n

(

n

2k + 1

)

Par ailleurs, d'après 1., P (1) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

1k =
n
∑

k=0

(

n

k

)

= Sn + Tnet P (−1) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)k =

n
∑

k,062k6n

(

n

2k

)

−

n
∑

k,062k+16n

(

n

2k + 1

)don P (−1) = Sn − Tn�nalement, d'après 2., Sn + Tn = 2n et Sn − Tn = 0don Sn = Tn et de fait Sn+Sn = 2n, i.e. 2Sn = 2n et don Sn = 2n−1
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