
ECG 1 - maths appli. Chapitre 7 - probabilités sur un univers �ni Nov. - dé
. 2024Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� utiliser le vo
abulaire de base univers, événement, expérien
e aléatoire. �� dé
rire et utiliser un système 
omplet d'événements. �� exploiter les 
onnaissan
es en dénombrement pour 
al
uler des probabilités. �� interpréter et 
al
uler une probabilité 
onditionnelle. �� interpréter et utiliser les formules : des probabilités totales et 
omposées et de Bayes. �� interpréter et utiliser l'indépendan
e (deux à deux ou mutuelle) entre des événements. �La 
onstru
tion d'arbres est toujours pertinente pour appréhender un problème en probabilités,mais on attendra des démonstrations formelles à l'aide des outils présentés dans 
e 
hapitre.Rappels : une expérien
e (ou épreuve) aléatoire est une expérien
e dont on ne peut prédire le résultat(si on la répéte plusieurs fois, elle ne donne pas toujours le même résultat). Ave
 une telle expérien
e,l'univers désigne l'ensemble des issues possibles, par exemple l'univers 
orrespondant au lan
er d'undé à 6 fa
es est Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}Dans 
e 
hapitre l'univers est �ni (
'est-à-dire qu'il 
omporte un nombre �ni d'issues).Un événement est une partie de l'univers, on peut distinguer les événements élémentaires qui
orrespondent aux issues : {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} ; mais il en existe beau
oup d'autres : un nombrepair, un nombre supérieur ou égal à 31 Evénements et opérations1.1 Evénements, dé�nitionsDé�nitions :� l'événement impossible est 
eluiqui ne 
ontient au
une issue de l'ex-périen
e, 
'est-à-dire ∅� l'événement 
ertain est l'événe-ment réunissant toutes les issues del'expérien
e, 
'est-à-dire Ω� un événement élémentaire est unévénement qui ne 
ontient qu'uneseule issue (si l'issue est ω, on le note
{ω})

Exemples :1. on lan
e un dé 
ubique à 6 fa
es numérotées de 1 à6. L'événement � on obtient 5 � est un événementélémentaire.2. on lan
e une piè
e de monnaie à pile ou fa
e. Unévénement 
ertain est par exemple � on obtient pileou fa
e �.3. dans une urne 
ontenant 5 boules numérotées de 1 à5, on pio
he simultanément 3 boules. L'événement� on pio
he les boules numéro 6, 7 et 8 � est unévénement impossible.Dé�nition : soit A un événement.L'événement 
ontraire de A estl'événement qui a lieu si et seulementsi A n'a pas lieu, on le note ĀIl s'agit du 
omplémentaire de A dans
Ω

Exemples : on lan
e un dé 
ubique à 6 fa
es numérotéeesde 1 à 6Soit A l'événement � le résultat du lan
er est pair �. Ona vu que A = {2, 4, 6}. Ainsi, Ā : � le résultat du lan
erest impair �, 
'est-à-dire Ā = {1, 3, 5}, qui est bien le
omplémentaire de {2, 4, 6} dans Ω1.2 Opérations sur les événementsLes opérations sur les événements sont les mêmes que sur les ensembles, mais les notations et levo
abulaire des probabilités sont souvent spé
i�ques.1



Dé�nitions et propriétés : on 
onsidèredeux événements A et B sur une expé-rien
e aléatoire d'univers Ω� l'événement A ou B est l'événement quia lieu lorsque l'un au moins des deuxévénements A et B a lieu. Il s'agit de lapartie A ∪B de Ω� l'événement A et B est l'événementqui a lieu lorsque les deux événements Aet B sont réalisés. Il s'agit de la partie
A ∩ B de Ω

Exemple : on lan
e un dé (
lassique). Notons lesévénements A : � le résultat du lan
er est pair �
B : � le résultat du lan
er est inférieur à 3 �.L'événement A ou B est : � le résultat du lan
er estpair � ou � le résultat du lan
er est inférieur à 3 �
orrespondant à la partie {1, 2, 3, 4, 6}Il s'agit bien de A ∪ B, puisque A = {2, 4, 6} et B =
{1, 2, 3}De même, l'événement A et B 
orrespond à la partie
{2} égale à A ∩ BDé�nition : deux événements A et B sontdits in
ompatibles s'ils ne peuvent êtreréalisés simultanément, autrement dit si

A ∩B = ∅

Exemple : une urne 
ontient trois boules noires numé-rotées de 1 à 3, et deux boules blan
hes numérotéesde 1 à 2. On tire une boule au hasard dans l'urne.Considérons les événements A : � on tire une bouleblan
he � et B : � On tire une boule noire �. Ces évé-nements sont in
ompatibles. En e�et A = {b1, b2}, et
B = {n1, n2, n3}. On a bien A ∩ B = ∅2 Système 
omplet d'événementsDé�nition : on appelle système 
ompletd'événements (ou partition de l'uni-vers), un ensemble d'événements qui sontdeux à deux disjoints et dont la réunionforme l'univers.E
rit autrement, si A1, A2, . . . , An sont névénements (n > 2), alors (A1, A2, . . .An)forment un système 
omplet d'événe-ments à 
ondition que :� si i 6= j, alors Ai ∩Aj = ∅� A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪An = Ω

Exemples de systèmes 
omplets d'événements :Ave
 le lan
er d'un dé :� � obtenir 1 �, � obtenir 2 �, . . . , � obtenir 6 �� � obtenir un nombre pair � et � obtenir un nombreimpair �� � obtenir 2 � et � ne pas obtenir 2 �Ave
 la situation des 3 boules blan
hes et des 2 boulesnoires :� � obtenir une boule blan
he � et � obtenir une boulenoire �� � obtenir une boule numérotée 1 �, � obtenir uneboule numérotée 2 � et � obtenir la boule n°3 �� � obtenir la boule noire numéro 1 � et � ne pas ob-tenir la boule noire numéro 1 �Remarques :
⊲ un système 
omplet d'événements est don
 une façon de � ranger � tout l'univers, sans fairede double 
ompte (on ne peut pas mettre un même élément dans deux tiroirs di�érents).
⊲ un événement(A) et son 
ontraire (A) forment toujours un système 
omplet d'événéments.3 Probabilités (ou espa
e probabilisé �ni)Avez-vous remarqué ? Nous n'avons toujours pas parlé de probabilité. Rassurez-vous, ça arrive ! Mais
omment dé�nir une probabilité ? Pas fa
ile.Dans le 
as d'un ensemble �ni, on pourrait essayer de dé�nir la probabilité d'un événement A par

P (A) =
cardA

cardΩ
, mais 
ela ne 
onvient que dans les situations d'équiprobabilité.Par exemple, si on s'intéresse aux naissan
es en Fran
e et à l'univers Ω = {�lle, garçon} = {F,G}.Une telle dé�nition donnerait p(F ) = 0, 5 et p(G) = 0, 52



On ne pourrait don
 pas traduire la situation réelle, qui d'après les statistiques, 
orrespond à :
p(F ) = 0, 48 et p(G) = 0, 52Comme dans tout 
e 
hapitre, on va 
onsidérer une expérien
e aléatoire sur un univers Ω �ni.3.1 Probabilité, dé�nitionDé�nition : une probabilité sur Ω est uneappli
ation P : P(Ω) → R véri�ant
⊲ pour tout événement A
P (A) > 0 et P (A) 6 1

⊲ P (Ω) = 1
⊲ pour tous événements in
ompatibles Aet B, P (A ∪B) = P (A) + P (B)Le 
ouple (Ω, P ) est appelé espa
e pro-babilisé �ni, et pour un événement A,le réel P (A) est appelé probabilité del'événement A

P(Ω) désigne l'ensemble des parties de Ω

Exemple : on 
onsidère l'expérien
e aléatoire 
onsis-tant à tirer quelque 
hose d'un sa
 
ontenant une 
a-rotte et un radis. On baptise ωc la 
arotte et ωr leradis. L'univers est don
 Ω = {ωc, ωr} et les événe-ments sont :� l'événement (impossible) � : on ne tire rien �� l'événement � : on tire la 
arotte �, i.e. ωc� l'événement � : on tire le radis �, i.e. ωr� l'événement (
ertain � : on tire la 
arotte et le ra-dis �, i.e. ωc ∪ ωrOn peut dé�nir une probabilité P sur Ω, en posant :
P (∅) = 0 ; P (Ω) = 1 ; P ({ωc}) =

4

5
et P ({ωr}) =

1

5On peut d'ailleurs remarquer que la probabilité Pest entièrement dé�nie par la donnée de P ({ωc}) (ou
P ({ωr})) et plusieurs valeurs sont possibles.Remarques :� en résumé une probabilité est une appli
ation sur des ensembles (d'issues), dont les valeurs sont
omprises entre 0 et 1 (1 étant atteint) et qui de plus est additive pour les ensembles (dès lorsqu'ils sont disjoints).� attention, l'ensemble de départ de l'appli
ation P est P(Ω), et non Ω 
ar tout événément doitavoir une probabilité (pas seulement les événéments élémentaires).3.2 Premières propriétésPropriétés de base d'une probabilité :soit P une probabilité sur Ω, A et B desévénements, alors,1) P (∅) = 02) P (A) = 1− P (A)3) si A ⊂ B, alors P (A) 6 P (B)4) P (A) = P (A ∩ B) + P (A ∩ B̄)5) P (A \B) = P (A)− P (A ∩B)

Quelques démonstrations :1) Ω et ∅ sont des événements in
ompatiblesdon
 P (Ω ∪ ∅) = P (Ω) + P (∅)ainsi, P (Ω) = P (Ω) + P (∅), don
 P (∅) = 02) A et Ā in
ompatiblesdon
 P (A ∪ Ā) = P (A) + P (Ā)or A∪Ā = Ω et P (Ω) = 1 don
 P (A)+P (Ā) = 14) A = (A∩B)∪ (A∩ B̄), ave
 A∩B et A∩ B̄ quisont in
ompatibles.Propriété - formule du 
rible (ou dePoin
aré) :pour tous événements A et B,
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B)

Exemple : ave
 un dé à 6 fa
es et les événements
A : � obtenir un nombre pair �
B : � obtenir un nombre inférieur 3 �alors P (A ∪B) = P ({1, 2, 3, 4, 6}) = 5/6 et
P (A)+P (B)−P (A∩B) = 3/6 + 3/6− P ({2}) = 5/6Remarque : pour tous événements A, B et C :

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩ B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∩ B ∩ C)On obtient 
ette formule en appliquant 2 fois la formule du 
rible.Lorsque les événements sont deux à deux in
ompatibles, la formule pour la probabilité d'une unionest beau
oup plus simple. 3



Propriété - formule d'additivité :si A1, A2, . . . , Am sont des événementsdeux à deux in
ompatibles (
'est-à-direque pour i 6= j, Ai ∩ Aj = ∅), alors :
P

(

m
⋃

i=1

Ai

)

=
m
∑

i=1

P (Ai)

Idée de démonstration : par ré
urren
e ave
 la dé�-nition d'une probabilité.Exemple : toujours ave
 le dé,
P ({1, 2, 3, 4}) = P ({1})+P ({2})+P ({3})+P ({4})
ar les événements élémentaires sont in
ompatiblesdon
 P ({1, 2, 3, 4}) = 4×

1

6
=

4

6
=

2

3Propriété - formule des probabilités totales(version 
lassique) :si (Ai)16i6m est un système 
omplet d'évé-nements, alors pour tout événement B :
P (B) =

m
∑

i=1

P (Ai ∩B)

Idée pour la démonstration :
B =

⋃

16i6m

(Ai ∩ B) 
ar (Ai)16i6m est un système
omplet d'événements et les événements Ai∩B sontdeux à deux in
ompatibles,on 
on
lut en appliquant la proposition pré
édente.Exemples : dans un jeu de 32 
artes (7, 8, 9, 10, valet, dame, roi, as), on tire au hasard une 
arte.On s'intéresse à l'événement B : � on tire une petite 
arte � (7, 8, 9 ou 10).Réaliser l'événement B 
orrespond à tirer un 7, un 8, un 9 ou un 10 parmi une des quatre 
ouleurs.Pour l'é
rire pré
isément, on va utiliser la famille (A1, A2, A3, A4), qui 
onstitue un système 
ompletd'événements, ave
 :
• A1 : � on tire un 
÷ur �
• A2 : � on tire un 
arreau � • A3 : � on tire un trè�e �

• A4 : � on tire un pique �D'après la propriété pré
édente, P (B) = P (B ∩ A1) + P (B ∩A2) + P (B ∩A3) + P (B ∩ A4)i.e. la probabilité de B est la somme de la probabilité de tirer une petite 
arte de 
oeur, de laprobabilité de tirer une petite 
arte de 
arreau, de la probabilité de tirer une petite 
arte de trè�e etde la probabilité de tirer une petite 
arte de pique.or P (B ∩ A1) = P (B ∩ A2) = P (B ∩ A3) = P (B ∩A4) =
4

32
=

1

8
don
 P (B) = 4×

1

8
=

1

23.3 Evénements élémentairesPropriété : soit Ω = {ω1, . . . , ωn}, ave

card(Ω) = n. ∀i ∈ [[1, n]], on pose
p({ωi}) = pi, alors

n
∑

i=1

pi = 1

Démonstration : 
ela dé
oule de la formule d'additi-vité (les événéments sont in
ompatibles) :
P

(

n
⋃

i=1

{ωi}

)

=
m
∑

i=1

P ({ωi}) ave
 P

(

n
⋃

i=1

{ωi}

)

= 1Exemple : dans le 
as d'équiprobabilité, 
ela nous permet de trouver la probabilité d'un événementélémentaire. Par exemple, on s'intéresse au lan
er d'un dé équilibré à 6 fa
es : Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}d'après la propriété, 6
∑

i=1

P ({i}) = 1 or P ({1}) = P ({2}) = P ({3}) = P ({4}) = P ({5}) = P ({6}) = pdon
 6p = 1 don
 p =
1

6
= P ({1}) = P ({2}) = P ({3}) = P ({4}) = P ({5}) = P ({6})3.4 Equiprobabilité - probabilité uniformeDé�nition : on dit que l'on est en situationd'équiprobabilité lorsque les probabili-tés des événements élémentaires asso
iésà l'expérien
e aléatoire sont toutes égales. Remarque : autrement dit on a équiprobabilitélorsque 
ha
un des résultats de l'expérien
e a la même
han
e d'être obtenu.Exemples 
lassiques : lan
ers d'une piè
e ou d'un dé(non truqués), tirages d'une 
arte dans un jeu oud'une boule parmi n dans une urne...4



Propriété : soit Ω, l'univers asso
iéà une situation d'équiprobabilité,pour tout événement A (toute par-tie A de Ω) :
P (A) =

card(A)

card(Ω)On dit que la probabilité P est uni-forme sur ΩRemarque : la formule revient àdire que
P (A) =

nombre de 
as favorablesnombre de 
as possiblesCorollaire : soit Ω, l'univers asso
iéà une situation d'équiprobabilité.Tout événement élémentaire {ω} apour probabilité :
P ({ω}) =

1

card(Ω)

Exemples de situations d'équiprobabilité (ou pas) :1. Lan
er d'une piè
e (équil.) : P ({F}) = P ({P}) = 1/22. Lan
er d'un dé (équilibré) à 6 fa
es : P ({1}) =
P ({2}) = P ({3}) = P ({4}) = P ({5}) = P ({6}) = 1/63. Une urne 
ontient 10 boules (indis
ernables) et on enpio
he une au hasard.Chaque boule a une probabilité d'être pio
hée de 1/104. Une urne 
ontient deux boules vertes et une boule rougeindis
ernables au tou
her et on en pio
he une au ha-sard. Si on 
onsidère l'univers Ω = {V,R} alors 
en'est pas une situation d'équiprobabilité, en e�et, iln'y a que deux issues possibles : on pio
he soit uneboule verte, soit une boule rouge ; et P ({V }) = 2/3 et
P ({R}) = 1/35. Si 
ette fois les deux boules vertes sont numérotées,l'univers peut s'é
rire Ω = {R, V1, V2}, et il s'agit alorsd'une situation d'équiprobabilité (
haque résultat a uneprobabilité de 1/3)6. On tire une 
arte au hasard une 
arte dans un jeu de32 
artes. L'univers Ω est l'ensemble des 32 di�érentes
artes du jeu. On a don
 card(Ω) = 32 et la probabilitéde tirer une 
arte donnée est toujours de 1/324 Probabilités 
onditionnelles4.1 Dé�nition, première propriétéLa représentation par un arbre pondéré fait 
lairement appa-raître le besoin de distinguer les probabilités asso
iées à desbran
hes se
ondaires (ou plus).Cela va se traduire par la notion de probabilité 
ondition-nelle : si on sait qu'un événement A est réalisé, quelle est laprobabilité qu'un autre événement B soit réalisé ?On peut aussi le voir 
omme une � sous-probabilité � : dans le� sous-univers � A, quelle est la probabilité que B soit réalisé ?

A

BpA(B)

BpA(B)

A

BpA(B)

BpA(B)Dé�nition : soit P une probabilitésur un univers Ω, et A un événementtel que P (A) 6= 0pour tout événement B de Ω, on ap-pelle probabilité de B sa
hant Aet on note
PA(B) le nombre P (A ∩B)

P (A)On parle alors de probabilité
onditionnelle.Remarques :
• PA(B) désigne la probabilité quel'événement B soit réalisé sa
hantque A est déjà réalisé.
• la dé�nition entraine la propriété
i-dessous

Exemple : on lan
e deux dés (numérotés de 1 à 6).Quelle est la probabilité que la somme des 
hi�res obtenussoit 6, sa
hant que le premier dé a donné un 
hi�re pair ?
Ω = [[1, 6]] × [[1, 6]] = [[1, 6]]2. Un résultat est modélisé par un
ouple (a, b) ave
 a le résultat du premier dé, et b 
elui dudeuxième. Notons les événements� B : � la somme des deux 
hi�res obtenus vaut 6 �� A1 : � le premier dé donne un 
hi�re pair �On 
her
he PA1

(B) qui vaut par dé�nition P (B ∩ A1)

P (A1)or P (A1) =
1

2
et B ∩A1 est l'événement � la somme des deux
hi�res obtenus vaut 6 et le dé numéro 1 donne un 
hi�repair �, don
 B ∩A1 = {(2, 4), (4, 2)} et don


P (B∩A1)=
card(B ∩A1)

card(Ω)
=

2

36
=

1

18
�nalement PA1

(B)=
1

95



Propriété : soit A et B des événements deprobabilités non nulles, alors :
P (A ∩ B) = P (A)PA(B) = P (B)PB(A)

Démonstration : étant donné que A ∩B = B ∩A(A � et � B = B � et � A)
B généralement PA(B) 6= PB(A)4.2 Formule des probabilités totalesPropriété - formule des probabilités totales, version 
onditionnelle :soit P une probabilité sur un univers ΩSi (Ai)16i6m est un système 
omplet d'événements, ave
 
haque Ai de probabilité non nulle,alors pour tout événement B, on a :

P (B) =

m
∑

i=1

PAi
(B)P (Ai)Démonstration : la version 
lassique de la formule des probabilités totales nous donne

P (B) =
m
∑

i=1

P (B ∩ Ai) et pour 
haque i ∈ [[1, n]], P (B ∩Ai) = PAi
(B)P (Ai)Exemple : un groupe d'amis souhaite passer la soirée dans l'une des trois dis
othèques valablesde Biarritz. Dans la dis
othèque Pipeline, l'animateur passe 25% de reggae, dans la dis
othèqueMundaka, l'animateur en passe 40%, et dans la dis
othèque JBay, il en passe 30%.Les amis 
hoisissent une dis
othèque au hasard. Quelle est la probabilité qu'en y entrant, un titre dereggae soit di�usé ?On 
onsidère les événements suivants :� B1 : � les amis sortent au Pipeline � � B3 : � les amis sortent au JBay �� B2 : � les amis sortent au Mundaka � � R : � un titre de reggae est di�usé �On 
onnait PB1

(R), PB2
(R) et PB3

(R) : PB1
(R) =

25

100
, PB2

(R) =
40

100
, et PB3

(R) =
30

100Comme ils 
hoisissent au hasard leur dis
othèque, on a P (B1)= P (B2) = P (B3) =
1

3D'après la formule des probabilités totales (version 
onditionnelle), on a don
 :
P (R)= P (B1)PB1

(R) + P (B2)PB2
(R) + P (B3)PB3

(R) =
1

3

(

30 + 40 + 25

100

)

=
95

300
=

19

60On peut utiliser un arbre de probabilité pour illustrer 
ette formule.On rappelle qu'un arbre véri�e toujours les propriétés suivantes :� la somme des probabilités des bran
hes issues d'unemême n÷ud vaut 1Par exemple i
i
P (B1)+P (B2)+P (B3) = 1 et PB1

(R)+PB1
(R̄) = 1� la probabilité de l'événement représenté par un 
he-min est le produit des probabilités de ses bran
hes.Par exemple i
i,

P (B1 ∩ R) = P (B1)PB1
(R)� la probabilité d'un événement est la somme des pro-babilités des 
hemins qui le réalisent (formule desprobabilités totales). Par exemple i
i :

P (R) = P (B1)PB1
(R) + P (B2)PB2

(R) + P (B3)PB3
(R)

B11

3

R0, 3

R0, 7

B2

1

3
R0, 4

R0, 6

B3

1

3
R0, 25

R0, 756



4.3 Formule des probabilités 
omposéesIntrodu
tion à la formule : soit A1 et A2 deux événements tels que P (A1) 6= 0, nous avons vu que
P (A1 ∩A2) = PA1

(A2)P (A1)Si on 
onsidère de plus l'événement A3 et si on suppose P (A1 ∩ A2) 6= 0,ave
 la même formule, P (A1 ∩A2 ∩ A3) = PA1∩A2
(A3)P (A1 ∩A2)d'où �nalement : P (A1 ∩A2 ∩ A3) = P (A1)PA1

(A2)PA1∩A2
(A3)Cette formule se généralise :Propriété - formule des probabilités 
omposées :soit (Ai)16i6m une famille d'événements telle que P

(

m−1
⋂

i=1

Ai

)

6= 0, alors :
P

(

m
⋂

i=1

Ai

)

= P (A1)PA1
(A2)PA1∩A2

(A3) . . . PA1∩A2∩...∩Am−1
(Am)Remarque : dit autrement, la probabilité d'un � 
hemin � est le produit des probabilités de toutesles bran
hes qui le 
omposent. C'est plus parlant ave
 des exemples (et en dessinant un arbre).Exemples :1. si on lan
e trois fois une piè
e, la probabilité de faire � 3 fois pile � est :

P (P1 ∩ P2 ∩ P3) = P (P1)PP1
(P2)PP1∩P2

(P3) =
1

2
×

1

2
×

1

2
=

1

82. dans son tiroir, Agathe a 20 paires de 
haussettes : 12 paires à pois, et 8 paires rayées. Troisjours 
onsé
utifs, elle 
hoisit au hasard dans son tiroir une paire de 
haussettes. Si la paire està pois, elle la met, et si la paire est rayée, elle la met et la rempla
e dans le tiroir par une pairede 
haussettes à pois. Quelle est la probabilité qu'Agathe porte des 
haussettes rayées pendantles trois jours 
onsé
utifs ?Pour k ∈ [[1, 3]], on note Ak l'événement : � Agathe porte des 
haussettes rayées le jour k �On 
her
he don
 à 
al
uler P (A1∩A2∩A3) , et d'après la formule (des probabilités 
omposées) :
P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P (A1)PA1

(A2)PA1∩A2
(A3)Or P (A1) =

8

12 + 8
, PA1

(A2) =
7

13 + 7
et PA1∩A2

(A3) =
6

14 + 6don
 P (A1 ∩A2 ∩ A3) =
8× 7× 6

203
=

21

5004.4 Formules de BayesPropriété - formule de Bayes :si A et B sont deux évé-nements de probabilités nonnulles, alors
PB(A) =

P (A)PA(B)

P (B)

Exemple : retournons à Biarritz et 
al
ulons la probabilité pourque le groupe d'amis ait 
hoisi la dis
othèque Mundaka sa
hantqu'en entrant un titre de reggae est di�usé.Il s'agit de 
al
uler PR(B2)et grâ
e à la formule de Bayes, PR(B2) =
P (B2)PB2

(R)

P (R)On trouve PR(B2) =
1

3

(

40

100

95

300

)

=
1

3
×

120

95
=

40

95
=

8

19Remarques :� 
omme nous l'avons vu plus haut, 
ette formule dé
oule dire
tement de la dé�nition de la probabilité
onditionnelle.� la formule de Bayes sert à � remonter le temps. �. En e�et, elle permet de 
al
uler PB(A) ave
 Aqui pré
ède B au lieu de le suivre. Autrement dit : on 
her
he la probabilité d'une 
ause possible,
onnaissant le résultat de l'épreuve. Comme la probabilité qu'un patient soit réellement maladesa
hant qu'il a e�e
tué un test positif. 7



5 Indépendan
e5.1 Indépendan
e de deux événementsOn veut exprimer i
i le fait que des paramètres peuvent avoir une in�uen
e entre eux (ou pas).Par exemple, si on joue deux fois à pile ou fa
e, on a une 
han
e sur deux de faire fa
e au deuxièmelan
er, indépendamment du premier. Ce que l'on peut é
rire PP1
(F2) = PF1

(F2) = P (F ) =
1

2Ce n'est pas toujours le 
as, prenons un autre exemple :Dans une population, la probabilité de naissan
e d'un garçon est de 0, 52Par ailleurs, 2% des �lles et 1% des garçons présentent une luxation 
ongénitale de la han
he.De manière 
on
rète, on 
omprend don
 que 
ette luxation 
ongénitale est dépendante du sexe (elleest plus fréquente 
hez les �lles).On peut le démontrer de manière formelle ave
 les probabilités.Si on note F (resp. G) l'événement � naissan
e d'une �lle � (resp. d'un garçon) et L l'événement� avoir une luxation de la han
he �, alors l'énon
é nous indique :
PF (L) = 0, 02 et PG(L) = 0, 01 don
 PF (L) 6=PG(L), 
e qui illustre la dépendan
e luxation et sexe.De plus, la formule des probabilités totales nous permet de 
al
uler P (L) = P (F )PF (L) + P (G)PG(L)don
 P (L) = 0, 0148On 
on
luera par exemple en disant PF (L) 6= P (L) don
 les événements F et L sont dépendants.Dé�nition : on dit que deux événements
A et B, ave
 P (A) 6= 0 et P (B) 6= 0,sont indépendants si P (B) = PA(B) ou
P (A) = PB(A)

Remarque :� autrement dit, la réalisation de A n'a pas d'in-�uen
e sur la probabilité de B (ou ré
iproquement)� heureusement la dé�nition est symétrique :
P (B) = PA(B) ⇔ P (A) = PB(A)Propriété : A et B sont indépendants siet seulement si P (A∩B) = P (A)×P (B)

Remarque : dans la pratique, pour démontrer l'indé-pendan
e de deux événements, on utilisera don
 au
hoix la dé�nition (par exemple P (A) = PB(A)) oul'équivalen
e ave
 P (A ∩ B) = P (A)× P (B)5.2 Indépendan
e mutuelle d'une famille d'événementsDé�nition : soit (Ai)16i6m une familled'événements.On dit que les événements A1, . . . , Amsont mutuellement indépendantslorsque pour toute partie I de [[1, m]],
P

(

⋂

i∈I

Ai

)

=
∏

i∈I

P (Ai)

Remarque : pour montrer que A1, A2 et A3 sont mu-tuellement indépendants, on doit véri�er que






























P (A1 ∩A2) = P (A1)P (A2)

P (A1 ∩A3) = P (A1)P (A3)

P (A2 ∩A3) = P (A2)P (A3)

P (A1 ∩A2 ∩A3) = P (A1)P (A2)P (A3)Corollaire : si des événements sont mu-tuellement indépendants, alors ils sontdeux à deux indépendants. Remarques :� B la ré
iproque de 
e 
orollaire est fausse (
f.exer
i
e n°. . . sur les VTT-istes).� lorsqu'on répéte plusieurs fois de suite une mêmeexpérien
e aléatoire, les événements 
on
ernantles résultats des expérien
es su

essives sontmutuellement indépendants (par exemple le lan
erd'une piè
e ou d'un dé ou le tirage de boules dansune urne).Exemple d'appli
ation : voir l'exer
i
e des n tiragesave
 4 boules blan
hes et 6 boules noires.
Propriété : soit P une probabilité sur ununivers Ω et A1, A2, . . . , Am des événe-ments mutuellement indépendants.Si, pour 
haque i ∈ [[1, m]], on pose au
hoix Bi = Ai ou Bi = Āi, alors les événe-ments B1, B2, . . . , Bm sont mutuellementindépendants. 8


