ECG 1a - Lycée La Pérouse - Kerichen Mathématiques D.S. n°3 - 16 décembre 2023
Corrigé Total sur 61 points

Exercice 1 - vrai ou faux 5 points - 0,5 point par bonne réponse

Indiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

Pour cet exercice (seulement), vous n’avez pas besoin de justifier. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.
a) une suite arithmético-géométrique est toujours croissante

1
Faux, par exemple la suite définie par u,4+1 = FUn + 1 et up = 4 (on peut le voir avec u; = 3 ce qui suffit a

contredire (uy)nen croissante).
b) Pour a € R,Va? =a Faux car v/(—2)2 =2 # —2 (on sait que Va? = |a|)
c) la fonction & — /a2 — 2z + 1 est définie sur R

Vrai car le contenu de la racine est toujours positif ou nul, puisque 2% — 2z + 1 = (x — 1)2

n n

d) Z (Z) 2% = 3" Vrai car Z (Z) 2k = Z (Z) "Rk = (1 4 2)" = 3" (d’aprés la formule du binome de

k=0 k=0 k=0
Newton)

deg(P — Q) = deg(P) — deg(Q) Faux, on peut s’en convaincre avec P(z) =z et Q(z) =1

o —
N N

Si A C B alors P(A) > P(B) Faux, c’est le contraire (cf. cours), A C B = P(A) < P(B)

1= P(A)+ P(A) Vrai, cf. cours
si P4(B) = Pp(A) alors A et B sont indépendants  Faux, cf. cours
1
i) avec f définie sur R par f(z) =In(1+2?),y = 3 admet deux antécédents par f
Vrai, on peut résoudre I’équation ou étudier les variations (mais il faut les limites en —co et +o00, avec I’équation :

1 1
f(x):ln(1+x2):5@111(14—302):5(:)1—}—1:2:6%@x2:e%—1@x:—\/e%—10ux:\/e%—1

j) avec f définie sur R par f(x) =1+ 2%, f([~1;2]) = [1,4]

Faux car f(2) =5, donc 'image directe ne peut étre réduite a [1,4])

Exercice 2 - Python 3 points
On suppose que L contient une liste de 1000 nombres positifs
1. Ecrire un programme qui renvoie le minimum de la liste L 1,5 points
e .. .\ min=L [0]
Comme vu en cours, on définit initialement le minimum comme la premiére for i in range(l,len(L)):
valeur de la liste, puis on parcourt toute la liste et on met & jour le minimum if L[il<min:
dés que ’on rencontre une valeur strictement plus petite. min=L[i]

print (min)

2. Ecrire un programme qui renvoie le premier rang d’apparition du nombre 100 s’il apparait dans la liste et qui

renvoie —1 sinon. 1,5 points
. . . y 5 , n=0

Cette fois, or} Par,court la, liste, mais tanfc que 'on n a pas rencpntre la while n<1000 and L[n]!=100

valeur 100, d’out 'usage d’une boucle while. Comme il est possible que n=n+1

I’on ne rencontre pas cette valeur, il faut rajouter une condition d’arrét if n==1000

1%™m€ valeur print (-1)
else

print (n)

dans la boucle while, sinon dans ce cas, on testerait la 100
de la liste qui n’existe pas. Et il faut mettre cette condition en premier.

A la fin, si on trouve la valeur 1000, c’est que la valeur 100 n’a pas été rencontrée, il faut donc rajouter une
condition pour I'affichage.



Exercice 3 - somme 5,5 points
Pour a et b deux nombres réels, on note min(a, b) le minimum entre ces deux nombres, & savoir min(a, b) vaut a lorsque
a<betblorsquea>b

9
1. Calculer Zmin(f), k) 1 point
k=1
On remarque au préalable que pour k£ < 5, min(5, k) = k et pour k > 5, min(5,k) =5
9 5 9

donc Z min(5, k) = Z min(5, k) + Z min(5, k) par relation de Chasles

k=1 k=1 k=6
: : : 5% 6
et donc Zmin(S, k)= Z k+ Z 5= 5 +4 x 5 =35 (on a reconnu la somme des entiers de 1 & 5 pour la
k=1 k=1 k=6
premiére).
15
2. Calculer Zmin(?, k) 1 point
k=1
15 7 15 7 15
De maniére analogue Z min(7, k) = Z min(7, k) + Z min(7, k) = Z k+ Z 7
k=1 k=1 k=8 k=1 k=8
o 7x8
donc Zmin(?, k) = +8x7=84
k=1

3. Soit n > 2. Pour 7 un entier fixé tel que 1 < ¢ < n — 1, on note :
2

n
g min(i, k)
)

1
a. Montrer que u, (i) = (n + 5) 71— 5 1,5 points

Comme nous l'avons vu sur les premiers exemples, pour 4 fixé, tant que k¥ < 4, min(i, k) = k et pour
k > i,min(i, k) = i. On découpe donc & nouveau la somme a l’aide de la relation de Chasles :

z):imin(i,kz):imin(i,kz)—l— i min(z, k) Zkz—l— Z i
k=l k=1 k=i+1 k=1 k=i+1
or Z b — i(i ;L 1)
k=1

et Y i=(n—(i+1)+1)xi=(n—1i)xi/(carine dépend pas de k)

(somme d’entiers)

k=i+1
L i(i+1) Lo i s S N L 1. 2
donc u, (i) = 5 +(nfz)zf5+§+mfz fnszrExzf?doncun(z)f n+§ -5
S 1)(2n+1
b. En déduire que Zun(z) = nn+H@n+1) 2 points
i=1 6
D’aprés le résultat précédent,
U (i i——=|=(n+= i— = 1° par linéarité
=3 [(reg) -5 = () s
1)(2 1
or Zz— n(nf (somme d’entiers) et Zz = n(n+1)@2n+1) (somme des carrés des entiers de 1 & n)
i=1 6
doncZun _ 1 n(n+1)ilxn(n+1)(2n+1):2n+1xn(n+1)7n(n+1)(2n+1)
2 2 2 6 2 2 12
nn+1)2n+1) nn+1)2n+1) 1 1
= - = DEen+1) (- - —
1 12 et e (77 53
3 1 nn+1)2n+1)
= HEn+1) (= - =)=
n(n+1)(2n + )(12 12> 6



Exercice 4 15 points

3 1
On considére la fonction f définie sur Ry par f(z) = i +z2 et la suite (uy)nen définie par ug = 3 et Vn € Nyupy1 =
x
1. a. Pour z > 0, factoriser ’expression f(z) — z 1 point
Soit « > 0, alors par définition de f
3z 3z —z(1+2z) 3x—x—22% 22-22° 2x(l-2x)
142z 142z 1+ 2x 1+ 2x 142z
b. Montrer que Vx € [0;1], f(z) — 2 >0 1 point
Soit z € [0;1] alors > 0 et donc 22 > 0, deplusz < 1=0<1—=x etenfin 1 +2z >0
donc ’expression de f(x) —2 trouvée précédemment s’écrit comme un produit et quotient de termes positifs,
donc Vz € [0;1], f(z) —x >0
2. a. Calculer u; et us 1 point
1 3x 1 33
Par définition de la suite u; = f(ug) = f | = | = 2 __—2_°=
1= f(uo) f(2) 1+2x1 2 4
3 3x 3 2 3 9 2 9 x 2 9
de méme us = f(u1)=f (- ) = 43: 43:%:—x—:7:—
4 1+2x 3 1+3 5 4 5 2x2x5 10
b. Démontrer, par récurrence, que Vn € N0 < u,, < 1 2 points
On s’exécute, pour n € N, on définit P(n) : 0 < u, < 1
1
Initialisation : ug = 5 donc P(0) est vraie
Heérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie
3u
d’une part, par hypothése u,, > 0 donc 3u,, > 0 et 1 + 2u,, > 0 et donc 1+72n > 0 en tant que quotient
Unp
de termes positifs i.e. f(un) =tny1 =0
d’autre part, par hypothése & nouveau, u, < 1 donc u, + 2u, < 1+ 2u, i.e. 3u, <1+ 2u,
1 1 1
de plus 1 +2u, >0= —— >0 donc —— x 3u, < ———— x 1+ 2u,, et donc ——— <
prus L 2t 1+ 2u, 152w, 2" S Tiag, T2 1+ 2u,
ie f(uy) = upt1 <1 et done finalement 0 < up11 < 1 done P(n + 1) est vraie, d’ou 'hérédité
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. 0 < u, < 1
c. Etudier les variations de la suite (4 )nen 1 point
D’aprés la question précédente, Vn € N, 0 < u,, < 1 et d’apres 1.b., z € [0;1] = f(z) —x >0
donc Vn € N, f(uy,) — uy = 0 ie. upr1 — uy, = 0 et donce la suite (uy,)nen est croissante.
377/
d. Montrer que Vn € N, u,, = 1 2 points
377/
Encore par récurrence, pour n € N, on définit Q(n) : u, = il
Initialisation : Q(0) est vraie < 3 ! L i est vrai, donc Q(0) est vrai
nitialisation : est vraie & ug = —— = —— = — ce qui est vrai, donc est vraie
T30 4+1 141 2°d
Heérédité : soit n € N, on suppose que Q(n) est vraie
3
alors par définition de la suite u,+1 = f(u,) = HLQ" et donc par hypothése
Un,
3n 3% 3" gn+1 gn+1 gn+1
DR ot = S x> SR = S iz SN x> S SRV et IO i
n+l = 3 = 2x37 . BnEi4dxan | Ifsxan e T 1
1+2x 3207 1+ 55 S ) 1;Fn?’+1 3n4+1 " 1+ 3nt 14 37+
donc Q(n + 1) est vraie, d’ou I'héréedité
377/
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, Q(n) est vraie, i.e. u, = T
3. Soit la suite (vy,)nen définie, pour tout entier naturel , par v,, = i Un
—u,
a. Montrer que la suite (vy)nen st une suite géométrique. 1,5 points
u
Pour n € N, par définition des suites (v, )nen €t (4n)nen, Unt1 = i "t ot alors
— Un+1
3uy, 3uyn 3un
v _ 1+7§un — 1+7§un — 1+7§un — Sun > 1 + 2un — Sun — 3 > Up _ 3’U
n+1 1 _ _Bun 1+2u, —3uy 1—uy 1+ 2u, 1—u, 1—u, 1—u, "

14+2u, 14+2un, 14+2up,
donc (vp,)nen est une suite géométrique de raison 3



b. Exprimer v, en fonction de n, pour tout entier naturel n 1 point

Par propriété sur les suites géométriques, Vn € Ny v, = v x 3"
1 1

u 1 1
or par définition vy = L= 2 T = % =1donc Vn € Nju, =1x 3" =3"
—un 1=z 3
c. Retrouver ’expression de u,,, pour tout entier naturel n 1,5 points

Dans un premier temps, on inverse la formule qui définit v,, (on peut aussi directement injecter son expres-
Un

sion) : soit n € N alors v,, = . et donc vy, (1 — up) = uy, PUIS vy, — URVy = Uy,

- Un
n

soit u,, =
+ vy, 1437

de v, trouvée a la question précédente (la division par 1+ v,, était bien possible car v, = 3" = 14v,, # 0)

donc u,, + unv, = v, et de fait w,(1 4+ v,) = v, et enfin u,, = d’apreés I’expression

4. Avec Python,

a. Ecrire un programme qui créée une liste contenant les 100 premiers termes de la suite w, puis représente
graphiquement la suite avec ces termes et sous la forme d’un nuage de points. 1,5 points

On définit d’abord la liste des termes avec la syntaxe incluant une boucle for dans la définition de la liste
et en utilisant la formule explicite de la suite.

Puis pour la représenter un simple plot (u) suffit puisque ;. ¢ natplot1ib.pyplot as plt

les abscisses sont alors implicitement 0,1,...,99 (il faut u=[3%*n/(3**n+1) for n in range(0,100)1]
bien sir avoir chargé la librairie adéquate au préalable) et plt.plot(u,’+’)

on ajoute le + pour obtenir le nuage de points. plt.show()

b. On admet que la suite converge vers 1, déterminer le premier rang de la suite pour lequel |u, — 1| < 107°

1,5 points
On calcule de maniére itérative les termes de la suite en uti-  import numpy as np
lisant la liste définie plus haut (sinon on remplace u[n] par n;(_)l be (uln]-1)>10%%(—8)
. . while np.abs uln]j- -
3**n/(3**n+1), et « tant que » la condition n’est pas atteinte. n=n+1p
On va de fait utiliser une boucle while (on trouve 11 ici) : print (n)
Exercice 5 - la forét 6 points

Une forét se compose de trois types d’arbres :

e 30% sont des chénes;

e 50% sont des peupliers;

e 20% sont des hétres.

Suite & une tempéte, une maladie se déclare et touche 10% des chénes, 4% des peupliers, et 25% des hétres.

1. Au sein de cette forét, quelle est la probabilité qu’un arbre (pris au hasard) soit touché par cette maladie ?

En notant M ’événement : « 'arbre est malade » et C, Pe et H les événéments respectifs : « ’arbre est un chéne
(resp. un peuplier, un hétre)« , comme C, Pe et H forment un systéme complet d’événements, la formule des
probabilités totales nous donne :

PM)=PMNC)+ P(MNH)+ P(MnN Pe)=P(C)Po(M)+ P(H)Py(M) + P(Pe)Pp.(M) 1,5 points
donc P(M)=0,3%x0,14+0,5x0,04+0,2x0,25=0,03+0,02+0,05=0,1 soit une chance sur 10

2. Sachant qu’un arbre est malade, quelle est la probabilité que ce soit un chéne ? 1 point

On cherche Py (C) et cette information ne nous est pas donnée directement donc on utilise la formule de Bayes :
P(C)Pc(M) 0,3x0,1
P - —
w(C) P(M) 0,1

= 0,3 (en utilisant les données de I’énoncé et P(M) calculé précédemment)

3. En se promenant dans la forét, on se retrouve face & un arbre sain, quelle est la probabilité qu’il s’agisse d’un
peuplier 7 1 point
De méme, étant donné qu’un arbre sain est le contraire d’un arbre malade :

P(Pe)Pp.(M 0,5x0,96 48 8
P (pey— PPOPR(N) 050,96 48 8
P(M) 0,9 90 15

car Ppe(M)=1— Pp(M)=1-10,04=0,96 et P(M)=1—P(M)=1-0,1=0,9

4. Les événements « un arbre de la forét est touché par cette maladie » et « un arbre de la forét est un peuplier »
sont-ils indépendants ? 0,5 point

Concrétement on voit qu'’il y a une dépendance : en proportion il y a moins de peupliers malades que d’arbres
malades en général.
Mathématiquement on le justifie avec Ppe(M) # P(M), en effet Ppo(M) = 0,04 et P(M) = 0,1



5. Pour faire le parquet de votre maison, vous avez besoin de trois arbres. Quelle est la probabilité que votre parquet
soit composé de trois bois différents ? (les arbres sont pris parmi ceux qui sont touchés par la maladie). 2 points

On s’intéresse donc au « tirage » de 3 arbres parmi les malades. On considére que les tirages sont mutuellement
indépendants et ne modifient pas les probabilités (comme un tirage avec remise donc).

au sein de ces tirages, il y a 3! = 6 fagons de tirer 3 arbres différents (celles qui correspondent aux 6 branches
qui donnent 3 arbres différents dans 'arbre de probabilités).

chacun de ces tirages a pour probabilité Py (C) x Py(Pe) x Py (H)

donc la probabilité recherchée vaut 6 x Py (C) x Ppr(Pe) x Py (H) car ces 6 tirages sont incompatibles

comme 3 la question 2., on trouve

P(Pe)Pp.(M) 0,5 x 0,04
Py (Pe) = (;)(1\;)( ) _ 0X1 =0,2 et Py(H) =1— Py(C) — Pyy(Pe)=1-0,3-0,2=0,5

donc la probabilité recherchée vaut 6 x 0,3 x 0,2 x 0,5 =0, 18

Exercice 6 - tirages 8,5 points

On suppose que 'on dispose de deux urnes :

e 9/ composée de deux balles rouges et deux balles bleues

e %p composée d’une balle rouge et trois balles bleues

Le but de l'exercice est d’étudier deux jeux de tirage dans ces urnes, avec ou sans remise.

Pour n € N*, on note R,, ’événement « on tire une balle rouge au n'®™® tirage » et B, I’événement : « on tire une
balle bleue au n'*™¢ tirage ».

Le premier tirage s’effectue toujours dans 1’urne rouge ; puis le tirage numéro n s’effectuera dans 'urne de la couleur
de la balle obtenue au tirage numéro n — 1

On suppose qu’il y a équiprobabilité du choix des différentes balles.

1. Dans cette question, on effectue une succession de tirages avec remise selon le protocole décrit au début de

I’exercice.
On note également, pour n € N*,r,, = P(R,,) et b, = P(B,)
1
a. Soit n € N*, justifier que P(R,,) # 0 puis Pg, (Rp+1) = 3 1 point

Il s’agit d’un tirage avec remise, donc a chaque tirage et peu importe I'urne dans laquelle on D'effectue, il y
a toujours au moins une balle rouge, donc P(R,,) # 0

par ailleurs, d’aprés les hypothéses de 1’énoncé, si une boule rouge est tirée au piéme tirage, alors le tirage
suivant, i.e. le n+ 1€ g’effectue dans 'urne %5 dans laquelle se trouvent deux balles rouges et deux balles

1
bleues, chacune d’entre elle pouvant étre tirée de maniére équiprobable, ce qui s’écrit Pg, (Rp+1) = 3
1 1
b. Démontrer que pour tout n € N* : r,, 1 = i + 1 1,5 points

Il y a deux facons d’obtenir une balle rouge au n + 1*™¢ tirage, soit en ayant obtenu une balle rouge au
tirage précédent, soit en ayant obtenu une balle bleue L
autrement dit, d’aprés la proprété du cours P(R,+1) = P(R, N Rypt1) + P(R, N Ryy1)

donc P(Rp+1) = P(Rn) PR, (Rnt1) + P(Ry) Pr-(Rn1) par définition des probabilités conditionnelles

1 1
or d’apreés la question précédente P, (Rn41) = 5 et de méme Pr—(R,41) = 1 (dans ce dernier cas, c’est la

probabilité d’avoir une balle rouge, sachant que 'on effectue le tirage dans %5 ou se trouvent 1 balle rouge
et 3 balles bleues)

1 — 1. 1 1 1 1 1 1 1
donc P(R,+1) = P(R,) X 3 + P(R,) X 1 ie.rpyy = 57’"+ Z(lfrn) = (5 - Z) T+ 1= ZTnJrZ avec la
notation proposée par I’énoncé : r,, = P(R,,),on a alors r, 1 = P(R,1) et car P(R,)) = 1—-P(R,) =1—7,

c. En déduire le terme général de (1, )nen+ puis celui de (b, )nen 2 points

Avec la relation trouvée, & la question précédente, on reconnait une suite arithmético-géométrique, on

cherche dans un premier temps un point fixe :

1 1 3 1 1 . . . P 1
a= a + 1 & 191 Sa=1lea= 3 et on introduit alors la suite (v, )nen+ définie par v, = r, — 3
1

soit n € N*, par définition v,11 = rp1 — 3

L 1 1 1 1 3 4 1 1 1 1 1
doncpardeﬁnltlondern,vnH:ZrnJerg:ZanLﬁfﬁzzrnfE:Z e i
d cométriaue de raison L d . (Tt
onc (vy)nen est géométrique e raison - donc Vn € N, v, = 1 VL= T X

1 1 1
orvy =71 — - = —- —

3=573~§ car par hypothése ry = 3 (car on tire dans 'urne g au premier tirage)



et donc Vn € N*,
1 1 1 1 1 1 1 1
Up = = X orVnEN,rnzvn—l—gdoncrn:— 7:5(1—1—7)

6 An-1  2x4n-1’ 3 e xan 2 % 4n—1
enfin, pour n € N*, comme B,, = R,, alors P(B,,) =1— P(R,) ie. b,=1—1,

donc b 1 ! 1+ L L 2 L
n n — — = _— = — -
3 2 x 4n—1 3 2 x 4n—1

2. Dans cette question, on effectue trois tirages successifs sans remise selon le protocole décrit précédemment.
1
a. Justifier que Pg, (R2) = 3 puis déterminer également Pg, (R2) 1 point

On cherche dans un premier temps la probabilité de tirer une balle rouge au deuxiéme tirage sachant qu’une
balle rouge a été tirée au premier tirage

or ce premier tirage a été effectué dans 'urne %r par hypothése et il entraine d’une part que le second
s’effectuera dans 'urne % et d’autre part que cette urne sera alors composée d’une balle rouge et de deux
balles bleues (car la balle rouge tirée au premier tirage n’a pas été remise dans ['urne %g), donc le tirage

de chacune des trois balles étant équiprobable, on trouve Pg, (R2) = 3

1
et de maniére analogue, Pp, (Rz2) = 7 car si une balle bleue a été tirée au premier tirage (dans 'urne Zg),

on effectue le deuxiéme tirage dans 'urne %5 dont la composition n’a pas été modifiée (elle contient donc
toujours une balle rouge et 3 balles bleues).

b. Calculer P(R3) 1,5 points

Comme & la question 1.b., il y a deux facons d’obtenir une balle rouge au 2'*™¢ tirage, soit en ayant obtenu
une balle rouge au premier, soit en ayant obtenu une balle bleue. Autrement dit, d’aprés la proprété du
cours : P(Ry) = P(R1 N Ry) + P(RiNR2) = P(R1NRy) + P(BiNRy) (car Ry = By)

donc P(Ry) = P(R1)Pg, (R1) + P(B1)Pg, (R2) par définition des probabilités conditionnelles

or P(Ry) = P(By) = 5 (deux balles bleues et deux balles rouges dans I'urne % au début) et d’aprés la
1 1 1 1 1 4 3 7

1
23 316 s T T !
c. Calculer Pg,(Ry) 1 point

1 1
question précédente Pr, (Rz2) = 3 et Pp, (R2) = 1 donc P(Ry) =

Il s’agit ici « d’inverser le temps » (connaitre la probabilité d’avoir tiré une balle rouge en premier sachant
qu’une balle rouge a été tirée au deuxiéme tirage), donc on utilise la formule de Bayes :
P(R)Pr,(R2) 3x3 1 24 6x4 4
i 6" 7 -

Pr,(Ry) = Ps) = 7 = X T T exT =7 (toutes les probabilités étant connues avec les
questions précédentes)
d. Que dire de ’événement Ry N Ro N R3? 0,5 point

C’est I’événement impossible autrement dit P(Ry N Ra N R3) = 0, car tant qu’on effectue que des tirages de
balles rouges on réalise les tirages dans 'urne %y et comme les tirages sont sans remise, aprés deux tirages
il n’y a plus de balle rouge dans 'urne %g. Autrement dit, avec la formule des probabilités composées :
P(Rl n RQ N Rg) = P(Rl)PRl (RQ)PRIQR2P(R3) =0 car PRIQRZP(Rg) =0

Exercice 7 6 points

Soit @ un nombre réel fixé. On considére le polyndéme P défini par :
Vr eR,P(z) =2 — (a+2)2* + (2a+ )z —a
1. Donner le degré de P 0,25 point

P est de degré 3 car le terme de plus haut degré est 2° quelle que soit la valeur de a

2. Montrer que P admet une racine évidente. 0,5 point

Soit a € R, alors 1 est une racine évidente car P(1) = 1> — (a+2) x 12+ (2a+1)x1—a=1-a—2+2a+1-a=0
(la aussi, indépendamment de la valeur de a)

3. En déduire P sous forme factorisée, et donner les racines de P 2,5 points

Comme 1 est une racine de P, on sait que P peut s’écrire sous la forme P(z) = (x—1)Q(x) ou Q est un polynome
du second degré donc Q(z) = Az? + Bz + C ot A, B et C sont des nombres réels

donc (z—1)Q(z) = (v —1)(Az* + Bz +C) = Az®+ Ba* + Cr— (Ax* + B +C) = A2* +(B—A)2* +(C—B)z—C
or P(z) =2 — (a+2)2® + 2a+ 1)z —a

donc par identification A =1 puis B—A=—(a+2)=B=—(a+2)+A=—-a—-2+1=—-a—-1=—(a+1)et
enfin —C' = —a donc C' =1



de fait Q(z) = 2* — (a + 1)z + a or ce polynéme admet & nouveau 1 comme racine évidente, de fait (comme
A =1) le produit des racines vaut a et sa deuxiéme racine vaut a

ce que P'on peut retrouver avec (z — 1)(z —a) =2°> —az —z+a=2>— (a+ Dz +a

finalement Q(z) = (z — 1)(z — a) et donc P(z) = (z — 1)Q(z) = (z — 1)(z — 1)(z — a) = (z — 1)*(z — a)

4. Donner, suivant les valeurs de a, le nombre de racines de P 0,25 point
D’apres la question précédente, on sait que 1 et a sont les racines de P, de fait Va € R\ {1}, P a 2 racines mais
si a =1 alors P n’a qu’une seule racine (c’est 1 qui est alors « racine triple %)

5. Dans cette question, on suppose que a = 3

a. Résoudre l'inéquation P(x) <0 1 point
D’aprés la question 3., on sait qu’alors P(z) = (z — 1)*(x — 3)
donc (2 — 1)? étant toujours positif ott nul, P(z) est du signe de = — 3 et donc P(z) <0<z —3 <0
orx—3<0<x<3donc P(z) <0<z <3ie x€]— 00,3

b. En déduire I'ensemble des solutions de I’inéquation : e?* — 5et +7 — 3¢t <0 1,5 points
On voit le lien avec le polyndme, mais pour le rendre encore plus clair au niveau des puissances des
exponentielles, on va multiplier ’équation par e’
soit t € R, on note I I'inéquation, alors
Iee® —5e'+7-3e ' <0ee(e* —5e' +7—3e") <e' x0car e’ >0 (pour tout réel ¢)
donc I < e* —5e* + Te! =3 <04 Pe!) <0 (car efe ' =t !t =0 =1)
or d’aprés la question précédente, P(z) < 0 < x < 3 donc P(e') < 0 < e' < 3 et donc P(e') < 0 &
In(e’) < In(3) car la fonction In est croissante ainsi que I'exponentielle (pour I’équivalence)
finalement I < In(e') < In(3) < t < In(3) (car In(e') = ¢ pour tout réel ¢) donc . =] — oo, In(3)]

Exercice 8 - des fonctions polynomiales 12 points

On considére, pour tout entier n non nul, la fonction polynomiale f,, définie par : Vo € R, f,,(x) = (1 4+ 22)" — 2"z"

1.

a. Donner les formes développées des fonctions f1, f2, f3. Dans chacun des cas, déterminer leurs racines.
fi(z) = (1+2x)" —2'2' =1+ 22 — 22 =1 donc f; n’admet pas de racines 2 points
1
o(z) = (14 22)% — 2222 = 1 4 4z + 42 — 422 = 1+ 4z donc fo admet pour unique racine ——
4

Et en utilisant la formule du binéme de Newton, on obtient :
f3(@) = (1+22)° —2°2° =1+ 3 x 22 + 3 x (22)® + (22)® — 82° = 1 4 6z + 1222
On en déduit que f3 n’admet pas de racines (A = 6% —4 x 1 x 12 = —12)

1
b. Développer la fonction f4. Vérifier que f4 s’annule en - puis en déduire les racines de fy 3 points

4
De nouveau avec la formule du binome de Newton (et sachant que (2) = 6), on obtient :

fa(x) = (14 22)* — 2% =1+ 4 x 20+ 6 x (22)? + 4(22) + (22)* — 162* = 1 + 8z + 242* + 3223
Le calcul ci-dessous est possible avec les deux formes de f4, on utilise ici celle donnée par I’énoncé (plutot
que la forme développée juste au-dessus).

On t f1 1+2><142414 1y 2 1y 140

n trouve -~ = - - o) = () 2 (Z2) —(Z2) =
uv 4 4 4 2 44 2 2

Or, f4 est un polyndéme de degré 3, on en déduit que f4 peut s’écrire sous la forme :

1
fa(z) = <x + Z) Q(x) ou Q est un polyndéme de degré 2

En écrivant Q(x) = az?® + bz + ¢ ou a, b, ¢ sont des réels, on obtient :

1 1 1 1 1 1
fa(z) = ax® + ba? + cx + Zaz2+ szJr Zc:angr <b+ Za) z? 4 (ch Zb) x+ 1°
donc en identifiant les coefficients avec la forme développée de f4 obtenue plus haut, on trouve :

1 1 1
a=32 b+1a:24 c—l—zb:S Zc:l etdonca=32 b=16 c=4

puis en remarquant que le discriminant de Q(z) est strictement négatif (A = 162 —4x 32 x4 = 16%(1—2) =
7162) on en déduit que @) n’a pas de racine et donc que f4 n’a pas de racine supplémentaire. f; n’admet

donc que — comme racine.
a. Donner la forme développée de la fonction f, 1,5 points

Soit n € N et € R alors d’aprés la formule du bindme de Newton,
n n n—1

(142 =" (Z) 1k (2a)k =Y <Z> 2kt = 3" (Z) 2k (Z) 9ngn

k=0 k=0 k=0



d’apres la relation de Chasles (possible carn > 1=n—12>0)

n—1
donc (1 +2z)" = Z (Z) okxk 1 oma™ car (n) =1
n

k=0
n—1 n—1
et donc fp,(z) = (14 22)" —2"a" = kz_o (Z) okgh 4 ongn — ongn — kz_o (Z) 2k

. Montrer que pour tout entier n > 1, f,, est de degré n — 1 et déterminer son coefficient dominant.0,5 point
n—1
Avec expression de la question précédente, f,(z) = Z <
k=0

n

k:> 2FzF on trouve que le terme de plus haut

degré est ( " 1) 2"~ 1gn=1 (dernier terme de la somme pour k = n — 1)

n
donc f,, est bien de degré n — 1 et son coefficient dominant est n2"~! (car ( 1) =n)
n—

. Montrer que pour tout entier n > 2, la dérivée de f,, est donnée par : f) (z) = 2nf,_1() 1 point

Ici encore plusieurs options sont possibles pour la dérivation, et la forme initiale est de nouveau pratique
(en utilisant notamment la dérivée de u™ qui est nu/u""') :
fi@)=nx2x(1+22)" 1 —2" xnxa" ' =2n[(1+22)" "t —2" 12" = 2nf,_(x)
1
. Calculer, en fonction de la parité de n, f, <_Z> 1,5 points

1 1\\" " n\" 2\"
Toujours avec la forme initiale : f,, (Z) = <1 + 2 x (Z)) —2" (Z) = (5) — <Z>

donc £, (%) B S G DA et Gt O

2n 2n 2n

1
de fait si n est pair alors (—1)" =1 et donc f, (_Z) =0

NS
2n_2n71

1
et si n est impair alors (—1)" = —1 et donc f, (_Z) =9

. Déduire des deux questions précédentes, en raisonnant par récurrence, que pour tout entier n > 1, « la

fonction fs, admet comme unique racine ~1 et la fonction fo,11 n’admet aucune racine ». 2,5 points

L’hypothése de récurrence nous est donnée, on peut la rappeler (pour n € N) :

P(n): « fan, admet comme unique racine 1 et fon+1 n’admet aucune racine »

Initialisation : on commence avec n = 1

P(1) s’écrit « fo admet comme unique racine —i et f3 n’admet aucune racine », ce qui est le cas comme
nous ’avons vu plus haut.

Heérédité : soit n > 1, supposons que P(n) est vérifiée.

D’apreés 3.a), fa,.0(2) = 2(2n + 2) fon41(2)

1
or par hypothése de récurrence fs,+1 n’admet aucune racine et d’apreés la question précédente fo,, 1 ( Z) >

0, de plus fa,,4+1 est continue, donc Vo € R, fo,+1(z) >0
donc Vz € R, f3,,5(x) > 0 et de fait fo, 4o est strictement croissante.

1 1 1
or d’aprés 3.b) fonio (_Z) =0 donc Vz € } —00, —— [,f2n+2(x) <0etVze } e +oo[,f2n+2(x) >0

4
au passage, nous en déduisons que —— est I’unique racine 1
4 x —00 —— +00
de foni2 4
!/ !/
de plus, f5,,3(x) = 2(2n+ 3) foni2(x), donc f5, 5 est de Fone () I N

méme signe que fo, 1o de fait fa,13 est décroissante sur

—00, 1 et croissante sur 1 +0o0
. 1 font2 O/
or d’aprés 3.b) fonis ~1 > 0, donc Va € —
R, fonts(x) > 0 et donc fa,4+3 n’admet pas de racine. fonta(x) - 0 +
D’ou la validation de P(n + 1) (qui inclut donc fa,,42 et /
Sonys(x) - +

font3)- De fait par théoréme de récurrence, Vn > 1, P(n)
est, vraie. \ /
Pour y voir plus clair, on peut résumer la situation dans fanss
un tableau (de signes et variations) :




