ECG 1 - mathématiques appliquées TD 7 - Probabilités sur un univers fini Novembre - décembre 2024

Corrigés des exercices ou questions non abordés en classe (et
un peu plus).

Calcul de probabilités

Exercice 3

Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10. On tire trois fois
de suite une boule avec remise.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir trois nombres dans un ordre
strictement croissant ?

Pour i € [1,10], on définit les événements :

e A; : «on tire la boule ¢ au premier tirage » ;

e 3, : «on tire la boule ¢ au premier tirage » ;

e (; : «on tire la boule ¢ au premier tirage ».

De plus on va appeler D I'événement « on obtient trois nombres
dans un ordre strictement croissant ».

donc D = UAm[ U Bjm< U Ck>]

1<i<8 i+1<5<9 J+1<k<10

U U U 4anpnd

1<i<8i+1<j<9 j+1<k<10
or pour les valeurs de ¢, j et k, les événements A, N B; N Cj, sont
deux & deux incompatibles (la valeur d’au moins un des trois
nombres change).

8

donc P(D) = Z 29: i P(A; N B;NCy)

1=1 j=i4+1k=j+1

1\3
de plus pour tout 4, j, k, P(A;, N B; N C}) = ( )

10
8
donc P(D Z

S PP

8 9—1
or Z Z Z 1= Z Z (10 —j) = Z Zj’ (changement
i=1 j=i+1k=j+1 i=1 j=i+1 i=1 j'=1

d’indice j' =10 — j)

.- (9 —i)(10 —
done Z1 Z—i—lk—le:Z( ); )
<8><90—19Zz+2 >

8
290—191—1-@
=1
8 x9 8><9><17)

8
2 * 6

donczz Zl

i=1 j=i4+1 k=j+1
120

120
donc P(D) = ——~
one P(D) = {555 = 100 25

[\Dl}—‘

720 — 19 x

N | — [\Dl}—k

. Quelle est la probabilité d’obtenir trois nombres dans un ordre

croissant ?
On peut reprendre la démonstration précédente, cela change les
10 10 10
indices de début et de fin des sommes :Z Z Z
i=1 j=i k=j
On peut aussi ajouter les cas « d’égalité » au calcul précédent,
mais ce n’est pas si facile.



Conditionnement

Exercice 7

Trois urnes contiennent des boules blanches et noires :

e [J; contient 2 blanches et 3 noires

e [J, contient 4 blanches et 2 noires

e U3 contient 6 blanches et 1 noire.

On effectue trois tirages successifs de la maniére suivante :

e on tire une boule de Uy, on note sa couleur, on met cette boule dans
I'urne U,

e on tire une boule de U,, on note sa couleur, et on met cette boule
dans 'urne Us

e on tire une boule de Us et on note sa couleur.

Calculer la probabilité pour que les trois boules tirées soient de la
méme couleur.

En notant les événéments :

e By, By, B3 : «on tire une boule blanche dans 'urne 1 (respective-
ment dans 1'urne 2, dans 'urne 3 » ;

e Ny, Ny, N3 : «on tire une boule blanche dans 'urne 1 (respective-
ment dans 'urne 2, dans 'urne 3 ».

alors ’événement A : « les trois boules tirées sont de la méme couleur »

s'écrit A = (Bl N Bg N Bg) U (Nl N N2 N Ng)

donc P(A) = P(B; N By N B;) + P(N; N Na N N3) car les événéments

(B1 N By N Bs) et (N7 N Ny N N3) sont incompatibles

de plus d’aprés la formule des probabilités composées :

P(Bl N BQ N Bg) = P(Bl)PBl(BZ)PBlﬂBQ (Bg) et

P(Ny N Ny N3) = P(Ny)Pn, (Na)Pnyan, (INV3)

or par définition de Iexpérience : P(B;) = 5 Py, (B>) g
7 3 3 2
PBlﬂB2<B3> == §7 P<N1) = 37 PNl(NQ) = ?7 PBlﬂB2<B3) = 3z
2 5 7 3 3 2 70 + 18 88
PA)= = X 2 X =, 42 x S x = = =
done P(4) 5lj7x§1’+5x7x8 BXx7Tx8 BHxTx3
P(A) = —
done P(4) = === = 5=

Exercice 9
On s’intéresse a deux piéces de monnaie indiscernables. L’une (la piéce

1
numeéro 1) donne pile avec la probabilité 5 et Pautre (la piéce numéro

1
2) donne pile avec la probabilité —.

On effectue des lancers successifs de la fagon suivante : on choisit une

piece de monnaie au hasard, on la lance. On relance la méme piéce

jusqu’a ce qu’elle donne face, et dés qu’on obtient face, on change de

piéce et on recommence.

e Pour k£ € N*, on note Ay I’événement : « on lance la piéce 1 au
lancer »

e Pour & € N*, on note By, ’événement : « on obtient pile au k*™®
lancer »

e Pour k& € N*, on note u, = P(Ag).

kéme

1. Pour k entier tel que k > 2, exprimer u; en fonction de ug_;.

Il y a deux facons de lancer la piéce 1 au £'®™°, soit c’est elle qui a
été lancée au lancer précédent et le résultat a donné « pile », soit
c’est la piéce 2 qui a été lancée au lancer précédent et le résultat
a donné « face ». Mathématiquement, par propriété :

P(Ar) = P(Ap1 N AR) + P(Ap1 N AR)

donc P(Ak) = P(Ak—l)PAk,l(Ak) + P(Ak—l)PKP(Ak)
or par définition P(Ax_1) = ux_1 et P(Ay) = ug

de plus P(4;_1) =1— P(A,_1)

1
et par définition de expérience Py, | (Ax) = 3 et Pr—P(Ax) =
D

d ! +5(1 ) Lo +5 ! +5
oncuy = zUp—1+=(1-up—1) = | z — = | Up—1+= = — s U1+
e k-1 5 ) W1t g U115

2. En déduire, pour n € N* la probabilité u, de lancer la piéce
numéro 1 au n°"¢ lancer.

(Up)nen+ définie plus haut est donc une suite arithmético-
géométrique, on va donc 'expliciter selon la méthode habituelle :
dans un premier temps, on cherche le point fixe :



1 o 4 Y 5 3 5
a:—§a+—4:>—a:—4:>a:—x—:—

6 3 6 6 4 8
on introduit alors la suite auxiliaire définie pour n € N* par
5
Up = Up — g
alors pour n € N*, v =u ————lu +§—§d’arésl
p s Un4+1 — WUn41 3 — 3 n 6 3 p .
d 1 N 20 15 1 n 5 1 5
OCTL = ——=Up — — — = —Up _— = —— n— = =
He it = gt T o o T3 T o T T3\ T
1
3
donc (v, )nen= est une suite géométrique de raison —3
1 n—1
donc Vn € N*, v, = —3 o
5 1 5 1
or v; :u1_§ =378~ "% car u; = P(A;) = 3 (on choisit la

piéce au hasard pour le premier lancer)

d Vn € N* ! X N
onc Vn Uy = —— ——
’ 8 3

orun:vn+§ 1
» 5 1 1\""
dochnEN,un—g—gx <_§)

. Pour n € N*, on note r, la probabilité d’obtenir pile au n®™
lancer.

a. Pour n € N*, exprimer r,, en fonction de u,,.

Concrétement, il y a deux facons de faire pile au n®™¢ lancer,
avec la piéce 1 ou avec la piéce 2. Mathématiquement,
par propriété : P(B,) = P(A, N B,) + P(A,N B,)

donc P(B,) = P(An)Pa,(By) + P(A,) P P(B,)

or par définition P(B,) = r,, P(A,) = u, et P(A,) =1—u,
et par définition de U'expérience Py, (B,) = 5 et Pr—(By) =
1

6

1 1 1 1 1 1 1
doncrnziun—i_é(l_un): (5_6)un+_:_un+_

. Déterminer lim r,.

n—-+o0o

1 1
La relation r,, = —u, + = nous permet d’expliciter r, grace

au résultat de la question 2., on trouve donc

L (5 1>< 1\"! +1d 5 1.1
Tp =z - — = —= —doncr, = ——=-X2
3718 8 3 6 24 8 3

1 n
or <—§) — 0 (forme ¢" avec —1 < ¢ < 1)

donc par opérations (addition et produit) r,, — 3



Hors catégorie

Exercice 16 - le crépier amnésique

Nous avons recruté un crépier pour célébrer la chandeleur, mais il a la
facheuse tendance a oublier s’il a retourné sa crépe ou non. De sorte
qu’une crépe sur deux est « mal retournée » (soit trop de fois, soit pas
assez). On suppose qu'il effectue 10 crépes.

1. Quelle est la probabilité que les 10 crépes soient réussies (bien
retournées) 7

En notant R; 'événement : « la i*"® crépe est réussie ».

10

L’événement qui nous intéresse ici est R4 N RyN---NR1g = m R;
i=1

or les événements (R;)1<i<10 sont mutuellement indépendants

10 10 10 4 N1
2. Quelle est la probabilité qu’il réussisse exactement 8 crépes?

En notant B cet événement,
B=(RiNRyN---NRsNRyN Ryo) U(R N RyN---N Ry N Rg N
RyNRyp)U---U(RINRyNR3N---N Ryp)

plus précisément il faut choisir 8 crépes réussies parmi les 10 (ou
10) = 10X9 5 choix
2) 2

et chacun de ces choix (événements tels que B = (RiN RN ---N
Rg N Ry N Ryp) sont incompatibles deux a deux donc

P(B) = P(RiNRyN---NRgN RyN Ryp) + P(RiNRyN--- 1N
RiNRgNRyN Ryg) + -+ PRy NRyNR3N---N Ryp)

or par indépendance mutuelle de (R;)1<i<c10 et par
propriété P(R, N Ry N --- N Ry N Ry N Ry) =
P(R)P(Bs) ... P(R)P(Ry) P(F) = 55
de méme la probabilité de chacun de ces 45 événements a pour

2 crépes ratées parmi les 10) et il y a (

1
probabilité on

1 4
donc P(B) =45 x o = Q—i

3. Quelle est la probabilité qu’il réussisse au moins 7 crépes?

1 1 1
De maniére analogue, il y a <7O) = (3()) = w =120

fagons de placer les 3 crépes ratées (ou les 7 crépes réussies) et
chacune de ces combinaisons a pour probabilité —

120
donc la probabilité de I’événement recherchée ici est on

Exercices plus difficiles

Exercice 17

1. On pioche simultanément 3 cartes dans un jeu de 32 cartes. Dé-

terminer la probabilité d’obtenir :
a. exactement une dame

Soit A I’événement « obtenir exactement une dame »
tous les tirages de trois cartes étant équiprobables,
(A) card A 19 32 32 x 31 x 30
= or card () = =
card 2 3 3!
card Q2 = 32 x 31 x 5 = 4960 (trois cartes a tirer parmi 32)

et card A = <le> X (228> =4 x (228> =4x14 x27=1512

cela correspond au tirage d’'une dame parmi les quatre et de

deux cartes parmi les 28 autres cartes.
4 x 14 x 27 8 X T x27 189
donc P(A) el © X

T 32x31x5 8x4x3lx5 620

b. au moins une dame (2 méthodes possibles)

On appelle B I’événement « au moins une dame ». Dans ce
genre de situation (« au moins... »), il est intéressant de s’inté-
resser a 'événement contraire, B qui correspond a « n’obtenir
aucune dame » ce qui revient a tirer 3 cartes parmi les 28,

donc card B — (238> _ w — 14 % 9 x 26 = 3276



2y 7x9x13 7Tx9x13 819
done P(B) = o =1 5 ~ 8x31 x5 1240

et donc P(B) =1— P(B)

1240
L’autre option est de distinguer les différents cas qui réa-
lisent ’événement B : exactement une dame, exactement
deux dames, exactement trois dames et exactement quatre
dames.

. une dame et deux piques exactement.

Appelons C I’événement « obtenir une dame et deux piques
exactement »

L’énoncé n’est pas totalement explicite sur le fait que les deux
piques puissent contenir une dame ou non, on va considérer
que oui et il y a alors deux cas :

1°" cas : la main contient la dame de pique

la main est alors constituée de la dame de pique, d'un autre
pique (pas la dame) et d’une carte qui n’est ni un pique ni
une dame

la dame de pique faisant partie du jeu, il reste a choisir un
pique parmi les 7 autres (que la dame), et une carte parmi
le reste des cartes (ni pique ni dame)

or il y a 11 cartes qui sont dame ou pique, donc il reste a
choisir 1 carte parmi 21

donc ce cas contient 7 X 21 = 147 mains

2°° cas : la main ne contient pas la dame de pique

dans ce cas il faut choisir 1 dame parmi les 4, deux piques

7 7x6
parmi les 7 autres que la dame, 4 X (2) =4 x >2< =
4x21 =84

231
donc au total, card C' = 147+84 = 231 et donc P(C) = 1960

a. La dame peut étre tirée au premier, au deuxiéme ou au troi-

sieme tirage. Par exemple si ¢’est au premier, il y a quatre
possibilités pour la premiére carte (une parmi les quatre
dames), puis 28 pour les deux tirages suivants, donc il y a
4 x (28)? qui donnent exactement une dame au premier ti-
rage. C’est la méme chose pour obtenir la dame au deuxiéme
ou troisiéme tirage , , ,
donciciP(A/):3X4x(28) | 3x AT T 4T

(32)3 43 x 83 512

. de maniére analogue,

288 78 34
X287 T 33 e P(BY)
(32)° 8 512

_ 169
512

P(B) =

. On g’inspire des questions 1.c et 2.a et on trouve

P(C,):3x4x72+6><7><21:6><72(2+3)
(32)° (32)°
_3x5xT 735
© 16 x (32)2 16384

2. Répondre aux mémes questions en supposant que chaque carte
tirée est remise dans le jeu.

Il s’agit ici d’un tirage avec remise, et il y a 32 tirages possibles.



Exercice 18

On dispose de trois piéces équilibrées, I'une ayant ses deux coOtés

blancs, les deux autres ayant une face blanche et une face noire. On

prend une piéce au hasard, et on effectue n lancers indépendants de

cette piéce.

e Pour k € [1,n], on note By, 'événement : « on obtient blanc au k"
lancer » ;

e et on note A ’événement : « on lance la piéce blanche »

1.

3.

Quelle est la probabilité d’obtenir « blanc » au premier lancer ?

Il y a deux facons d’obtenir blanc au premier lancer, avec la piéce
blanche ou avec les autres B
i.e. avec la propriété du cours, P(By) = P(ByNA) + P(B; N A)

soit P(By) = P(A)Pa(By) + P(A)P4(B1)

or P(A) = = (il y a une chance sur trois que la piéce blanche
soit choisie au début), Pa(B;) = 1 (avec la piéce blanche, c’est a
coup sir une face blance qui sort) et Px(B) = 5 (avec les deux

autres piéces, il y a une chance sur deux de tomber sur une face
blanche).

1 2 1 2
donc P(By) = - X1+ -XxX - =<
onc P(B) 3 + 5 %573
. Quelle est la probabilité d’obtenir « blanc » aux n premiers lan-
cers?

De méme (on s’intéresse ici a ’événement By N By N --- N By)

P(BiN---NB,) = P(A)Po(BiN---NB,)+P(A)P1(B,N---NB,)
or PA(BiN---NB,) =1et

Px(ByN---NB,) = Pg(By) x --- x Pg(B,,) par indépendance
mutuelle des lancers une fois la piéce choisie

1
donc Px(B1N---NB,) = —

n

1 2 1 1 1
donCP(BlmmmB"):§X1+§X2_":§<1+2n_1)

a. Sachant qu’on a obtenu n fois de suite « blanc », quelle est
la probabilité que 1'on ait pris la piéce unicolore ?

La question cherche une cause, connaissant un résultat :
Pg,n..ng, (A) il faut donc utiliser la formule de Bayes
P(A)Pa(BiN---NB,)
Pg.. A) =
mev-np, (4) P(BiN---NB,)

1
or d’aprés la question 2. P(A)Ps(B1N---NB,) = 5
1 1
et P(BiN---NBy) =3 <1+2n_1)
d Ppn... A) = —
onc Pp,n..ng,(4) I+ .5

. Combien de lancers faut-il avoir effectué pour que cette pro-

babilité soit supérieure a 0,987
D’aprés la question précédente,

1
Pgn..ng, (A) 20,98 < T — > 0,98

Fa—T

1+ 5 1 1 1

< & < -1
PR 4 ) G2 1

VN < s <= o < —

2n—1 0,98 2n=1 70,98  27n—1 " 49
21 >495m (2" > In(7?) & (n—1)In(2) > 21n(7)
In(7) In(7)
In(2) In(2)
On peut presque le résoudre sans calculatrice :
In(4) < In(7) < In(8) i.e. In (2%) < In(7) < In (2°)

1

donc 21n(2) < In(7) < 31In(2) et donc 2 < % <3

In(7)

In(2)
tirages, la condition sera remplie, mais on ne peut déterminer
ainsi si 6 tirages suffisent.

In(7)

In(2)

au moins 7 lancers pour remplir la condition.

Sn—122x carIn(2) >0 n>1+2x

enfin 5 <1+2x

< 7, ce qui nous dit qu’a partir de 7

Avec la calculatrice, on trouve, 142 X > 6 donc il faut



