
Lyée La Pérouse - Kerihen - ECG 1 - maths appli. Mathématiques D.S. n°3 - 14 déembre 2024Corrigé total sur 63 pointsExerie 1 - vrai ou faux 0,5 point par question - total sur 5 pointsIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.Pour et exerie (seulement), vous n'avez pas besoin de justi�er. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.a) √
xy =

√
x
√
y Vrai, f. oursb) x 7→ ln(x − 1) est dé�nie sur ]0; +∞[Faux, la fontion n'est pas dé�nie pour x =

1

2
par exemple. Pour qu'elle soit dé�nie, il faut que x− 1 > 0 et don

x > 1) (un)n∈N est une suite dé�nie de manière réursive par un+1 = f(un) où f est une fontion dé�nie sur Ralors f est roissante ⇒ (un)n∈N est roissanteFaux, f. ours ,on peut donner omme ontre-exemple f(x) = x2 et u0 =
1

2d) (

23

16

)

=

(

23

7

) Vrai, ar pour tous n, p (

n

p

)

=

(

n

n− p

)e) (a+ b)n = (a− b)n Faux, on peut tester ave a = b = 1f) (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3 Vrai, on applique la formule du bin�me de Newton à a et −bg) n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2n Vrai, on applique la formule du bin�me de Newton à a = 1 et b = 1h) deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q) Vrai, f. oursi) Le polyn�me P dé�ni par P (x) = (x+ 1)(x− 7)(3 + 7x2) peut être enore fatorisé.Faux, en e�et, ∀x ∈ R, 3 + 7x2 > 0 don e fateur ne peut être simpli�é (pas de raine pour 3 + 7x2).j) P (A ∩B) = P (A)PB(A) Faux, P (A ∩B) = P (A)PA(B)Exerie 2 - un polyn�me à sinder 6 pointsSoit P le polyn�me dé�nie par P (x) = x3 + 6x2 + 5x− 121. Fatoriser P au maximum. 2 points
1 est une raine évidente (P (1) = 1 + 6 + 5 − 12 = 0), don P peut s'érire P (x) = (x − 1)Q(x) où Q est unpolyn�me de degré 2On pose alors Q(x) = ax2 + bx+ cdon P (x) = (x− 1)(ax2 + bx+ c) = ax3 + bx2 + cx− ax2 − bx− c = ax3 + (b − a)x2 + (c− b)x− cEn identi�ant les oe�ients, on obtient a = 1, b− a = 6, c− b = 5 et c = −12don �nalement a = 1 b = 7 c = 12 et de fait Q(x) = x2 + 7x+ 12Reste à trouver les raines (éventuelles) de QOn trouve ∆ = 72 − 4× 1× 12 = 49− 48 = 1 don Q admet pour raines :
x1 =

−7−
√
1

2
= −4 et x2 =

−7 +
√
1

2
= −3don Q(x) = a(x− x1)(x − x2) = (x + 4)(x+ 3) et �nalement P (x) = (x+ 4)(x+ 3)(x− 1)2. Etudier le signe de P 1 point

x

x + 4

x + 3

x − 1

P (x)

−∞ −4 −3 1 +∞- 0 + + +- - 0 + +- - - 0 +- 0 + 0 - 0 + x+ 4 > 0 ⇔ x > −4
x+ 3 > 0 ⇔ x > −3
x− 1 > 0 ⇔ x > 1don ∀x ∈ [−4;−3] ∪ [1; +∞[, P (x) > 0 et ∀x ∈]−∞;−4] ∪ [−3; 1], P (x) 6 01



3. Résoudre l'inéquation (ln(x))3 + 6(ln(x))2 + 5 ln(x)− 12 > 0 1,5 pointsCette inéquation équivaut à P (ln(x)) > 0or d'après la question préédente P (x) > 0 ⇔ x ∈ [−4;−3]∪ [1; +∞[autrement dit P (x) > 0 ⇔ −4 6 x 6 −3 ou 1 6 xdon P (ln(x)) > 0 ⇔ −4 6 ln(x) 6 −3 ou 1 6 ln(x)don P (ln(x)) > 0 ⇔ e−4
6 eln(x) 6 e−3 ou e1 6 eln(x) (par roissane de exp et ln)i.e. P (ln(x)) > 0 ⇔ e−4

6 x 6 e−3 ou e 6 x4. Résoudre l'équation e−3x + 6e−2x + 5e−x − 12 = 0 1,5 pointsCette équation s'érit aussi (e−x)3 + 6(e−x)2 + 5e−x − 12 = 0 e qui orrespond à P (e−x) = 0or les raines de P sont −4,−3 et 1don e−3x + 6e−2x + 5e−x − 12 = 0 ⇔ e−x = −4 ou e−x = −3 ou e−x = 1don e−3x + 6e−2x + 5e−x − 12 = 0 ⇔ e−x = 1 (les deux autres sont impossibles)�nalement e−3x + 6e−2x + 5e−x − 12 = 0 ⇔ −x = 0 ⇔ x = 0Exerie 3 - suite impliite 7 pointsPour n ∈ N
∗, on dé�nit la fontion fn : R+ → R par : ∀x ∈ R+, fn(x) = xn + 9x2 − 41. a. Dresser le tableau de variations de fn 1 pointQuel que soit n entier, fn est dérivable sur R+ et ∀x ∈ R+, f

′

n(x) = nxn−1 + 18xdon dès lors que x > 0, f ′

n(x) > 0

x

f ′

n(x)

fn

0 +∞+
−4−4b. En déduire que ∀n ∈ N

∗, l'équation fn(x) = 0 n'a qu'une seule solution sur R+. On notera un ette solution.Indiation : on pourra raisonner en utilisant les valeurs de la fontion fn et sa ontinuité. 1 point
fn est stritement roissante sur R+ et ontinue. De plus fn(0) = −4 et f(10) > 0 par exemple, donl'équation fn(x) = 0 admet une unique solution sur R+ (on invoquera bient�t pour ela le théorème de labijetion).. Caluler u1 et u2 1,5 pointsD'après la dé�nition donnée à la question préédente, u1 est l'unique solution sur R+ de f1(x) = 0,i.e. l'unique solution sur R+ de x+ 9x2 − 4 = 0or ette équation a pour disriminant ∆ = 1 + 144 = 145 et les solutions sont :
x1 =

−1−
√
145

18
et x2 =

−1 +
√
145

18
don u1 =

−1 +
√
145

18
puisque, omme x1 < 0, la seule solution sur

R+ est x2De même u2 est l'unique solution sur R+ de f2(x) = 0, i.e. x2 + 9x2 − 4 = 0 soit 10x2 = 4don la seule solution positive est x =
2√
10

don u2 =
2√
10d. Montrer que ∀n ∈ N

∗, un ∈ ]0; 1[Même indiation qu'à la question b. 1 point
∀n ∈ N

∗, fn(1) = 1n + 9× 12 − 4 = 1 + 9− 4 = 6 > 0don d'après l'étude des variations de fn (fn stritement roissante, fn(0) = −4, fn(1) = 4 et fn ontinue),on en déduit que l'unique solution de fn(x) = 0 est située sur l'intervalle ]0; 1[, i.e. un ∈]0; 1[2. a. Montrer que ∀x ∈]0; 1[, fn+1(x) < fn(x) 1 pointSoit x ∈]0; 1[, alors 0 < x < 1 et xn > 0don 0 < xn+1 < xn, de fait xn+1 + 9x2 − 4 < xn + 9x2 − 4'est-à-dire fn+1(x) < fn(x)b. En déduire le signe de fn(un+1) puis les variations de la suite (un)n∈N∗ 1,5 pointsd'après 1.d., ∀n ∈ N
∗, un ∈]0; 1[ et on peut don exploiter la question préédente :

fn+1(un+1) < fn(un+1) don 0 < fn(un+1) (ar fn+1(un+1) = 0)or par dé�nition fn(un) = 0, don fn(un) < fn(un+1)omme fn est stritement roissante, on en déduit que un < un+1, 'est-à-dire que (un)n∈N∗ est roissante(et même stritement). 2



Exerie 4 - réveil di�ile 5 pointsCoralie est étudiante en lasse préparatoire et un matin sur quatre elle se lève en retard.Lorsqu'elle se lève en retard elle est obligée de prendre son vélo pour se rendre au lyée. Par ontre, lorsque elle est àl'heure, elle hoisit deux fois sur inq d'aller à pied et le reste du temps elle se rend au lyée à vélo.On onsidère un matin donné et on dé�nit les événements� R : � Coralie se lève en retard � ;� V : � Coralie se rend au lyée en vélo �.1. Caluler P (V ) 1,5 points
R et R forment un système omplet d'événements, on peut don appliquer la formule des probabilités totales(ou par propriété P (V ) = P (V ∩R) + P (V ∩R)) :
P (V ) = P (R)PR(V ) + P (R̄)PR̄(V ) =

1

4
× 1 +

3

4
× 3

5
=

5

20
+

9

20
=

14

20
=

7

102. a. Que vaut PV (R) ? 1 pointSi Coralie ne se rend pas au lyée à vélo ('est-à-dire qu'elle s'y rend à pied), 'est forément qu'elle s'estlevée à l'heure, don PV (R) = 0on peut le retrouver ave la formule de Bayes PV̄ (R) =
P (R)PR(V̄ )

P (V̄ )or PR(V̄ ) = 0 don PV̄ (R) = 0b. On remarque qu'un matin donné Coralie se rend au lyée à vélo. Quelle est la probabilité qu'elle se soitlevée à l'heure ? 1 pointOn herhe PV (R̄) et d'après la formule de Bayes PV (R̄) =
P (R̄)PR̄(V )

P (V )or P (R̄) =
3

4
, PR̄(V ) =

3

5
et d'après la question 1. P (V ) =

7

10
don PV (R̄) =

3
4 × 3

5
7
10

=
9

143. Les événements R et V sont-ils indépendants ? 0,5 pointConrètement, on omprend que le fait que Coralie prenne son vélo dépend qu'elle soit en retard ou non.Mathématiquement, on le justi�e ave P (V ) 6= PR(V ), puisque omme vu plus haut P (V ) =
7

10
et d'aprèsl'énoné, PR(V ) = 14. On s'intéresse à deux jours onséutifs. Quelle est la probabilité que Coralie soit allée au lyée à vélo deux joursde suite ? 1 pointLa situation orrespond à deux � tirages ave remise �, les événements sont don indépendants (on peut aussiraisonner ave la formule des probabilités omposées) : P (V1 ∩ V2) = P (V1)P (V2) = (P (V ))

2
=

(

7

10

)2

=
49

100Exerie 5 - Probabilités et suites 6 pointsOn onsidère une urne U ontenant deux boules blanhes et une boule noire ; ainsi qu'une urne V ontenant une bouleblanhe et trois boules noires, toutes indisernables au touher. On e�etue une suession de tirages ave remise d'uneboule dans es urnes omme suit :� le premier tirage a lieu dans l'urne U ;� si l'on piohe une boule blanhe lors d'un tirage, le tirage suivant s'e�etue dans l'autre urne ;� si l'on piohe une boule noire lors d'un tirage, le tirage suivant s'e�etue dans la même urne.Pour n ∈ N
∗, on note Un l'événement : � le nième tirage s'e�etue dans l'urne U � et un = P (Un)1. Caluler u1, u2 et u3 2 pointsD'après les notations et les hypothèses de l'énoné, u1 = P (U1) = 1 ar U1 orrespond au fait de tirer la premièreboule dans l'urne 1 e qui est ertain.ensuite, le deuxième tirage s'e�etue dans l'urne U si on a tiré une boule noire au premier tirage, e qui arriveune fois sur trois, don u2 =

1

3pour le justi�er plus préisément, d'après la � petite formule des probabilités totales � :
P (U2) = P (U1 ∩ U2) + P (U1 ∩ U2)soit P (U2) = P (U1)PU1

(U2)+P (U1)PU1
(U2) i.e. u2 = u1PU1

(U2)+(1−u1)PU1
(U2) ave les notations de l'énonédon u2 = 1× 1

3
+ 0 ar u1 = 1 et PU1

(U2) =
1

3
omme évoqué préédemment3



en�n, le troisième tirage peut s'e�etuer dans l'urne U après un deuxième tirage dans la même urne (lors duquelune noire a été tirée) ou après un tirage dans l'urne V (lors duquel une noire a été tirée)autrement dit, toujours ave la même formule P (U3) = P (U2 ∩ U3) + P (U2 ∩ U3)soit P (U3) = P (U2)PU2
(U3) + P (U2)PU2

(U3) et don u3 = u2 × PU2
(U3) + (1− u2)× PU2

(U3)or omme nous venons de la voir u2 =
1

3
; de plus PU2

(U3) = PU1
(U2) =

1

3
e qui orrespond au fait de tirerdans l'urne U (ii au troisième tirage) sahant que le tirage préédent a été fait dans la même urne, autrementau fait de tirer une boule noire dans l'urne U soit une hane sur troisde même PU2

(U3) =
1

4
orrespond au fait de tirer dans l'urne U sahant que le tirage préédent a été fait dansl'urne V , autrement au fait de tirer une boule blanhe dans l'urne V soit une hane sur quatre�nalement u3 =

1

3
× 1

3
+

2

3
× 1

4
=

1

9
+

2

12
=

1

9
+

1

6
=

2

18
+

3

18
=

2 + 3

18
=

5

182. Soit n ∈ N
∗, déterminer les valeurs de PUn

(Un+1) et PUn

(Un+1) 0,5 pointComme nous l'avons vu à la question 1. PUn
(Un+1) = PU2

(U3) =
1

3
ar ela orrespond au fait de tirer dansl'urne U (au n+ 1ème tirage) sahant que le tirage préédent (le nème) a été fait dans la même urne, autrementau fait de tirer une boule noire dans l'urne U soit une hane sur trois. Cela ne dépend pas du numéro du tiragepuisque les tirages s'e�etuent ave remise.de même PUn

(Un+1) = PU2
(U3) =

1

4
orrespond au fait de tirer dans l'urne U sahant que le tirage préédent aété fait dans l'urne V , autrement au fait de tirer une boule blanhe dans l'urne V soit une hane sur quatre.3. Etablir une relation de réurrene d'ordre 1 sur la suite (un)n∈N∗ 1,5 pointsComme vu à la question 1., en�n, un tirage (ii le n+ 1ème) peut s'e�etuer dans l'urne U soit après un tirage(ii le nème) dans la même urne (lors duquel une noire a été tirée) soit après un tirage dans l'urne V (lors duquelune noire a été tirée)plus préisément, d'après la � petite formule des probabilités totales � : P (Un+1) = P (Un∩Un+1)+P (Un∩Un+1)soit P (Un+1) = P (Un)PUn

(Un+1) + P (Un)PUn

(Un+1) et don d'après les notations de l'énoné et les résultatsde la question 3. un+1 = un × 1

3
+ (1 − un)×

1

4
=

(

1

3
− 1

4

)

un +
1

4
=

(

4

12
− 3

12

)

un +
1

4
=

1

12
un +

1

44. Déterminer le terme général de la suite (un)n∈N∗ 2 pointsD'après le résultat préédent, (un)n∈N∗ est une suite arithmétio-géométrique, on va don l'expliiter selon laméthode habituelle. Dans un premier temps, on herhe le point �xe :
α =

1

12
α+

1

4
⇔ 11

12
α =

1

4
⇔ α =

12

11
× 1

4
=

3

11on introduit alors la suite auxiliaire dé�nie pour n ∈ N
∗ par vn = un − 3

11alors pour n ∈ N
∗, vn+1 = un+1 −

3

11
=

1

12
un +

1

4
− 3

11
d'après 3.don vn+1 =

1

12
un +

11

44
− 12

44
=

1

12
un − 1

44
=

1

12

(

vn +
3

11

)

− 1

44
=

1

12
vn +

1

12
× 3

11
− 11

44
=

1

12
vnar 1

12
× 3

11
=

1× 3

12× 11
=

1× 3

3× 4× 11
=

1

44don (vn)n∈N∗ est une suite géométrique de raison 1

12
et don ∀n ∈ N

∗, vn =

(

1

12

)n−1

v1 =
1

12n−1
v1or v1 = u1 −

3

11
= 1− 3

11
=

8

11
ar u1 = 1 d'après 1. don ∀n ∈ N

∗, vn =
8

11
× 1

12n−1or un = vn +
3

11
don ∀n ∈ N

∗, un =
3

11
+

8

11
× 1

12n−1
=

1

11

(

3 + 8× 1

12n−1

)

4



Exerie 6 12 pointsSoit n un entier naturel non nul. On appelle déomposition de n toute p-liste d'entiers supérieurs ou égaux à 1, dontla somme vaut n (une p-liste est une liste de p éléments, p étant un entier quelonque entre 1 et n)Une déomposition (n1, n2, . . . , np) de n véri�e don : n1 + n2 + · · ·+ np = nPar exemple : (4), (1, 3), (3, 1), (1, 2, 1) et (1, 1, 1, 1) sont di�érentes déompositions de n = 4Dans la suite de l'exerie, on note D(n) le nombre de déompositions di�érentes de n et N(p, n) le nombre dedéompositions de n qui sont des p-listes.1. Énumérer les déompositions de 1, de 2 et de 3. En déduire D(1), D(2) et D(3) 1 pointLa seule déomposition de 1 est (1) don D(1) = 1
2 admet pour déomposition (2) et (1, 1) don D(2) = 2
3 admet pour déomposition (3), (1, 2), (2, 1) et (1, 1, 1) don D(3) = 42. Soit n un entier naturel non nul. Montrez que : N(1, n) = 1 et N(2, n) = n− 1 1,5 pointsPar dé�nition, N(1, n) est le nombre de déomposition de n à 1 élément. Cet élément vaut alors forément n,don N(1, n) = 1et N(2, n) est le nombre de déompositions de n à 2 élément i.e. n = n1 + n2 ave n1 > 1 et n2 > 1or n2 = n− n1 don n2 > 1 ⇒ n− n1 > 1 ⇒ n1 6 n− 1autrement dit, n1 peut prendre toutes les valeurs de [[1, n− 1]] et n2 est alors déterminé par n2 = n− n1, il y adon n− 1 possibilités pour n1 et à haque fois une seule pour n2 don N(2, n) = n− 13. Soient p et n deux entiers naturels tels que n > 2 et 1 6 p 6 n− 1 2 pointsSoit (n1, n2, . . . , np+1) une déomposition de longueur p+ 1 de nEn remarquant que n1 +n2 + · · ·+np = n−np+1 et que : il y a autant de déomposition de longueur p+1 de nque de déomposition de longueur p de n− k pour k variant de 1 à n− p, montrez en disutant suivant la valeurde np+1 que :
N(p+ 1, n) = N(p, n− 1) +N(p, n− 2) + · · ·+N(p, p) =

n−1
∑

k=p

N(p, k)L'énoné dit presque tout, on va essayer de l'expliquer :Pour p ∈ N
∗ et n ∈ N

∗ tels que n > 2 et 1 6 p 6 n− 1soit k ∈ [[p, n− 1]] et (n1, n2, . . . , np) des entiers naturels non nuls tels que n1 + n2 + · · ·+ np = kalors n1 + n2 + · · ·+ np + (n− k) = k + n− k = n de plus k 6 n− 1 ⇒ −k > 1− n ⇒ n− k > 1don haque déomposition de k à p éléments peut se ompléter par une unique déomposition de n à p + 1éléments (le p+ 1ème vaut forément n− k) et e ∀k ∈ [[p, n− 1]]et réiproquement omme l'indique l'énoné, toute déomposition de n à p+1 éléments engendre une déompo-sition de n− k à p éléments (où k prend les valeurs du np+1 don varie entre 1 et n− p ar ∀i ∈ [[1, p]], ni > 1 ⇒
n1 + n2 + · · ·+ np > p ⇒ n− np+1 6 n− p)�nalement toute déomposition de n à p+ 1 éléments peut se voir omme une déomposition de k à p élémentsà laquelle on ajoute n − k, où k varie entre p et n − 1, or il y a N(k, p) déomposition de k à p éléments pourhaque valeur de kd'où N(p+ 1, n) = N(p, p) +N(p, p+ 1) + · · ·+N(p, n− 2) +N(p, n− 1) =

n−1
∑

k=p

N(p, k)4. a. Justi�er que : ∀k > p+ 1,

(

k − 1

p− 1

)

=

(

k

p

)

−
(

k − 1

p

) 2 pointsPuis démontrer que n−1
∑

k=p

(

k − 1

p− 1

)

=

(

n− 1

p

)D'après la formule du triangle de Pasal ∀k > p+ 1 :
(

k

p

)

=

(

k − 1

p− 1

)

+

(

k − 1

p

) et don (

k − 1

p− 1

)

=

(

k

p

)

−
(

k − 1

p

)don, n−1
∑

k=p

(

k − 1

p− 1

)

=

(

p− 1

p− 1

)

+
n−1
∑

k=p+1

(

k − 1

p− 1

)

= 1+
n−1
∑

k=p

[(

k

p

)

−
(

k − 1

p

)] (attention la formule de Pasaln'est pas valable pour k = p)don, en notant, ak =

(

k

p

), on a (

k − 1

p

)

= ak−1 et don n−1
∑

k=p+1

(

k − 1

p− 1

)

=

n−1
∑

k=p+1

(ak − ak−1) est unesomme télesopique et par propriété n−1
∑

k=p+1

(ak − ak−1) = an−1 − ap

5



or an−1 =

(

n− 1

p

) et ap =

(

p

p

)

= 1 don n−1
∑

k=p

(

k − 1

p− 1

)

= 1 +

(

n− 1

p

)

− 1 =

(

n− 1

p

)Nota bene : il y a une petite subtilité si p = n− 1, en e�et la somme n−1
∑

k=p+1

n'a alors pas de sens. Mais onpeut remarquer que dans e as, la somme ne ontient qu'un seul terme n−1
∑

k=n−1

(

k − 1

n− 1− 1

)

=

(

n− 2

n− 2

)

=

1 =

(

n− 1

n− 1

) et don la formule est également véri�ée.b. En déduire par réurrene sur p ∈ N
∗ que : ∀p ∈ N

∗, ∀n > p,N(p, n) =

(

n− 1

p− 1

) 2 pointsIi, omme l'indique l'énoné, la propriété pour une valeur de p donnée omprend plusieurs valeurs de npour p ∈ N
∗, on dé�nit P (p) : ∀n > p,N(p, n) =

(

n− 1

p− 1

)Initialisation : P (1) s'érit ∀n > 1, N(1, n) =

(

n− 1

1− 1

)d'une part N(1, n) = 1 et d'autre part ∀n ∈ N
∗,

(

0

n− 1

)

= 1 don P (1) est vraieHérédité : soit p ∈ N
∗, on suppose que P (p) est vraiesoit n > p+ 1, alors d'après 3. N(p+ 1, n) =

n−1
∑

k=p

N(p, k)or par hypothèse, ∀n > p,N(p, n) =

(

n− 1

p− 1

) don pour k > p,N(p, k) =

(

k − 1

p− 1

)don N(p+ 1, n) =

n−1
∑

k=p

(

k − 1

p− 1

) et d'après 4.a. n−1
∑

k=p

(

k − 1

p− 1

)

=

(

n− 1

p

)don N(p+ 1, n) =

(

n− 1

p

), i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀p ∈ N
∗, P (p) est vraie5. Justi�er que ∀n ∈ N

∗, D(n) =
n
∑

k=1

N(k, n) 1,5 pointsEn déduire que : ∀n ∈ N
∗, D(n) = 2n−1Par dé�nition, une déomposition doit omporter au moins 1 élément et elle peut en omporter au plus n, donil y a autant de déomposition de n que de déomposition de n à k éléments où k varie entre 1 et n don

D(n) =
n
∑

k=1

N(k, n)don d'après la question préédente, D(n) =
n
∑

k=1

(

n− 1

k − 1

)

=
n−1
∑

i=0

(

n− 1

i

) par hangement d'indie i = k − 1or n−1
∑

i=0

(

n− 1

i

)

=
n−1
∑

i=0

(

n− 1

i

)

1i1n−1−i = (1 + 1)n−1 d'après la formule du bin�me de Newtondon D(n) = (1 + 1)n−1 = 2n−16. Que fait la fontion Python i-ontre ? 2 pointsOn détaillera la réponse, on pourra donner un exemple de test de la fontion et le résultat attendu.Cette fontion prend en argument deux entier p et n et renvoie, sauf aspartiulier f(p− 1, n− 1) + f(p, n− 1)don d'une manière générale f(p, n) = f(p− 1, n− 1) + f(p, n− 1)et d'autre part, ∀n, f(0, n) = f(n, n) = 1 et ∀p > n, f(p, n) = 0toutes es propriétés sont véri�ées par les oe�ients binomiaux, don onprésume que f(p, n) =

(

p

n

), e qui est le as. def f(p,n):

if p>n :

return 0

if p==0 or p==n :

return 1

else:

return f(p-1,n -1) +f(p,n -1)On peut le véri�er par exemple ave f(2, 4) qui doit valoir 6, e qui est le as.
6



Exerie 7 22 pointsSoit f la fontion dé�nie par f(x) = √

x

2− x1. a. Déterminer Df l'ensemble de dé�nition de f , puis son ensemble de dérivabilité. 2 points
f est dé�nie dès que le ontenu de la raine arrée est dé�ni, i.e. dès que x − 2 6= 0 et x

2− x
> 0 ; on vadon utiliser un tableau de signes, sahant que 2− x > 0 ⇔ x < 2 (de même 2− x < 0 ⇔ x > 2)

x

x

2 − x

x

2− x

−∞ 0 2 +∞
− 0 + +

+ + 0 −

− 0 + −don Df = [0, 2[ et pour la dérivabilité, il faut que le ontenu de la raine arrée soit stritement positifdon le domaine de dérivabilité est ]0, 2[b. Dresser le tableau de variations de f 2,5 pointsde plus f =
√
u ave u(x) = x

2− x
don f ′ =

u′

2
√
u
et u(x) = v(x)

w(x)ave v(x) = x et w(x) = 2− x (de fait v′(x) = 1 et w′(x) = −1)don u′ =
v′w − vw′

w2
don u′(x) =

2− x− x× (−1)

(2− x)2
=

2

(2− x)2et don f ′(x) =

2
(2−x)2

2
√

x
2−x

=

√
2− x√

x(2− x)2
=

1√
x(2− x)3/2

(les di�érentes raines sont bien dé�nies sur ]0, 2[don ∀x ∈]0, 2[, f ′(x) > 0 ar 'est le résultat d'un quotient de termesstritement positifs ((2− x)3/2 = e
3

2
ln(2−x)),don f est stritement roissante sur Df (et f(0) = 0) d'où le tableau : x

f

0 2

00. Montrer que pour x ∈ Df , f(x) > x ⇔ P (x) > 0 où P est un polyn�me de degré 3 2 pointsSoit x ∈ Df , alors par dé�nition de f, f(x) > x ⇔
√

x

2− x
> xon remarque que x ∈ Df impose x > 0 don f(x) > x ⇔

√

x

2− x

2

> x2 (par roissane de la fontion arrésur R+ et le fait que x soit positif permet d'avoir l'équivalene), don
f(x) > x ⇔ x

2− x
> x2 ⇔ x

2− x
−x2

> 0 ⇔ x− x2 × (2− x)

2− x
> 0 ⇔ x− 2x2 + x3

2− x
> 0 ⇔ x3 − 2x2 + x

2− x
>

0or x ∈ Df ⇒ x > 0 don f(x) > x ⇔ P (x) > 0 ave P (x) = x3 − 2x2 + xd. Erire P sous forme fatorisée (au maximum) puis résoudre l'inéquation f(x) > x 1,5 points
P est fatorisable par x, P (x) = x(x2 − 2x+ 1) et x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2don P (x) = x(x − 1)2 don ∀x ∈ Df , P (x) > 0 (ar x > 0 et (x− 1)2 > 0)don d'après la question préédente, ∀x ∈ Df , f(x) > xe. Déterminer la tangente T à Cf , la ourbe représentative de f , au point d'absisse 1 1 pointPar propriété, T a pour équation y = f ′(1)(x − 1) + f(1)or f ′(1) =

1√
1(2− 1)3/2

= 1 et f(1) = √

1

2− 1
=

√
1 = 1don T : y = (x − 1) + 1 i.e. T a pour équation y = xf. Peut-on parler d'une tangente à Cf au point d'absisse 0 0,5 pointOn ne peut pas donner d'équation omme pour la tangente T ar f ′ n'est pas dé�nieen 0, mais omme pour la raine arrée en 0, f admet une tangente vertiale en 0(omme si le oe�ient direteur était in�ni).g. Représenter Cf (on admettra que lim

x→2
f(x) = +∞) 2 pointsOn utilise les informations disponibles : f(0), f(1), T , la tangente en 0, la positionrelative de f et T et la limite (f i-dessous). 02

4
0 1 x

y

T

Cf

b

b
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2. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 =
1

2
et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)a. Montrer que ∀n ∈ N, un ∈ [0, 1] 1,5 pointsPar réurrene évidemment, pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un existe et 0 6 un 6 1Initialisation : u0 =

1

2
don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiede plus, par hypothèse enore 0 6 un 6 1 don f(0) 6 f(un) 6 f(1) ar f est stritement roissante d'après1.b.or f(un) = un+1, f(0) = 0 et f(1) = 1 don 0 6 un+1 6 1 don P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditéau passage, on peut remarquer que par hypothèse un > 0 ⇒ un ∈ Df don f(un) = un+1 est bien dé�nidon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un existe et 0 6 un < 1b. Montrer que (un)n∈N est roissante. 1 pointd'après la question préédente, ∀n ∈ N, 0 6 un 6 1 don un ∈ Dfde plus d'après 1.d. ∀x ∈ Df , f(x) > xdon ∀n ∈ N, f(un) > un soit un+1 > un i.e. la suite (un)n∈N est roissante.. On admet que (un)n∈N onverge vers un nombre réel ℓ tel que f(ℓ) = ℓ, déterminer les valeurs possiblespour ℓ et émettre une onjeture sur la valeur de ℓ 1,5 pointsDe manière analogue à la question 1.., f(ℓ) = ℓ ⇔

√

ℓ

2− ℓ
= ℓ ⇔ ℓ

2− ℓ
= ℓ2 ⇔ P (ℓ)

2− ℓ
= 0 ⇔ P (ℓ) = 0(là enore, 'est ℓ > 0 qui garantit l'équivalene), or d'après 1.d., les seules raines de P sont 0 et 1 donles seules valeurs possibles sont ℓ = 0 ou ℓ = 1de plus, la suite (un)n∈N est roissante et u0 =

1

2
don on present que la limite ne peut être 0 et que ℓ = 1(nous verrons plus préisément e raisonnement quand nous étudierons les limites de suites).3. Ave Pythona. Erire un programme qui dé�nit la fontion f 1 point

import numpy as np # pour la racine carrée

def f(x):

return np.sqrt (x/(2- x))b. Erire un programme qui trae f et sa tangente T 1,5 pointsOn importe matplotlib.pyplot pour la représentation, on dé�nitune liste d'absisses entre 0 et 1, 99 ave np.linspace, puis ondé�nit deux listes d'ordonnées, une pour f en utilisant la fontion
f dé�nie préédemment, et une pour la tangente. En�n on utilisedeux fois la ommande plot pour voir les deux ourbes. import matplotlib . pyplot as plt

x=np. linspace (0, 1.99 , 100)

y=f(x)

z=x

plt . plot(x,y)

plt . plot(x,z)

plt . show (). Erire une fontion qui prend en entrée un entier n et renvoie un 1,5 pointsAu sein de la fontion, on peut intégrer une boule for qui alule les termesde manière itérative jusqu'à un ou utiliser une dé�nition réursive (omme ladé�nition mathématique de la suite), i.e. une fontion qui s'appelle elle-même.Attention dans e as (f. programme), il faut mettre un � point d'arrêt �, i.e.dé�nir u0

def u(n):

if n==0:

return 1/2

else:

return f(u(n -1) )d. Erire un programme qui alule les 100 premiers termes de la suite (un)n∈N, les garde en mémoire, puisles représente. 1,5 pointsOn utilise la fontion u prédé�nie et on alule tous les termesde la suite ave une boule for et on ajoute haque terme à laliste L qui ne ontient rien initialement (liste vide). Puis, pour lareprésenter un simple plot(L) su�t puisque les absisses sont alorsimpliitement 0, 1, . . . , 99 (il faut avoir hargé la librairie adéquateau préalable) et on ajoute le + pour obtenir le nuage de points. L=[]

for n in range (1 ,100) :

L. append (u(n))

import matplotlib .pyplot as plt

plt .plot(L,’+’)

plt .show ()e. Erire un programme qui permet de aluler le premier entier n pour lequel on aura |un − 1| 6 10−41 pointComme nous l'avons vu plus haut la suite (un)n∈N est roissante et onvergevers 1, don on alule ses termes grâe à la fontion u dé�nie plus haut, jusqu'àe que l'éart entre 1 et un soit inférieur à 10−4de plus on sait que ∀n ∈ N, un 6 1, don |un − 1| = 1− un

n=0

while 1-u(n) >10**( -4) :

n=n+1

print (n)8


