
ECG 1 - maths appli. Chapitre 8 - appli
ations - bije
tivité Dé
embre 2024Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� donner les dé�nitions de base : appli
ation, 
omposition, image dire
te, inje
tion, surje
tion,bije
tion, appli
ation ré
iproque �� déterminer l'image dire
te (l'ensemble image) d'une appli
ation. �� démontrer qu'une appli
ation est inje
tive, surje
tive ou bije
tive. �� appliquer la méthode pour trouver la formule expli
ite d'une appli
ation ré
iproque. �Commençons par la �n : une appli
ation bije
tiveLa fon
tion ln illustre une problématique essentielle de 
e 
hapitre. En e�et, nous avons vu que toutélément de l'ensemble d'arrivée (i
i R) est atteint une et une seule fois, 
e que l'on traduit par :
∀y ∈ R, ∃!x ∈]0; +∞[, y = ln(x)Et on peut don
 dé�nir le 
hemin inverse que nous avons appelé la fon
tion exponentielle :

]0; +∞[ → R → ]0; +∞[
x 7→ y = ln(x) 7→ exp(y) = exp(ln(x)) = xOn dira que ln est bije
tive (de ]0; +∞[ sur R) et de fait exp est également bije
tive (de R sur

]0; +∞[).Autre exemple : peut-on en dire autant sur la fon
tion 
arré ?Non puisque d'une part 
ertaines valeurs sont atteintes deux fois :par exemple f(−2) = 4 = f(2) f(−1) = f(1) . . .et d'autre part (
onsidérant la fon
tion 
arré dé�nie de R dans R), 
ertaines valeurs ne sont pasatteintes : −3,−7,−112 par exemple (toutes les valeurs stri
tement négatives en fait).Par 
ontre en se limitant à R+ 
omme ensembles de départ et d'arrivée, la fon
tion devient bije
tive.On dira don
 que la fon
tion f :
R+ → R+

x 7→ x2 (qui n'est pas la fon
tion 
arré mais une restri
tion)est bije
tive de R+ dans R+. On peut don
 dé�nir le 
hemin inverse qui est la fon
tion ra
ine 
arrée :
[0; +∞[ → [0; +∞[ → [0; +∞[

x 7→ y = x2 7→ √
y =

√
x2 = x1 Premières dé�nitionsDé�nition : soit E et F des ensembles.� Une appli
ation f de E vers F (on dira aussi une fon
tion f de domaine de dé�nition E, àvaleurs dans F ), est un pro
édé qui asso
ie à 
haque élément x de E un unique élément de

F , noté f(x). Cet élément f(x) de F est alors appelé l'image de x par l'appli
ation f� Lorsque y ∈ F est l'image d'un 
ertain x ∈ E par f , on a y = f(x), et on dit que x est unantédédent de y par f� L'ensemble E est appelé ensemble de départ de l'appli
ation f , et l'ensemble F est appeléensemble d'arrivée de l'appli
ation f� Cette appli
ation se note :
f :

E → F

x 7→ f(x)Remarque : fon
tion vient du latin fun
tio qui signi�e � a

omplir, exé
uter �.On peut d'ailleurs voir une appli
ation 
omme une su

ession d'opérations. Par exemple, l'appli
ation
f :

R → R

x 7→ 5
√

(x+ 1)2 + 3

orrespond au pro
édé suivant appliqué à n'importe quel réel x :ajouter 1 → élever au 
arré → ajouter 3 → prendre la ra
ine 
arrée → multiplier par 51



Exemples :1. Considérons la fon
tion f dé�nie par f(x) = √
x− 2� on ne peut é
rire f(x) pour n'importe quel x réel. On sait que √

x− 2 n'a de sens que pour
x > 2. On dit que le domaine de dé�nition de f est [2; +∞[� lorsque x ∈ [2; +∞[, f(x) désigne un unique nombre réel.� on peut don
 bien dé�nir une appli
ation (qu'on pourra noter aussi f) dont l'ensemble dedépart est Df = [2;+∞[, et l'ensemble d'arrivée R. On notera f :

[2; +∞[→ R

x 7→
√
x− 22. Soit f :

Z → N

n 7→ n2 + 3
, alors f est une appli
ation de Z dans Nles images par f de 0, −1, de −2 sont respe
tivement : 3, 4 et 7les anté
édents de 3 et 7 par f sont respe
tivement : 0 et −2 et 2en e�et, f(n) = 7 ⇔ n2 + 3 = 7 ⇔ n2 = 4 ⇔ n = −2 ou n = 23. Soit l'appli
ation f :

R
∗
+ → R

x 7→ (ln(x))2
. C'est une appli
ation de R

∗
+ vers Ron a f(1) = 0, don
 0 est l'image de 1 par f , 
'est-à-dire que 1 est un anté
édent de 0 par fon a f(e) = f

(

1

e

)

= 1, don
 1 est l'image de e et de 1

e
par f , 
'est-à-dire que e et 1

e
sont deuxanté
édents de 1 par f4. On dé�nit une appli
ation en asso
iant à 
haque roman d'une bibliothèque les initiales deson auteur. L'ensemble de départ est l'ensemble des romans que possède la bibliothèque etl'ensemble d'arrivée est A×A, à A est l'ensemble des lettres de l'alphabet. L'image du roman� Les misérables � est V H . L'image du roman � Les possédés � est FD. L'élément (E,Z) a pouranté
édents les romans � La terre �, � L'assomoir � et � Nana �.5. Le pro
édé qui asso
ie à 
haque élève de la 
lasse la date du jour de sa naissan
e est une fon
tion,� de domaine de dé�nition : l'ensemble des élèves de la 
lasse� à valeurs dans : [[1; 31]] ou N ou RDé�nition : deux appli
ations f et g sont égales si elles ont même ensemble de départ E, mêmeensemble d'arrivée F , et si ∀x ∈ E, f(x) = g(x)Exemple : soit f et g les appli
ations de R vers R dé�nies par

∀x ∈ R, f(x) = ln(1 + ex), et g(x) = x+ ln(1 + e−x)Montrer que f = gEn e�et, f est g ont les mêmes ensembles de départ et d'arrivée, de plus
∀x ∈ R, g(x) = x+ ln(1 + e−x) = ln(ex) + ln(1 + e−x) = ln[ex(1 + e−x)] = ln(ex + 1) = f(x)2 Image dire
teDé�nition : soit f : E → R une appli
ation et A une partie de E. On appelle image dire
te de

A par f , et on note f〈A〉, 
'est-à-dire l'ensemble des images par f des éléments de A. Autrementdit :
f〈A〉 = {f(x), x ∈ A}Propriété : soit f : E → R une appli
ation, et A une partie de E. Pour y ∈ R,

y ∈ f〈A〉 ⇐⇒ ∃x ∈ A, f(x) = yExemples :1. L'image dire
te de R+ par exp est l'intervalle [1; +∞[. L'image dire
te de R− est ]0; 1]2



2. Ave
 f la fon
tion 
arré :
f〈R〉 = R+, f〈[1; 2[〉 = [1; 4[, f〈R+〉 = R+, f〈[−3,−2]〉 = [4; 9], et f〈[−2; 1]〉 = [0; 4]3. Reprenons l'exemple de l'appli
ation f dé�nie de [2; +∞[ vers R par x 7→

√
x− 2l'ensemble d'arrivée est R, mais tous les réels ne sont pas des valeurs de f . L'ensemble des valeursde f , 
'est l'ensemble des f(x) pour x par
ourant [2; +∞[, 
'est-à-dire f〈[2; +∞[〉, il s'agit de

R+. Un réel y tel que y 6∈ R+, y n'a pas d'anté
édent par f(par exemple −1).4. Ave
 f dé�nie sur R∗
+ par f(x) = (ln(x))2. Si l'ensemble d'arrivée est R, alors il est di�érent de

f〈R∗
+〉 (−1 par exemple n'a pas d'anté
édent).

B Comme le montre les exemples pré
édents, l'ensemble d'arrivée n'est pas né
essairement égal àl'image dire
te de l'ensemble de départ.3 CompositionQuand on dé�nit la fon
tion ϕ sur R par ϕ(x) = ex
2+1, on 
ompose en fait deux appli
ations,

g : x 7→ x2 + 1, suivie de exp, 
ar ϕ(x) = exp(g(x)). On peut le voir 
omme le pro
édé :
x 7→ x2 + 1 = y 7→ exp(y) = exp(x2 + 1)Dé�nition : soient f : A → R et g : D → R des appli
ations (ave
 D ⊂ R)� si on a : ∀x ∈ A, f(x) ∈ D, alors, pour 
haque x ∈ A, on peut dé�nir le nombre g(f(x))� l'appli
ation x 7→ g(f(x)), d'ensemble de départ A (et d'ensemble d'arrivée R) est notée

g ◦ f , et est appelée la 
omposée de f et g.don
 g ◦ f :
A → R

x 7→ g(f(x))et don
, ∀x ∈ A, g ◦ f(x) = g(f(x))Exemples :1. Soit f :
R

∗
+ → R

x 7→
√
x

et ln :
R

∗
+ → R

x 7→ ln(x)alors on peut dé�nir ln ◦f , qui est l'appli
ation : ln ◦f :
R

∗
+ → R

x 7→ 1

2
ln(x)mais il n'est pas possible de dé�nir f ◦ ln, par
e que ln(x) n'est pas for
ément dans R∗

+2. Soit f :
R → R

x 7→ x+ 1
et g :

R → R

x 7→ x2alors on peut dé�nir g ◦ f et f ◦ g, et : g ◦ f :
R → R

x 7→ x2 + 2x+ 1
f ◦ g :

R → R

x 7→ x2 + 1on voit bien que les appli
ations g ◦ f et f ◦ g sont di�érentes.
B Quand la 
omposition est possible dans les deux sens, il n'y a au
une raison d'avoir f ◦ g = g ◦ fPropriété : soient f , g et h trois appli
ations, telles qu'on puisse dé�nir h ◦ g et g ◦ falors : h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ fet on notera h ◦ g ◦ f 
ette fon
tion.4 Inje
tions, surje
tions, bije
tions4.1 Inje
tionsDé�nition : une appli
ation f de E vers F est dite inje
tive si 
haque élément de F admet auplus un anté
édent par fAutrement dit une telle fon
tion ne peut pas avoir deux fois la même image.3



Propriété : soit f : E → F une appli
ation, alors f est inje
tive si et seulement si :
∀x ∈ E, ∀x′ ∈ E, f(x) = f(x′) =⇒ x = x′En e�et, si f est inje
tive, deux éléments distin
ts de E ont toujours des images distin
tes, 
e quis'é
rit :
∀x ∈ E, ∀x′ ∈ E, x 6= x′ =⇒ f(x) 6= f(x′)Et 
ette assertion est équivalente à sa 
ontraposée :

∀x, x′ ∈ E, f(x) = f(x′) =⇒ x = x′Exemples :1. L'appli
ation qui, à un français majeur asso
ie son numéro de sé
urité so
iale, est inje
tive,puisque deux personnes ne peuvent avoir le même numéro de sé
urité so
iale.2. La fon
tion 
arré n'est pas inje
tive, mais sa restri
tion à R+ l'est (notée f|R+
).en e�et f(−1) = f(1), don
 f n'est pas inje
tive.par ailleurs, si x, x′ ∈ R+ tels que f(x) = f(x′). alors x2 = x′2, don
 |x| = |x′| et don
 x = x′(
ar ils sont positifs). Don
 f|R+

(la restri
tion de f à R+ 
omme ensemble de départ) est bieninje
tive.Réda
tion : 
omme nous venons de le voir
⊲ Pour montrer qu'une appli
ation f de E vers F est inje
tive, on é
rit :� soit x ∈ E et x′ ∈ E, supposons que f(x) = f(x′) �à partir de 
ette hypothèse que nous avons faite, on doit en déduire que x = x′puis on 
on
lut � x = x′ don
 f est inje
tive �.
⊲ Pour montrer qu'une appli
ation f n'est pas inje
tive, il su�t de trouver deux éléments distin
tsayant la même image (x et x′ tels que x 6= x′ et f(x) = f(x′)).Propriété (autre formulation) : f : E → F est inje
tive si et seulement siquel que soit y ∈ F , l'équation f(x) = y d'in
onnue x ∈ E admet au plus une solution.Exemple : l'appli
ation P dé�nie de R dans R par P (x) = 11(x+ 7)(x+ 2)(x− 4)(x− 5) n'est pasinje
tive 
ar l'équation P (x) = 0 admet plus d'une solution.4.2 Surje
tionsDé�nition : une appli
ation f de E vers F est dite surje
tive (ou est appelée une surje
tion)si 
haque élément de l'ensemble d'arrivée F admet au moins un anté
édent par fAutrement dit ; f est surje
tive entre E et F si tous les éléments de l'ensemble d'arrivée sontatteints par f , 
e qui s'é
rit :

∀y ∈ F, ∃ x ∈ E, y = f(x)Exemples :1. La fon
tion 
arré n'est pas surje
tive de R dans R, puisque −3 par exemple, n'a pas d'anté
édentpar fmais l'appli
ation g :
R → R+

x 7→ x2 l'est.En e�et, ∀y ∈ R+, f(
√
y) = y (il y a bien au moins un anté
édent : √y).2. L'appli
ation f :

N → N

n 7→ 2n
n'est pas surje
tive de N dans Nen e�et 3 n'a pas d'anté
édent par fPropriété : f : E → F est surje
tive si et seulement si f〈E〉 = F4



Propriété (autre formulation) : f : E → F est surje
tive si et seulement si quel que soit y ∈ F ,l'équation f(x) = y d'in
onnue x ∈ E admet au moins une solution.Exemple : soit P l'appli
ation dé�nie de R dans R par P (x) = x2 + 2x+ πalors P n'est pas surje
tive 
ar l'équation P (x) = 0 n'admet pas de solution (∆ < 0).4.3 Bije
tionsDé�nition : soit f : E → F une appli
ation. f est appelée une bije
tion (on dit aussi que fest bije
tive) si f est inje
tive, et surje
tive.Autrement dit, f est une bije
tion si 
haque élément de l'ensemble d'arrivée est atteint une etune seule fois, 
e qui s'é
rit :
∀y ∈ F, ∃!x ∈ E, y = f(x)Propriété : l'appli
ation f : E → F est une bije
tion si et seulement siquel que soit y ∈ F , l'équation f(x) = y d'in
onnue x ∈ E admet une unique solution.Exemples :1. L'appli
ation identité idE, dé�nie par idE(x) = x, est une bije
tion de E dans E 
ar, quel quesoit y ∈ E, l'équation idE(x) = y admet une unique solution, 
'est y2. Soit f :

Z → Z

n 7→ n+ 5
, alors f est une bije
tion.en e�et, soit p ∈ Z, alors f(n) = p ⇔ n+ 5 = p ⇔ n = p− 5 (il existe une unique solution).Dé�nitions et propriété : soit f une bije
tion de E dans F� pour 
haque y ∈ F , l'unique solution de l'équation f(x) = y d'in
onnue x ∈ E est notée

f−1(y). Il s'agit de l'unique anté
édent de y par f� alors pour y ∈ F et x ∈ E, f(x) = y ⇐⇒ x = f−1(y)� on dé�nit ainsi l'appli
ation f−1 de F vers E, qui asso
ie à 
haque y de F l'élément f−1(y)de EPropriété et dé�nition : soit f une bije
tion de E dans F� alors f−1 est une bije
tion de F dans E. Elle est appelée la bije
tion ré
iproque de f� ∀x ∈ E, f−1(f(x)) = x, 
'est-à-dire f−1 ◦ f = idE� ∀y ∈ F, f(f−1(y)) = y, 
'est-à-dire f ◦ f−1 = idFExemples :1. ln est une bije
tion de R
∗
+ dans Ret exp est la bije
tion ré
iproque de ln (de R dans R∗

+).2. Soit a ∈ R
∗, et b ∈ R, l'appli
ation f :

R → R

x 7→ ax+ b
est une bije
tion de R dans Rde plus, soit y ∈ R, alors y = f(x) ⇐⇒ ax+ b = y ⇐⇒ x =

y − b

a
, sa
hant que a 6= 0don
 la ré
iproque de f , dé�nie de R dans R, est f−1 : x 7→ x− b

a3. Soit
f :

R \ {−1} → R \ {3}
x 7→ 3x+ 4

x+ 1Montrer que f est une bije
tion et déterminer sa ré
iproque f−15



Méthode et réda
tionPour montrer que f est bije
tive entre E et F on peut :
⊲ résoudre, pour y ∈ F quel
onque �xé, l'équation f(x) = y, et montrer qu'elle admet une uniquesolution. Ave
 
ette méthode, généralement, on obtient une expression de la bije
tion ré
iproque.Ave
 l'exemple pré
édent :Soit y ∈ R \ {3}, alors ∃x ∈ R \ {−1}, y = f(x) ⇔ ∃x ∈ R \ {−1}, y =

3x+ 4

x+ 1
⇔ ∃x ∈ R \ {−1}, y(x+ 1) = 3x+ 4 (équivalent 
ar x+ 1 6= 0)
⇔ ∃x ∈ R \ {−1}, y − 4 = 3x− yx = (3− y)x

⇔ ∃x ∈ R \ {−1}, x =
y − 4

3− y
(équivalent 
ar 3− y 6= 0)don
 l'équation y = f(x) admet une unique solution, don
 f est bije
tiveet de plus sa ré
iproque est : f−1 :

R \ {3} → R \ {−1}
y 7→ y − 4

3− y

⊲ faire une démonstration en deux étapes. Montrer que f est inje
tive d'une part, et montrer que fest surje
tive d'autre part. Plut�t rare pour l'instant.Par 
ontre dès lors qu'une appli
ation n'est pas inje
tive (ou n'est pas surje
tive), alors elle n'estpas bije
tive.Lorsqu'on sait déjà que f est une bije
tion entre E et F et qu'on doit montrer que g (
onnue) est sabije
tion ré
iproque, 
omme l'indique le théorème suivant, on véri�e : g ◦ f = idE et f ◦ g = idFThéorème : soit f : E → F une appli
ation.Si il existe g : F → E une appli
ation telle que g ◦ f = idE et f ◦ g = idF , alors f est bije
tivede E dans F , et g = f−1Exemple : véri�er que f :
[2; +∞[ → R+

x 7→
√
x− 2

et g :
R+ → [2; +∞[
x 7→ x2 + 2

sont des bije
tions ré
i-proques.Soit x ∈ [2; +∞[, alors g ◦ f(x) = g(f(x)) = f(x)2 + 2 =
√
x− 2

2
+ 2 = x− 2 + 2 = xde même, pour x ∈ R+, f ◦ g(x) = f(g(x)) =

√

g(x)− 2 =
√
x2 + 2− 2 =

√
x2 = x (
ar x > 0)don
 g ◦ f = id[2;+∞[ et f ◦ g = idR+

don
 f et g sont bije
tives et f−1 = g (et g−1 = f).Théorème : soient f : E → F une bije
tion de E dans F , et g : F → G une bije
tion de F dans
G, alors� g ◦ f est une bije
tion de E dans G� (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1On dit plus simplement que la 
omposée de deux bije
tions est une bije
tion.Idée de démonstration :

g ◦ f : E → G

f−1 ◦ g−1 ◦ (g ◦ f) = f−1 ◦
(

g−1 ◦ g
)

◦ f = f−1 ◦ idF ◦f = f−1 ◦ f = idE

(g ◦ f) ◦ f−1 ◦ g−1 = g ◦
(

f ◦ f−1
)

◦ g−1 = g ◦ idE ◦g−1 = g ◦ g−1 = idG4.4 Représentation graphiquePropriété : soit E et F des parties de R, et soit f une bije
tion de E dans F , alors Cf et Cf−1sont symétriques par rapport à la droite d'équation y = xExemples : à véri�er ave
 des fon
tions bien 
onnues, ln et exp, fon
tions 
arré et ra
ine 
arrée,fon
tion inverse et elle-même... 6


