
ECG 1 - mathématiques appliquées Chapitre 8,5 - ensembles Déembre 2024Objetifs d'apprentissageA la �n de e hapitre, je sais parler de :� parties d'un ensemble, d'inlusion �� réunion, d'intersetion �� omplémentaire (et omplémentaire d'une union et d'une intersetion) �� produit artésien �Dé�nitions :� un ensemble est une olletion d'ob-jets mathématiques (nombres, fontions,points du plan...).� deux ensembles sont égaux si ils sontformés des mêmes éléments.� l'ensemble vide est l'unique ensemble neontenant auun élément, il est noté ∅

Exemples :� l'ensemble N des entiers naturels ontient lesnombres entiers à partir de zéro ;� R2[X ] est l'ensemble des polyn�mes de degré in-férieur ou égal à 2Remarque : les éléments d'un ensemble sont don-nés � en vra �(il y n'y pas de notion d'ordre). Parexemple {1, 3} = {3, 1}Dé�nitions : soit A et B deux ensembles. Ondit que B est inlus dans A (ou que B estun sous-ensemble de A) lorsque tout élé-ment de B est aussi un élément de A, on notealors B ⊂ Asi B n'est pas inlus dans l'ensemble A, onnote B 6⊂ A

Remarques :� B ⊂ A s'érit : ∀x ∈ B, x ∈ A� étant donné A un ensemble, on a toujours ∅ ⊂ Aet A ⊂ AExemples :� N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R� R1[X ] ⊂ R2[X ] ⊂ R9[X ] ⊂ R17[X ] ⊂ R[X ]Méthode pour démontrer que A ⊂ B :on érit : � soit x ∈ A � et par une suite de dédution on aboutit à � alors x ∈ B �Par exemple montrer que F ⊂ Eoù F = {P (x) = x2n, n ∈ N} et E = {f, f : R → R est une fontion paire}soit P ∈ F , alors P est une fontion polynomiale, don P est dé�nie sur Rde plus ∀x ∈ R, P (−x) = (−x)2n = ((−x)2)n = (x2)n = x2n = P (x)don P est paire (et dé�nie de R dans R) don P ∈ Ed'où F ⊂ EPropriété :
A = B équivaut à A ⊂ B et B ⊂ A

Remarque (pour la rédation) : pour montrer que lesensembles A et B sont égaux, généralement on démontresuessivement les inlusions A ⊂ B et B ⊂ ADeux façons de dé�nir un ensemble :� on peut énumérer les éléments de l'ensemble (on le dé�nit alors � en extension �) : {1, 2, 5, 9}.C'est plus di�ile pour un ensemble in�ni, par exemple N = {0, 1, 2, 3, . . .}� à l'aide d'une propriété ommune à tous ses éléments de l'ensemble (on le dé�nit alors � enompréhension �) :
⊲ {x ∈ R, x > 2} = [2,+∞[
⊲ l'ensemble des entiers naturels pairs s'érit : {2k, k ∈ N}
⊲ montrer que {3x+ 1 ; x ∈ [0, 1] } ⊂ [1, 5[
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Dé�nitions et propriété :soit E un ensemble et A ⊂ E (don Aest un sous-ensemble de E, on dit aussique A est une partie de E)� on appelle ensemble des parties de
E, et on note P(E), l'ensemble dontles éléments sont les parties de E� A ⊂ E ⇔ A ∈ P(E)

Remarques :� il existe don des ensembles dont les éléments sonteux-même des ensembles.� E ∈ P(E) et ∅ ∈ P(E)Exemples :� soit E = {a, b, c}, alors
P(E) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, ∅, E}� en probabilité, un événement est un élément de P(Ω)Dé�nition et propriété :soit E un ensemble, et A une partie de

E. On appelle omplémentaire de A(dans E), et on note Ā ou CEA le sous-ensemble de E formé des éléments quin'appartiennent pas à AC'est-à-dire : Ā = {x ∈ E, x 6∈ A}de fait x ∈ Ā ⇐⇒ x 6∈ A

Exemples :� le omplémentaire de [2,+∞[ dans R est ]−∞, 2[� soit P l'ensemble des naturels pairs. Le omplémen-taire de P dans N est P̄ = {2k + 1, k ∈ N}� soit E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et A = {1, 4}. Le omplé-mentaire dans E de A est P̄ = {2, 3, 5, 6}� soit E un ensemble, alors Ē = ∅ et ∅̄ = E� soit E un ensemble, et A ⊂ E, alors ¯̄A = ADé�nition :on appelle intersetion de A et de B,et on note A ∩ B, l'ensemble des élé-ments qui appartiennent à la fois à A età B. Autrement dit pour x ∈ E

x ∈ A ∩ B ⇐⇒ (x ∈ A et x ∈ B)

Exemples :� soit A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et B = {1, 3, 5, 7, 9},alors A ∩B = {1, 3, 5}� soit A = {1, 2, 3} et B = {−3, 7, 9} alors A ∩ B = ∅� soit A = Z et B = [−π,
√
2[ alors A ∩ B = [[−3, 1]]Dé�nition : on dit que deux ensembles

A et B sont disjoints si A ∩ B = ∅
Exemple : ]−∞, 1] et ]2, π] sont disjoints.Remarque : A et Ā sont toujours disjoints.Dé�nition :on appelle réunion de A et de B, et onnote A∪B, l'ensemble des éléments quiappartiennent soit à A, soit à BAutrement dit, pour x ∈ E

x ∈ A ∪ B ⇐⇒ (x ∈ A ou x ∈ B)

Exemples :� soit A = [−1, π] et B =]1, 5],alors A ∪B = [−1, 5] et A ∩ B = ]1, π]� soit A = [1, 2]∪]π, π2], et B = [0, 2π],alors A ∪B = [0, π2] et A ∩ B = [1, 2]∪]π, 2π]Propriétés :Intersetion : A ∩B ⊂ A et A ∩ B ⊂ B A ∩ E = A si A ⊂ B, alors A ∩ B = AUnion : A ⊂ A ∪ B et B ⊂ A ∪ B A ∪ E = E A ∪ Ā = E si A ⊂ B alors A ∪ B = BComplémentaire, union et intersetion : (A ∩ B) = Ā ∪ B̄ et (A ∪B) = Ā ∩ B̄Dé�nition : soit E et F deux ensembles,on appelle produit artésien de E par
F et on note E × F l'ensemble desouples d'éléments de E et de F prisdans et ordre :
E × F = {(a, b) ; a ∈ E et b ∈ F}La dé�nition se généralise. Par exemple,

E1 × E2 ×E3 est l'ensemble
{(x, y, z), x ∈ E1, y ∈ E2, z ∈ E3}

Exemples :� soit A = {1, 2} et B = {2, 3, 7}, alors
A× B = {(1, 2), (1, 3), (1, 7), (2, 2), (2, 3), (2, 7)} et
B × A = {(2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2), (7, 1), (7, 2)}� l'ensemble R × R est noté R2. Il s'agit de l'ensembledes ouples de nombres réels. Les éléments (5, ln(3))et (ln(3), 5) de R2 sont di�érents.� soit A = {1, 2, 3}, B = {1, 2} et C = {7, 9}déterminer A× B × C2


