ECG 1 - mathématiques appliquées Chapitre 8,5 - ensembles Décembre 2024

Objectifs d’apprentissage
A la fin de ce chapitre, je sais parler de :

e parties d’'un ensemble, d’inclusion O
e réunion, d’intersection O
e complémentaire (et complémentaire d’une union et d’une intersection) 0
e produit cartésien U
Définitions : Exemples :
e un ensemble. est une collection d’Ob- e I’ensemble N des entiers naturels contient les
jets mathématiques (nombres, fonctions, | pombres entiers a partir de zéro;
points du plan...). e R,[X] est I’ensemble des polynomes de degré in-
e deux ensembles sont égaux si ils sont ferieur ou égal a 2

formés des mémes éléments.
e I'ensemble vide est I'unique ensemble ne
contenant aucun élément, il est noté ()

Remarque : les éléments d’un ensemble sont don-
nés « en vrac »(il y n’y pas de notion d’ordre). Par
exemple {1,3} = {3,1}

Définitions : soit A et B deux ensembles. On | Remarques :
dit que B est inclus dans A (ou que B est | ¢ B c A sécrit : Vr € B, z€A

un sous-ensemble de A) lorsque tout élé- | ¢ atant donné A un ensemble, on a toujours ) C A

ment de B est aussi un élément de A, on note et AC A
alors B C A B 1
m :
si B n’est pas inclus dans I'ensemble A, on %
note B Z A *
gZ L] Rl [X] C

Méthode pour démontrer que A C B :
on écrit : « soit x € A » et par une suite de déduction on aboutit & « alors x € B »

Par exemple montrer que F C F

o FF'={P(z)=2"",n€N}et E={f,f:R— R est une fonction paire}
soit P € F', alors P est une fonction polynomiale, donc P est définie sur R
de plus Vo € R, P(—2) = (—2)*" = ((—2)*)" = (2*)" = 2™ = P(x)

donc P est paire (et définie de R dans R) donc P € E

dou FFC FE

Propriété : Remarque (pour la rédaction) : pour montrer que les
ensembles A et B sont égaux, généralement on démontre

A= Bequivaut a AC Bet BCA successivement les inclusions A C Bet BC A

Deux facons de définir un ensemble :

e on peut énumérer les éléments de 'ensemble (on le définit alors « en extension ») : {1,2,5,9}.
C’est plus difficile pour un ensemble infini, par exemple N = {0,1,2,3,...}

e A l'aide d’une propriété commune a tous ses éléments de ’ensemble (on le définit alors « en
compréhension ») :
>{reRx>2}=
> ’ensemble des entiers naturels pairs s’écrit :
> montrer que {3z +1; 2z € [0,1]} C [1,5]




Définitions et propriété :

soit £ un ensemble et A C E (donc A
est un sous-ensemble de F, on dit aussi
que A est une partie de F)

e on appelle ensemble des parties de
E, et on note Z(E), I'ensemble dont
les éléments sont les parties de E

e ACES Ae Z(F)

Remarques :

e il existe donc des ensembles dont les éléments sont
eux-méme des ensembles.

e Fec #(E)et e #(E)
Exemples :
e soit £ = {a,b,c}, alors

P(E) =

e en probabilité, un événement est un élément de

Définition et propriété :

soit F/ un ensemble, et A une partie de
E. On appelle complémentaire de A
(dans E), et on note A ou CrA le sous-
ensemble de E formé des éléments qui
n’appartiennent pas a A

Clest-a-dire : A ={z € E,x ¢ A}
defaitz € A <= ¢ A

Exemples :

e le complémentaire de [2, +00[ dans R est
e soit P ’ensemble des naturels pairs. Le complémen-
taire de P dans N est
e soit £ = {1,2,3,4,5,6} et A = {1,4}. Le complé-
mentaire dans F de A est ,
e soit F un ensemble, alors £ = () et ()
S

e soit E un ensemble, et A C E, alors A =

Définition :

on appelle intersection de A et de B,
et on note A N B, ’ensemble des élé-
ments qui appartiennent a la fois a A et
a B. Autrement dit pour x € F

r€ANB < (r€Aetx€B)

Exemples :

o soit A={1,2,3,4,5,6} et B ={1,3,5,7,9},
alors AN B =

e soit A={1,2,3} et B={-3,7,9} alors AN B =

e soit A=7Z et B=[—m,V2[alors ANB =

Définition : on dit que deux ensembles
A et B sont disjoints si AN B =10

Exemple : | — oo, 1] et ]2, 7] sont disjoints.

Remarque : A et A sont toujours disjoints.

Définition : Exemples :
on appelle réunion de A et de B, et on | ¢ gpit A = [—1,7] et B =]1, 5],
note AU B, I’ensemble des éléments qui alors AUB = et ANB =
appartiennent soit a A, soit & B e soit A = [1,2)U]r, 2], et B = [0, 2],
Autrement dit, pour z € £ alors AU B = et ANB =
r€AUB < (r€ Aoux € B)
Propriétés :
Intersection : ANBC Aet ANBC B ANE=A siAC B,alors ANB=A
Union : AC AUBet BCAUB AUFE=F AUA=F siAC Balors AUB=1EB

Complémentaire, union et intersection : (AN B) = AUB et

(AUB)=ANB

Définition : soit F et F' deux ensembles,

on appelle produit cartésien de F par
I et on note E x F 1’ensemble des
couples d’éléments de E et de F' pris
dans cet ordre :

ExF={(a,b);acE et be[F}
La définition se généralise. Par exemple,
E| x E5 x E5 est I’ensemble
{(IL‘,y,Z),ZL' € Elay € E27Z € EB}

Exemples :

e soit A={1,2} et B={2,3,7}, alors
Ax B = et
Bx A=

e I’ensemble R x R est noté R?. Il s’agit de I’ensemble
des couples de nombres réels. Les éléments (5,1n(3))
et (In(3),5) de R? sont différents.

e soit A={1,2,3}, B={1,2} et C ={7,9}
déterminer A x B x C




