ECG 1 - mathématiques appliquées TD 9 - suites - limites Décembre 2024 - Janvier 2025

Plan de travail

Notion Exercices a minima Mais aussi
Limites de référence et opérations 1,2

Théorémes de la limite monotone 3,4,5,7,15 6, 8, 16
Comparaison 9, 10, 11 12, 18
Suites adjacentes 13, 14 17

Exercice 1

Etudier les limites des suites (u,)nen+ Suivantes.

1. u, =n*>+2n—9 6. u,=n>4n"+6+e"
1 6 1
n n 7. u, = ——
1 -1+43
3. u, = ——— n
3—62n 3 2
3 8. u,=-n"—-3n"—2n+1
: > =2 —
4. Pour n > 2, u, =2 < 1+ ln(n)> 9. u, =/n—1
s+ (1) 1 (2
5 P >2 U, = ——2 10. u, = ———
OUET 2 % M = ntn))2 x 57 e+ L
Exercice 2
nt+1
Soit la suite (uy)nen définie pour tout n € Npar: ug=0 et w,pq = ;L_Z
1. Montrer que pour tout n € N*, 0 <wu, <1
1
2. Pour n € N, on pose v, =
Up — 1

a. Montrer que (v,),en est une suite arithmétique.

b. En déduire une expression de u,, en fonction de n puis la convergence de la suite (uy,)qen

Exercice 3
Soient u = (uy,)ney la suite définie par :  ug=1 et Vn €N, U,y =u, +u.
1. Etudier la monotonie de
2. Montrer que : Vn € N, u,, > 1
3. Montrer que si la suite u converge vers un réel £, alors £ =0
4

. En déduire la limite de la suite u

Exercice 4 - monotonie et limite
1
Soit u, la suite définie par ug = 2 et pour tout n > 0, u, 1 = 5(1 + u?)

1. Déterminer la monotonie de la suite.

2. Montrer que la suite u ne peut pas étre majorée. En déduire la limite de u,, quand n — +oo



Exercice 5 - suite récurrente non-linéaire

2u?
Soit u la suite définie pour tout n > 0 par u, ;1 = ——— et ug >0
1+ 5u,

1. Montrer que pour tout n > 0, u,, existe et u,, >0

2u 2\"
2. Montrer que pour tout n = 0,u,+; < ?" puis que Vn > 0,u, < (5) ug et déterminer la
limite de la suite u

3. Déduire de I'inégalité précédente la monotonie de u, puis retrouver sa limite.

Exercice 6
Soit w la suite définie pour n € N par :  u, = H (1 + e_k)

1. Montrer : Vn € N, u, >0
2. Pour z € R4, on définit f(z) =In(1 +2z) —x
a. Etudier les variations de la fonction f

b. En déduire que : Vx e Ry, In(l+2z) <z
e

e—1

4. Montrer que la suite u est croissante.

3. Montrer : Yn € N, In(u,) <

5. Montrer que la suite u est convergente.

Exercice 7 - suites et fonctions

Soit f la fonction définie sur R, par f(z) = v2 + x et (u,) la suite définie par :
up=0et Vn € Nyu,1 = f(uy)

Dresser le tableau de variations (complet) de f et résoudre ’équation f(z) = x (points fixes).
Montrer que ¥n € N, u,, > 0, puis déterminer la monotonie de la suite (u,,)
Conclure quant & la convergence de (u,) et déterminer sa limite.

Représenter alors la fonction f, la droite d’équation y = z et les premiers termes de la suite.

oUW

Représenter puis étudier de méme la suite (v,) définie par vg =4 et Vn € N, v, = f(v,)

Exercice 8 - suites et fonctions le retour

1

Soit. f la fonction définie sur RY par f(x) = x + — — 1 et (uy)nen la suite définie par :
x

ug > 0et Vn € Nyu,1 = f(uy)

1. Dresser le tableau de variations (complet) de f, puis montrer que Vo > 1, f(z) —2 < 0
Dans quel(s) cas a-t-on égalité ?

2. En déduire que ¥n € N*, u,, > 1, puis que la suite (u,)nen+ est décroissante.

3. Conclure quant a la convergence de (u,),en+ et déterminer sa limite. Qu’en est-il pour (u,)pen ?



Exercice 9

Soit (4, )nen une suite bornée et (v, ),en une suite qui tend vers +oo

Montrer que

Un neN

Exercice 10

converge vers ()

Etudier la limite de la suite u définie par :

1.

. Uy,

. Up

. Uy,

vn

Exercice 11

Soit u = (up)nen la suite de terme général u,, =

1.
2.

3.

Calculer ug, uy, us et ug

—3n% +8
Uy = —————— 7.
n+7
_ 2n+1
1—4n
3" 8
2
0 - n(aecO<b< )
= v a
a” + bn
4+ (-1)" >
.un:TpournEN 10.
In(3
C Uy = n(3n) pour n € N* 11.

n

n!

Montrer que u est décroissante a partir du rang 4

Montrer que pour n > 5,

Montrer que pour tout n >

Upt1 S éun

5,0 <

< Un

Exercice 12 - un peu plus technique

Soit u =

ot

. Soit n entier tel que n >

(Un)nen+ la suite de terme général

1
Un:—'
n!
k

3. Pour k entier tel que 1 <

n—2

1
. Soit n entier tel que n > 3. Montrer que — Z k! <
n!

. Up

Up =

_ In(n) N

U

3

. Montrer que la suite u converge et préciser sa limite.

n

=1

T 24em In(n)

_ (In(n))?

k<

_1)n
nt (=1 pour n € N*

1

52~ bour n € N*
n

n?+2—npourn €N

1

n? 2

. Soit v = (v,),>5 la suite geometnque de premier terme vs = us, et de raison 5

k!
n — 2, encadrer le réel 1
n!

1

n—1

. Soit n entier tel que n > 3. Exprimer u,, a l'aide de — Z k!

. Montrer que la suite v converge vers 1

n—1

1
. Soit n entier tel que n > 2. Exprimer u,, a I'aide de o1 Z k!
n!

) + 6 pour n € N*



Exercice 13 - Exemples de suites adjacentes

Démontrer que les suites (u,) et (v,) données ci-dessous forment des couples de suites adjacentes.
n

1 n 1 2n1
1. u, = — et v, = up + — . = = —
U erv u—i—n 2. u, ;k;Jrnetv" ;k‘

Exercice 14

Soit u = (Up)nen+ €t v = (Vy)nen+ les suites définies par : Vn € N*,  w,, =

Montrer que ces deux suites sont convergentes, de méme limite.

Exercice 15

1
Soit u = (up)nen définie par : ug =0, et Vn € N, w, 1 = u, + 6(371 +2)
1. Etudier la monotonie de u

2. Montrer que u ne peut pas converger vers un réel ¢
3. Que peut-on en déduire concernant la limite de la suite u ?

n—1

4. En considérant, pour n € N, la somme E (Ugs1 —uy), déterminer I'expression de u,, en fonction

k=0
de n. Retrouver alors le résultat de la question 3.

Pour continuer a s’entrainer

Exercice 16

n

1
Soit u la suite définie pour n € N* par : u,, = E "y
n
k=1

1. Soit n € N*. Déterminer I’expression de u,,1 — u, en fonction de n, & I'aide d’'un changement
d’indice.

2. Montrer que u est strictement croissante.
3. Montrer que u converge.

Exercice 17

Soit u = (Up)nen+ €6 v = (v, )nen+ les suites définies par :

"\ 1
Vn € N¥, un:Z——Q\/nJrl, Up =
o vk

Montrer que ces deux suites sont convergentes, de méme limite.

n

Sl -

k=1

Exercice 18
n
) ) . 1
Soit u = (Up)pen+ Une suite et v = (vy )pen+ telle que : Vn € N* v, = — Zuk
n
k=1

On suppose que u est croissante. Montrer que : Vn € N*, v, < u,



