ECG 1 - maths appli. Devoir en temps libre n°5 Pour le 6 janvier 2025

Corrigé Total sur 34 points

Exercice 1 12 points

On s’intéresse aux résultats d'un étudiant lors d’une épreuve de mathématiques. Pour n € N*, on a :

e si I’étudiant a réussi la question n alors il a la probabilité 1 de réussir la suivante

e si ’étudiant n’a réussi la question n alors il a la probabilité 3 de réussir la suivante

On suppose que ’étudiant réussit la premiére question et on note r,, la probabilité que ’étudiant réussisse la question n

1.

Calculer r2 et r3 1,5 points
Par hypothése, I’étudiant réussit la premiére question, il a donc trois chances sur 4 de réussir la deuxiéme, i.e. ro = 1

puis il y a « deux facons » de réussir la troisiéme question, soit en réussisssant la deuxiéme, soit en la ratant, autrement
dit, avec la « petite » formule des probabilités totales, et en notant R, pour n € N* I’événement : « I’étudiant réussit
la question n » alors P(Rs) = P(R3)Pr,(Rs) + P(R2) P (Rs)

. 3 1 3 1 1 9 1 9 2 11
l.e.r3=r2><Z+(1—r2)x§etdoncr3zz><1+Z><§:E+§:1_6+1_6:1_6

on a utilise Pr,(R3) = 1 qui correspond & la probabilité de réussir une question (ici la troisiéme) sachant que

w

la précédente a été réussie (ici la deuxiéme). Et de méme Pg_(R3) ce qui correspond a la probabilité de réussir une
question (ici la troisiéme) sachant que la précédente n’a pas été réussie (ici la deuxiéme)

Etablir, pour n € N*, une relation entre 7,41 et 7, 1,5 points

Comme & la question précédente, avec la « petite » formule des probabilités totales :

3 1 3 1 1 1 1 3
ie. rpe1 =1y X 1 +(1—ry)x 3 et donc r,41 = 1 §rn+ 5= ZT"+ 5 comme plus haut, on a utilisé Pr, (Rn41) = 1
ce qui correspond 4 la probabilité de réussir la n + 1°™° question sachant que la précédente (la n®™°) a été réussie; et

de méme PK(RH+1) ce qui correspond 4 la probabilité de réussir la n + 1°™° question sachant que la précédente (la

n®M®) n’a pas été réussie.

. Exprimer, pour n € N*, r,, en fonction de 71 2 points

D’aprés le résultat précédent, (r,)nen+ est une suite arithmético-géométrique, on va donc l'expliciter selon la méthode

1 3 1 4 1 2
habituelle. Dans un premier temps, on cherche le point fixe: a=-a+ - S -a==-Sa=- X = = —
4 22 4 2 3 2 3
on introduit alors la suite auxiliaire définie pour n € N* par v, = r, — 3
. 2 1 1 2 .
alors pour n € N*, v, 41 =141 — 3= —r, + 573 d’apreés 2.
d 1 +1 2 1 11 +2 11 +1><2 11 +1 11
et = Ty 7374 6 2\ 3) 6 1" 13 6 1" "6 6 ar
. 4, PR . 1 * 1 nt 1
donc (vp)nen+ est une suite géométrique de raison 1 et donc Vn € N*, v, = vy 1 =1 1
2121 1 hypothése d Vn € N* 1><1
orvi=r1—-=1—==—=carr; =1 par othése donc Vn Up = =
1 1 32 59 1 2 pl ypl 1 1 7 5o
orrn:vn—i—g dochneN*,rn:§+§ X 1= 3 (2+W)
. Emettre une conjecture sur la limite de la suite (r,)nen et interpréter le résultat. 1 point

2
Le terme 4"~ ! tend vers +oo (et méme rapidement), donc 7, va tendre vers 3 (et méme rapidement) i.e. au bout de

2
quelques questions déja (4 ou 5) la probabilité de réussir la question n sera proche de 3

. Les événements « ’étudiant réussit la question n » et « ’étudiant réussit la question n 4+ 1 » sont-ils indépendants? 1,5 points

Concrétement, on pressent que non, puisque, d’aprés I’énoncé, la réussite d’une question dépend de la réussite de la
précédente. Mathématiquement il faut le justifier en montrant que P(R,41) # Pr, (Rnt1)

1 1
or, comme vu plus haut Pr, (R,+1) = 1 et d’apres la question précédente P(Ry41) = rpt1 = 3 + 3 X o
donc P(Ry4+1) = Pr, (R )@3 2+1 1<:>12 > 12 2+1 ! < 9=8+4 1@1 ! &
onc n = n - = -4 - X — X —=12%x | =+ = x — = X — = —
i I I AT 4 3737 qn 4n AT

4"l=1len=1
finalement ces événements sont. dépendants pour tout n € N*, sauf n = 1, i.e. Ry et Ry sont indépendants, il s’agit en

fait d’un cas particulier (car la premiére question est toujours réussie) ot ro = P(Ry) = 1

. On s’intéresse maintenant a ’enchainement des 5 premiéres questions



7. Que réalise le programme Python ci-dessous (on prendra le soin de détailler la réponse) ?

a. quelle est la probabilité que I’étudiant les réussisse toutes ? 1 point

On s’intéresse donc a I’événement Ry N Rs N Rz N R4 N Rs5 et d’aprés la formule des probabilités composées :
P(RiNRaNR3NRyNRs) = P(R1)Pr, (R2)Pr,nr, (R3)PrynRonRs (B4) PRiAR.ARsNR. (R5)

= P(R1)Pr, (R2)Pr,(R3) Pry(R4) Pr, (R5)
car la réussite d’une question ne dépend que de la précédente

4
3 3 81
de plus P(Ry) =1 et Vn € N*, Pg, (Rpt1) = 1 finalement P(R; N RN R3N Ry N R5) = (Z) = 56

b. quelle est la probabilité que I’étudiant n’en rate qu'une seule ? 2 points

L’étudiant réussit toujours la premiére question, donc s’il en rate une, c’est forcément une des suivantes et on
s’'intéresse donc a 1’événement, que ’'on notera A :

(RiNR:NR3NRyNRs)U(RiINRaNR3NRyNR5) U (R NR2NR3NRyN Rs) U (R N Ry N R3 N Ry N Rs)
alors par incompatibilité (on ne peut & la fois réussir et ne pas réussir une question) :
P(A)=P(RiNR2NRsNR4NR5)+P(RiNR2NR3sNRaNRs)+P(RiNReNR3NRiNR5) + P (R NRaNRsN Ry Rs)
or d’apres la formule des probabilités composée (dans un premier temps) et parce que la réussite d’une question
ne dépend que de la précédente (dans un deuxiéme temps), puis avec les données de I’énoncé

P (Rl N Ry N R3 0 R4 R5) P(Ry)Pg,(R2)P RiNR: (R3)P RiNR2NR3 (Ra)P, RiNR2NR3NR4 (Rs)

1 3 9
o = P(R1)Pg, (R 2) ( )izS(R4)PR4(R5) 1 X 5 X 1 X 1” s
P (Ry N Ry N R3 N RyN Rs) = P(R1)Pr, (R2)Pr,nr, (R3) Py, g,z (Ba) P,y s, (Rs)
1 3 9
= P(R1)Pr, (R2) P, (R3) Pg;(R1) P, (R5) = 1%1%3 %1%
P (Rl N R2 N R3 OR_40R5) = P(Rl)PRl(RQ)PRlﬁRQ(R PR1FTRQHR3(R4) RiNR2NRsN R_4(R5)
3 1 9
= P(B)Pry(Ra) Pra (Ro) Py (Ra) Py (Bs) = 7 % 3% 3% 5 = 152
P (RiN Ry N R3NRyNR5) = P(R1)Pr, (R2)Prynk, (R3)PrynRran ks (Ra) PrynRanRsnRa (B5)
3 3 3 1 27
= (Rl)PRl (R2 PRQ(Rg)PRS (R4)PR4(R5) Z X Z X Z X Z 256

9 27 27 27 54 27 81
ot P(A) = 7 = = = _ [
ot P(A) =3 128 + 256 128 * 256 256 + 256 256

import numpy.random as rd
. . . . R=[1]
Le programme simule la réalisation de 5 questions consécutives selon le protocole r=1

décrit dans l'exercice et affiche la liste des « réussites aux questions », ou 1 désigne la for i in range(2,6):

Exercice 2

réussite et 0 I’échec. 11 affiche aussi le nombre de quesions réussies. 1,5 points it r== 3 dint (1.5
. L. . . . . . , . . a=rd.randin s
Pour cela il créé la variable r qui contient 1 si la question est réussie et 0 sinon. A if a==
chaque question, la valeur du r est mise a jour. Soit si r vaut 1, en tirant un nombre r=0
entier entre 1 et 4 et r garde alors la valeur 1 si le nombre tiré n’est pas quatre. else _
Ce qui arrive 3 fois sur quatre (on simule donc comme cela le fait de réussir une ?;rz;fandmt (1,3
. . - 3 .
question sachant que la précédente est réussie, avec une probabilité de Z) L’autre cas 1(’=;
R . 3 . 3 X L R R.append (r
correspond & la situation ou la question 7 a été ratée. print (R, sum(R))
6 points
On définit Papplication h par h = exp o exp
1. Déterminer %, 'ensemble de définition de h, puis Pexpression de h(x) 0,5 point

Il n’y a pas de contrainte car 'exponentielle est définie sur R (on peut toujours faire ’exponentielle de I’exponentielle)

donc 7, = R et Va € R, h(z) = (expoexp)(z) = exp(exp(z)) = e
2. Déterminer h([0, +oo[) (on cherchera a justifier la limite en +o00)

Il est nécessaire dans un premier temps d’étudier les variations
pour z € R, h peut s’écrire h(z) = e“®) avec u(z) = e* (et donc u/(x) = e”)

2 points

donc h/(z) = u'(z)e™™ (car la dérivée d’exponentielle est elle-méme) et donc h'(z) = e"e

donc Vo € R, h/(z) > 0 et de fait h est strictement croissante donc h([0, +o00[) = {h(O), hIJIrl h(z) {
Tr—+00

bien que nous n’ayons pas encore vu les limites de fonctions, nous savons que ’exponentielle tend vers +o0o quand x
tend vers +o00, de fait h(x) va tendre vers « exp(4+00) » (cette notation n’est pas rigoureuse) quand x tend vers +oo

de plus h(0) = e = el = e d'ot R([0, +o0[) = [e, +o0]

3. Montrer que h n’est pas surjective de 2 dans R 0,5 point
Il est évident que h ne prend que des valeurs strictement positives (c’est le résultat d’une exponentielle), donc h(xz) = —1
n’admet pas de solution (de méme que h(z) = y pour n’importe quel y < 0).

4. Montrer que h est injective. 1 point



On peut le justifier avec la stricte monotonie (croissance ici) de h, en effet si 2 # a’, alors soit 2 < 2’ et dans ce cas
h(x) < h(z'); soit x > 2’ et dans ce cas h(x) > h(z'); dans tous les cas h(z) # h(z') ce qui signifie que h est injective.

P

Option B - méthode classique : soit (z,2) € R? tels que h(z) = h(z') alors e = e
donc In (eez) =In (eeI ) (il s’agit de nombres strictement positifs)

’
donc e* = e¥ et en composant & nouveau par In on trouve z = ’, ce qui signifie que h est injective

. Démontrer que h est une bijection de %, dans |1, +oo[ et donner sa bijection réciproque. 2 points

A nouveau la méthode officielle : soit y €]1, +oc], alors pour x € 2,

hiz)=y & e =yen (eem) = In(y) car il s’agit de nombres strictement positifs, donc on peut composer par In (et
exp dans lautre sens, donc h(z) = y < €* =In(y) < In(e”) = In(In(y))

la nouvelle composition par In est licite par y > 1 = In(y) > In(1) (car la fonction In est strictement croissante), i.e.
In(y) > 0, d’ou finalement h(zx) =y < z = In(In(y))

comme 2, = R, il n’y a pas a vérifier que 'antécédent trouvé est bien dans 2,

finalement Vy €]1, +o00], ’équation h(z) = y admet une unique solution dans R, ce qui signifie que h est bijective, de

=1, 1, 4o0] — R
PSSR 5 n(in(y)

Exercice 3 - fonction et suite 16 points

1.

Soit f la fonction définie par f(x) = m et soit (un)nen la suite définie par {Vn c foni 1: Flum)
On désigne par € la courbe représentative de f dans un repére orthonormeé.
Donner ’ensemble de définition de f 0,5 point
f est définie sur R car son dénominateur ne s’annule pas. En effet il s’agit d’'un polynéme du second degré donc le
discriminant vaut A =22 —4 x 1 x 3 =4 — 12 = —8, ce polynome n’a donc pas de racine.
. Résoudre I'équation f(z) ==z 1 point
. T
Soit x € R alors f(z) =2 & —————— =a < 1 = 2(2? + 22 + 3) car 2° + 2z + 3 ne s’annule pas
224+ 2x+3
donc f(z) =r e 2(@® +2r+3)—r=02(*+22+3-1)=0 (2’ +22+2) =0 2=00uz’+22+2=0
or de nouveau z2 + 2z + 2 ne s’annule pas, car discriminant vaut A =22 —4x1x2=4—-8 = —4
donc f(z) =z < 2=0
. Etudier les variations de la fonction f 2 points

f est dérivable sur R et pour = € R, en posant u(x) = z et v(x) = 2% + 2z + 3, on a alors u/(x) = 1 et v/(z) = 22 + 2
et donc ¥z € R, f/(z) = u'(z)v(x) — u(z)v'(x) _ 22+ 22+ 3 —z(2z + 2) _ 22 +2x +3 —22% — 22 _ —2?+3
v(x)? (2% + 22 + 3)? (22 + 22 + 3)? (2% + 22 4 3)?
comme le dénominateur est toujours positif (strictement), f'(x) est du signe de —2? + 3
2
or —2?+3=3—22=+3" —12% = (V3 —12)(V3+z) est un polynome du second degré dont les racines sont —v/3 et

/3, donc son signe est du signe de a (i.e. négatif) & Pextérieur des racines et on peut alors dresser le tableau suivant :

T —00 -3 V3 +o00 on peut éventuellem?gt préciser : 7
2 _ _ —V3) = _ -
f'(x) - 0 + 0 - " ~1
V3= —
soit f(=V/3) 2v/3 -2

F(V3) et de méme :
f \ / \/g )
F(=V3) T 8 = (V32 +2v3+3  2v/3+2

. Montrer que, pour tout entier naturel n,0 < u, < V3 1,5 points

Par récurrence! Pour n € N, on définit P(n) : 0 < u,, < V3
Initialisation : ug = 1 et 1 < v/3 donc P(0) est vraie (car P(0) < 0 < up < \/§)

Heérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie
alors par hypothése 0 < u,, > v/3 et donc £(0) < f(u,) < f(V3)
car d’aprés la question précédente f est croissante sur [0, \/§]

1
de plus £(0) = 0, f(up) = Un41 et comme vu plus haut, f(v/3) = 512 donce f(v/3) < 1 et a fortiori f(v/3) < V3

d’on finalement 0 < 41 < f(\/g) < V/3 donc P(n+ 1) est vraie, d’ou I’hérédité
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. 0 < u, < V3

. Montrer par récurrence que la suite (un)nen est décroissante. 1 point

On s’exécute! Pour n € N, on définit P(n) : upt1 < up



10.

1

1
Initialisation : ug = 1 donc par définition u; = ————— = — donc u; < ug i.e. P

12+2x14+3 6
Heérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

par hypothése u,+1 < u, et d’aprés la question précédente 0 < u,+1 < uy < V3

et d’aprés 3., [ est croissante sur [0, \/g] donc f(unt1) < f(uyn) i€ tupy2 < Uupqq done P(n+1) est vraie, d’ou I’hérédité

(0) est vraie

et donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. la suite (u,)nen est décroissante.

a. Pour z € 9y, étudier le signe de f(z) —

x x

x(2? + 21 + 3)

Soit = € R alors par définition de f, f(z) — 2 = ————— —x =

2 +2x+3 2 +2x+3

r—ax(@®+2x+3) z(1-(2?2+22+3) a(-22-22r-2)

22 4+ 22 +3

x(2? + 22 + 2)

J@) = 3 T @+2:+8 2 i2i3

or comme vu aux questions 1. et 2. les polynomes z? + 2z + 2 et ® + 2z + 3 ne s’annulent pas, donc ils sont

22 4+ 22 +3

toujours positifs (dans les deux cas a = 1 > 0) et donc f(z) — x est du signe opposé de celui de =

ie.VzeR_,f(x)—z>0etVz e Ry, f(z) —2 <0

Retrouver le résultat de la question 5.

Comme vu ci-dessus, Vo € Ry, f(z) — 2 < 0 et d’aprés la question 4., Vn € Nyu,, >0
donc Vn € N, f(un) — un < 0 1€ tupy1 — uy, < 0 done la suite (uy)nen est décroissante.

. Déterminer I’équation de T', la tangente & €5 au point d’abscisse 0

Par propriété, T a pour équation y = f'(0)(z — 0) + £(0)

—02+3 3
! — —_
o FO = o rer o

. Sur l'intervalle [—2; 2], représenter %, la droite d’équation y = x et

1 1 1
=3 et f(0)=0doncT :y= 3% i.e. T a pour équation y = 3%

1,5 points

Pévolution de la suite (un)nen avec la méthode « en escalier ». 2 pts

On utilise les informations disponibles : f(0),T, le signe de
f(z) — x qui donne la position relative de entre €y et la droite
d’équation y = x

on peut trouver des valeurs approchées de f(—1) et f(1) en uti-

R

Ul

Uy — — 4

lisant /3 ~ 1,7 i I
enfin on peut remarquer que f est négative sur R_ et positive

sur R et pressentir que sa limite est 0 en —oo et +00 o—
pour les termes de la suite, on peut difficilement aller plus loin

(V5]

que us mais cela permet de comprendre la tendance.

Comme évoqué ci-dessus, il est déja difficile de représenter uz car les termes se rapprochent rapidement de 0 et on
pressent donc que la suite converge vers 0 ce qui est le cas. On démontrera bientot qu’étant décroissante et minorée,
la suite est de fait convergente (théoréme de la limite monotone) et sa limite vérifie ensuite f(x) = = dont la seule
0,5 point

solution est 0 comme nous ’avons vu plus haut.

Avec Python,
a. écrire un programme qui représente 6,1 et la droite d’équation y = x sur un
meéme graphique et sur U'intervalle [—2; 2] 1,5 points
On importe numpy pour linspace et matplotlib.pyplot pour la repré-
sentation. On définit une liste d’abscisses entre —2 et 2 avec np.linspace,

1
T

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x=np.linspace (-2, 2,
y=x/(x**2+2%*x+3)

z=x/3

. A l'aide de la représentation graphique de la suite réalisée a la question 8., émettre une conjecture sur la convergence de la suite.

100)

. écrire un programme qui représente les 100 premiéres valeurs de la suite (un)nen

puis on définit deux listes d’ordonnées, une pour f (il n’est pas indispen-  p1¢.plot(x,y)
sable de définir une fonction), une pour la tangente (une pour y = x ce  plt.plot(x,z)
n’est pas nécessaire). plt.plot(x,x)
Enfin on utilise trois fois la commande plot pour voir les trois courbes. plt.show()

u=1

1,5 points L=[1]

On calcule tous les termes de la suite de maniére itérative avec une boucle for 2 in range(1,100):
u=u/(u**2+2%u+3)

for et on ajoute chaque terme a la liste L qui ne contient que ug ini- L.append (u)

tialement. Puis, pour la représenter un simple plot (L) suffit puisque les import matplotlib.pyplot as plt
abscisses sont alors implicitement 0,1, ...,99 et on ajoute le + pour obte- plt.plot(L,’+’)

nir le nuage de points. plt.show ()

. écrire un programme qui permet de déterminer le premier entier n pour lequel on aura |u, —£| <

1072 out £ est la limite de (un)nen 1 point Eig

Comme nous ’avons vu plus haut la suite (u,)nen est toujours positive (donc |u, —0] = while u>10%*(-3):

un) et converge vers 0, donc on calcule ses termes de maniére itérative & nouveau jusqu’a u=u/(ux*2+2%u+3)
I P < -3 . n=n+1

ce que l'écart u, soit inférieur & 107°. On trouve finalement 6 ce qui confirme que la print (n)

suite (un)nen converge « rapidement » vers 0



