
ECG 1 - maths appli. Devoir en temps libre n°5 Pour le 6 janvier 2025Corrigé Total sur 34 pointsExer
i
e 1 12 pointsOn s'intéresse aux résultats d'un étudiant lors d'une épreuve de mathématiques. Pour n ∈ N
∗, on a :� si l'étudiant a réussi la question n alors il a la probabilité 3

4
de réussir la suivante� si l'étudiant n'a réussi la question n alors il a la probabilité 1

2
de réussir la suivanteOn suppose que l'étudiant réussit la première question et on note rn la probabilité que l'étudiant réussisse la question n1. Cal
uler r2 et r3 1,5 pointsPar hypothèse, l'étudiant réussit la première question, il a don
 trois 
han
es sur 4 de réussir la deuxième, i.e. r2 =

3

4puis il y a � deux façons � de réussir la troisième question, soit en réussisssant la deuxième, soit en la ratant, autrementdit, ave
 la � petite � formule des probabilités totales, et en notant Rn pour n ∈ N
∗ l'événement : � l'étudiant réussitla question n � alors P (R3) = P (R2)PR2

(R3) + P (R2)PR2
(R3)i.e. r3 = r2 ×

3

4
+ (1− r2)×

1

2
et don
 r3 =

3

4
× 3

4
+

1

4
× 1

2
=

9

16
+

1

8
=

9

16
+

2

16
=

11

16on a utilisé PR2
(R3) =

3

4

e qui 
orrespond à la probabilité de réussir une question (i
i la troisième) sa
hant quela pré
édente a été réussie (i
i la deuxième). Et de même PR2

(R3) 
e qui 
orrespond à la probabilité de réussir unequestion (i
i la troisième) sa
hant que la pré
édente n'a pas été réussie (i
i la deuxième)2. Etablir, pour n ∈ N
∗, une relation entre rn+1 et rn 1,5 pointsComme à la question pré
édente, ave
 la � petite � formule des probabilités totales :

P (Rn+1) = P (Rn)PRn
(Rn+1) + P (Rn)PRn

(Rn+1)i.e. rn+1 = rn×
3

4
+(1−rn)×

1

2
et don
 rn+1 =

3

4
rn−

1

2
rn+

1

2
=

1

4
rn+

1

2

omme plus haut, on a utilisé PRn

(Rn+1) =
3

4
e qui 
orrespond à la probabilité de réussir la n+ 1ème question sa
hant que la pré
édente (la nème) a été réussie ; etde même PRn

(Rn+1) 
e qui 
orrespond à la probabilité de réussir la n + 1ème question sa
hant que la pré
édente (la
nème) n'a pas été réussie.3. Exprimer, pour n ∈ N

∗, rn en fon
tion de r1 2 pointsD'après le résultat pré
édent, (rn)n∈N∗ est une suite arithméti
o-géométrique, on va don
 l'expli
iter selon la méthodehabituelle. Dans un premier temps, on 
her
he le point �xe : α =
1

4
α+

1

2
⇔ 3

4
α =

1

2
⇔ α =

4

3
× 1

2
=

2

3on introduit alors la suite auxiliaire dé�nie pour n ∈ N
∗ par vn = rn − 2

3alors pour n ∈ N
∗, vn+1 = rn+1 −

2

3
=

1

4
rn +

1

2
− 2

3
d'après 2.don
 vn+1 =

1

4
rn +

1

2
− 2

3
=

1

4
rn − 1

6
=

1

4

(

vn +
2

3

)

− 1

6
=

1

4
vn +

1

4
× 2

3
− 1

6
=

1

4
vn +

1

6
− 1

6
=

1

4
vndon
 (vn)n∈N∗ est une suite géométrique de raison 1

4
et don
 ∀n ∈ N

∗, vn = v1

(

1

4

)n−1

= v1
1

4n−1or v1 = r1 −
2

3
= 1− 2

3
=

1

3

ar r1 = 1 par hypothèse don
 ∀n ∈ N

∗, vn =
1

3
× 1

4n−1or rn = vn +
2

3
don
 ∀n ∈ N

∗, rn =
2

3
+

1

3
× 1

4n−1
=

1

3

(

2 +
1

4n−1

)4. Emettre une 
onje
ture sur la limite de la suite (rn)n∈N et interpréter le résultat. 1 pointLe terme 4n−1 tend vers +∞ (et même rapidement), don
 rn va tendre vers 2

3
(et même rapidement) i.e. au bout dequelques questions déjà (4 ou 5) la probabilité de réussir la question n sera pro
he de 2

35. Les événements � l'étudiant réussit la question n � et � l'étudiant réussit la question n+ 1 � sont-ils indépendants ? 1,5 pointsCon
rètement on pressent que non, puisque, d'après l'énon
é, la réussite d'une question dépend de la réussite de lapré
édente. Mathématiquement il faut le justi�er en montrant que P (Rn+1) 6= PRn
(Rn+1)or, 
omme vu plus haut PRn

(Rn+1) =
3

4
et d'après la question pré
édente P (Rn+1) = rn+1 =

2

3
+

1

3
× 1

4ndon
 P (Rn+1) = PRn
(Rn+1) ⇔

3

4
=

2

3
+

1

3
× 1

4n
⇔ 12× 3

4
= 12×

(

2

3
+

1

3
× 1

4n

)

⇔ 9 = 8 + 4× 1

4n
⇔ 1 =

1

4n−1
⇔

4n−1 = 1 ⇔ n = 1�nalement 
es événements sont dépendants pour tout n ∈ N
∗, sauf n = 1, i.e. R1 et R2 sont indépendants, il s'agit enfait d'un 
as parti
ulier (
ar la première question est toujours réussie) où r2 = P (R2) =

3

46. On s'intéresse maintenant à l'en
hainement des 5 premières questions



a. quelle est la probabilité que l'étudiant les réussisse toutes ? 1 pointOn s'intéresse don
 à l'événement R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5 et d'après la formule des probabilités 
omposées :
P (R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5) = P (R1)PR1

(R2)PR1∩R2
(R3)PR1∩R2∩R3

(R4)PR1∩R2∩R3∩R4
(R5)

= P (R1)PR1
(R2)PR2

(R3)PR3
(R4)PR4

(R5)
ar la réussite d'une question ne dépend que de la pré
édentede plus P (R1) = 1 et ∀n ∈ N
∗, PRn

(Rn+1) =
3

4
�nalement P (R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5) =

(

3

4

)4

=
81

256b. quelle est la probabilité que l'étudiant n'en rate qu'une seule ? 2 pointsL'étudiant réussit toujours la première question, don
 s'il en rate une, 
'est for
ément une des suivantes et ons'intéresse don
 à l'événement, que l'on notera A :
(

R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5

)

∪
(

R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5

)

∪
(

R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5

)

∪
(

R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5

)alors par in
ompatibilité (on ne peut à la fois réussir et ne pas réussir une question) :
P (A) = P

(

R1 ∩ R2 ∩ R3 ∩ R4 ∩ R5

)

+ P
(

R1 ∩ R2 ∩R3 ∩ R4 ∩ R5

)

+ P
(

R1 ∩ R2 ∩ R3 ∩ R4 ∩R5

)

+ P
(

R1 ∩R2 ∩ R3 ∩ R4 ∩ R5

)or d'après la formule des probabilités 
omposée (dans un premier temps) et par
e que la réussite d'une questionne dépend que de la pré
édente (dans un deuxième temps), puis ave
 les données de l'énon
é
P
(

R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5

)

= P (R1)PR1
(R2)PR1∩R2

(R3)PR1∩R2∩R3
(R4)PR1∩R2∩R3∩R4

(R5)

= P (R1)PR1
(R2)PR2

(R3)PR3
(R4)PR4

(R5) =
1

4
× 1

2
× 3

4
× 3

4
=

9

128
P
(

R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5

)

= P (R1)PR1
(R2)PR1∩R2

(R3)PR1∩R2∩R3
(R4)PR1∩R2∩R3∩R4

(R5)

= P (R1)PR1
(R2)PR2

(R3)PR3
(R4)PR4

(R5) =
3

4
× 1

4
× 1

2
× 3

4
=

9

128
P
(

R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5

)

= P (R1)PR1
(R2)PR1∩R2

(R3)PR1∩R2∩R3
(R4)PR1∩R2∩R3∩R4

(R5)

= P (R1)PR1
(R2)PR2

(R3)PR3
(R4)PR4

(R5) =
3

4
× 3

4
× 1

4
× 1

2
=

9

128
P
(

R1 ∩R2 ∩R3 ∩R4 ∩R5

)

= P (R1)PR1
(R2)PR1∩R2

(R3)PR1∩R2∩R3
(R4)PR1∩R2∩R3∩R4

(R5)

= P
(

R1)PR1
(R2)PR2

(R3)PR3
(R4)PR4

(R5

)

=
3

4
× 3

4
× 3

4
× 1

4
=

27

256d'où P (A) = 3× 9

128
+

27

256
=

27

128
+

27

256
=

54

256
+

27

256
=

81

2567. Que réalise le programme Python 
i-dessous (on prendra le soin de détailler la réponse) ?Le programme simule la réalisation de 5 questions 
onsé
utives selon le proto
oledé
rit dans l'exer
i
e et a�
he la liste des � réussites aux questions �, où 1 désigne laréussite et 0 l'é
he
. Il a�
he aussi le nombre de quesions réussies. 1,5 pointsPour 
ela il 
réé la variable r qui 
ontient 1 si la question est réussie et 0 sinon. A
haque question, la valeur du r est mise à jour. Soit si r vaut 1, en tirant un nombreentier entre 1 et 4 et r garde alors la valeur 1 si le nombre tiré n'est pas quatre.Ce qui arrive 3 fois sur quatre (on simule don
 
omme 
ela le fait de réussir unequestion sa
hant que la pré
édente est réussie, ave
 une probabilité de 3

4
). L'autre 
as
orrespond à la situation où la question i a été ratée.

import numpy . random as rd

R=[1]

r=1

for i in range (2 ,6) :

if r ==1:

a=rd. randint (1 ,5)

if a==4 :

r=0

else :

a=rd. randint (1 ,3)

if a==1 :

r=1

R. append (r)

print (R, sum (R))Exer
i
e 2 6 pointsOn dé�nit l'appli
ation h par h = exp ◦ exp1. Déterminer Dh, l'ensemble de dé�nition de h, puis l'expression de h(x) 0,5 pointIl n'y a pas de 
ontrainte 
ar l'exponentielle est dé�nie sur R (on peut toujours faire l'exponentielle de l'exponentielle)don
 Dh = R et ∀x ∈ R, h(x) = (exp ◦ exp)(x) = exp(exp(x)) = ee
x2. Déterminer h〈[0,+∞[〉 (on 
her
hera à justi�er la limite en +∞) 2 pointsIl est né
essaire dans un premier temps d'étudier les variationspour x ∈ R, h peut s'é
rire h(x) = eu(x) ave
 u(x) = ex (et don
 u′(x) = ex)don
 h′(x) = u′(x)eu(x) (
ar la dérivée d'exponentielle est elle-même) et don
 h′(x) = exee

xdon
 ∀x ∈ R, h′(x) > 0 et de fait h est stri
tement 
roissante don
 h〈[0,+∞[〉 =
[

h(0), lim
x→+∞

h(x)

[bien que nous n'ayons pas en
ore vu les limites de fon
tions, nous savons que l'exponentielle tend vers +∞ quand xtend vers +∞, de fait h(x) va tendre vers � exp(+∞) � (
ette notation n'est pas rigoureuse) quand x tend vers +∞de plus h(0) = ee
0

= e1 = e d'où h〈[0,+∞[〉 = [e,+∞[3. Montrer que h n'est pas surje
tive de Dh dans R 0,5 pointIl est évident que h ne prend que des valeurs stri
tement positives (
'est le résultat d'une exponentielle), don
 h(x) = −1n'admet pas de solution (de même que h(x) = y pour n'importe quel y 6 0).4. Montrer que h est inje
tive. 1 point2



On peut le justi�er ave
 la stri
te monotonie (
roissan
e i
i) de h, en e�et si x 6= x′, alors soit x < x′ et dans 
e 
as
h(x) < h(x′) ; soit x > x′ et dans 
e 
as h(x) > h(x′) ; dans tous les 
as h(x) 6= h(x′) 
e qui signi�e que h est inje
tive.Option B - méthode 
lassique : soit (x, x′) ∈ R

2 tels que h(x) = h(x′) alors eex = ee
x
′don
 ln

(

ee
x

)

= ln
(

ee
x
′
) (il s'agit de nombres stri
tement positifs)don
 ex = ex

′ et en 
omposant à nouveau par ln on trouve x = x′, 
e qui signi�e que h est inje
tive5. Démontrer que h est une bije
tion de Dh dans ]1,+∞[ et donner sa bije
tion ré
iproque. 2 pointsA nouveau la méthode o�
ielle : soit y ∈]1,+∞[, alors pour x ∈ Dh

h(x) = y ⇔ ee
x

= y ⇔ ln
(

ee
x

)

= ln(y) 
ar il s'agit de nombres stri
tement positifs, don
 on peut 
omposer par ln (et
exp dans l'autre sens, don
 h(x) = y ⇔ ex = ln(y) ⇔ ln(ex) = ln(ln(y))la nouvelle 
omposition par ln est li
ite par y > 1 ⇒ ln(y) > ln(1) (
ar la fon
tion ln est stri
tement 
roissante), i.e.
ln(y) > 0, d'où �nalement h(x) = y ⇔ x = ln(ln(y))
omme Dh = R, il n'y a pas à véri�er que l'anté
édent trouvé est bien dans Dh�nalement ∀y ∈]1,+∞[, l'équation h(x) = y admet une unique solution dans R, 
e qui signi�e que h est bije
tive, deplus : h−1 : ]1,+∞[ → R

y 7→ ln(ln(y))Exer
i
e 3 - fon
tion et suite 16 pointsSoit f la fon
tion dé�nie par f(x) = x

x2 + 2x+ 3
et soit (un)n∈N la suite dé�nie par { u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 = f(un)On désigne par Cf la 
ourbe représentative de f dans un repère orthonormé.1. Donner l'ensemble de dé�nition de f 0,5 point
f est dé�nie sur R 
ar son dénominateur ne s'annule pas. En e�et il s'agit d'un polyn�me du se
ond degré don
 ledis
riminant vaut ∆ = 22 − 4× 1× 3 = 4− 12 = −8, 
e polyn�me n'a don
 pas de ra
ine.2. Résoudre l'équation f(x) = x 1 pointSoit x ∈ R alors f(x) = x ⇔ x

x2 + 2x+ 3
= x ⇔ x = x(x2 + 2x+ 3) 
ar x2 + 2x+ 3 ne s'annule pasdon
 f(x) = x ⇔ x(x2 + 2x+ 3)− x = 0 ⇔ x(x2 + 2x+ 3− 1) = 0 ⇔ x(x2 + 2x+ 2) = 0 ⇔ x = 0 ou x2 + 2x+ 2 = 0or de nouveau x2 + 2x+ 2 ne s'annule pas, 
ar dis
riminant vaut ∆ = 22 − 4× 1× 2 = 4− 8 = −4don
 f(x) = x ⇔ x = 03. Etudier les variations de la fon
tion f 2 points

f est dérivable sur R et pour x ∈ R, en posant u(x) = x et v(x) = x2 + 2x+ 3, on a alors u′(x) = 1 et v′(x) = 2x+ 2et don
 ∀x ∈ R, f ′(x) =
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)

v(x)2
=

x2 + 2x+ 3− x(2x+ 2)

(x2 + 2x+ 3)2
=

x2 + 2x+ 3− 2x2 − 2x

(x2 + 2x+ 3)2
=

−x2 + 3

(x2 + 2x+ 3)2
omme le dénominateur est toujours positif (stri
tement), f ′(x) est du signe de −x2 + 3or −x2 + 3 = 3 − x2 =
√
3
2 − x2 = (

√
3− x)(

√
3 + x) est un polyn�me du se
ond degré dont les ra
ines sont −√

3 et√
3, don
 son signe est du signe de a (i.e. négatif) à l'extérieur des ra
ines et on peut alors dresser le tableau suivant :

x

3 − x2

f ′(x)

f

−∞ −
√
3

√
3 +∞- 0 + 0 -- 0 + 0 -

f(−
√
3)f(−

√
3)

f(
√
3)f(

√
3)

on peut éventuellement pré
iser :
f(−

√
3) =

−
√
3

(−
√
3)2 − 2

√
3 + 3

=
−
√
3

6− 2
√
3soit f(−√

3) =
−1

2
√
3− 2et de même :

f(
√
3) =

√
3

(
√
3)2 + 2

√
3 + 3

=
1

2
√
3 + 24. Montrer que, pour tout entier naturel n, 0 6 un 6

√
3 1,5 pointsPar ré
urren
e ! Pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : 0 6 un 6

√
3Initialisation : u0 = 1 et 1 6

√
3 don
 P (0) est vraie (
ar P (0) ⇔ 0 6 u0 6

√
3)Hérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiealors par hypothèse 0 6 un >

√
3 et don
 f(0) 6 f(un) 6 f(

√
3)
ar d'après la question pré
édente f est 
roissante sur [0,√3]de plus f(0) = 0, f(un) = un+1 et 
omme vu plus haut, f(√3) =

1

2
√
3 + 2

don
 f(
√
3) 6 1 et a fortiori f(√3) 6

√
3d'où �nalement 0 6 un+1 6 f(

√
3) 6

√
3 don
 P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. 0 6 un 6

√
35. Montrer par ré
urren
e que la suite (un)n∈N est dé
roissante. 1 pointOn s'exé
ute ! Pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un+1 6 un 3



Initialisation : u0 = 1 don
 par dé�nition u1 =
1

12 + 2× 1 + 3
=

1

6
don
 u1 6 u0 i.e. P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse un+1 6 un et d'après la question pré
édente 0 6 un+1 6 un 6

√
3et d'après 3., f est 
roissante sur [0,√3] don
 f(un+1) 6 f(un) i.e. un+2 6 un+1 don
 P (n+1) est vraie, d'où l'héréditéet don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. la suite (un)n∈N est dé
roissante.6. a. Pour x ∈ Df , étudier le signe de f(x)− x 1,5 pointsSoit x ∈ R alors par dé�nition de f, f(x)− x =

x

x2 + 2x+ 3
− x =

x

x2 + 2x+ 3
− x(x2 + 2x+ 3)

x2 + 2x+ 3

f(x)− x =
x− x(x2 + 2x+ 3)

x2 + 2x+ 3
=

x(1 − (x2 + 2x+ 3))

x2 + 2x+ 3
=

x(−x2 − 2x− 2)

x2 + 2x+ 3
= −x(x2 + 2x+ 2)

x2 + 2x+ 3or 
omme vu aux questions 1. et 2. les polyn�mes x2 + 2x + 2 et x2 + 2x + 3 ne s'annulent pas, don
 ils sonttoujours positifs (dans les deux 
as a = 1 > 0) et don
 f(x)− x est du signe opposé de 
elui de xi.e. ∀x ∈ R−, f(x)− x > 0 et ∀x ∈ R+, f(x)− x 6 0Retrouver le résultat de la question 5. 1 pointComme vu 
i-dessus, ∀x ∈ R+, f(x)− x 6 0 et d'après la question 4., ∀n ∈ N, un > 0don
 ∀n ∈ N, f(un)− un 6 0 i.e. un+1 − un 6 0 don
 la suite (un)n∈N est dé
roissante.b.7. Déterminer l'équation de T , la tangente à Cf au point d'abs
isse 0 1 pointPar propriété, T a pour équation y = f ′(0)(x − 0) + f(0)or f ′(0) =
−02 + 3

(02 + 2× 0 + 3)2
=

3

9
=

1

3
et f(0) = 0 don
 T : y =

1

3
x i.e. T a pour équation y =

1

3
x8. Sur l'intervalle [−2; 2], représenter Cf , la droite d'équation y = x etl'évolution de la suite (un)n∈N ave
 la méthode � en es
alier �. 2 ptsOn utilise les informations disponibles : f(0), T , le signe de

f(x) − x qui donne la position relative de entre Cf et la droited'équation y = xon peut trouver des valeurs appro
hées de f(−1) et f(1) en uti-lisant √3 ≃ 1, 7en�n on peut remarquer que f est négative sur R− et positivesur R+ et pressentir que sa limite est 0 en −∞ et +∞pour les termes de la suite, on peut di�
ilement aller plus loinque u2 mais 
ela permet de 
omprendre la tendan
e.
1
-1 1-1-2 0 x

y

T
Cf

y = x

b

b

u0

u1

u1

u2

9. A l'aide de la représentation graphique de la suite réalisée à la question 8., émettre une 
onje
ture sur la 
onvergen
e de la suite.Comme évoqué 
i-dessus, il est déjà di�
ile de représenter u3 
ar les termes se rappro
hent rapidement de 0 et onpressent don
 que la suite 
onverge vers 0 
e qui est le 
as. On démontrera bient�t qu'étant dé
roissante et minorée,la suite est de fait 
onvergente (théorème de la limite monotone) et sa limite véri�e ensuite f(x) = x dont la seulesolution est 0 
omme nous l'avons vu plus haut. 0,5 point10. Ave
 Python,a. é
rire un programme qui représente Cf , T et la droite d'équation y = x sur unmême graphique et sur l'intervalle [−2; 2] 1,5 pointsOn importe numpy pour linspace et matplotlib.pyplot pour la repré-sentation. On dé�nit une liste d'abs
isses entre −2 et 2 ave
 np.linspace,puis on dé�nit deux listes d'ordonnées, une pour f (il n'est pas indispen-sable de dé�nir une fon
tion), une pour la tangente (une pour y = x 
en'est pas né
essaire).En�n on utilise trois fois la 
ommande plot pour voir les trois 
ourbes.
import numpy as np

import matplotlib . pyplot as plt

x=np. linspace (-2, 2, 100)

y=x/(x **2+2* x+3)

z=x/3

plt .plot(x,y)

plt .plot(x,z)

plt .plot(x,x)

plt .show ()b. é
rire un programme qui représente les 100 premières valeurs de la suite (un)n∈N1,5 pointsOn 
al
ule tous les termes de la suite de manière itérative ave
 une bou
le
for et on ajoute 
haque terme à la liste L qui ne 
ontient que u0 ini-tialement. Puis, pour la représenter un simple plot(L) su�t puisque lesabs
isses sont alors impli
itement 0, 1, . . . , 99 et on ajoute le + pour obte-nir le nuage de points.

u=1

L=[1]

for n in range (1 ,100) :

u=u/(u **2+2* u+3)

L. append (u)

import matplotlib . pyplot as plt

plt .plot (L,’+’)

plt .show ()
. é
rire un programme qui permet de déterminer le premier entier n pour lequel on aura |un−ℓ| 6
10−3 où ℓ est la limite de (un)n∈N 1 pointComme nous l'avons vu plus haut la suite (un)n∈N est toujours positive (don
 |un− 0| =
un) et 
onverge vers 0, don
 on 
al
ule ses termes de manière itérative à nouveau jusqu'à
e que l'é
art un soit inférieur à 10−3. On trouve �nalement 6 
e qui 
on�rme que lasuite (un)n∈N 
onverge � rapidement � vers 0 n=0

u=1

while u >10**( -3):

u=u/(u **2+2* u+3)

n=n+1

print (n)4


