
ECG 1a - Ly
ée La Pérouse - Keri
hen Mathématiques DS n°4 - 27 janvier 2024Corrigé Total sur 78 pointsExer
i
e 1 - vrai ou faux 0,5 point par question - total : 5 pointsIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.Pour 
et exer
i
e (seulement), vous n'avez pas besoin de justi�er. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.a) √
75 +

√
363 = 15

√
3C'est faux puisque √
75 +

√
363 =

√
25× 3 +

√
121× 3 =

√
25
√
3 +

√
121

√
3 = 5

√
3 + 11

√
3 = 16

√
3b) si x < 3 alors 1

x
>

1

3C'est faux (par exemple ave
 x = −1)
) x →
√
x est bije
tive de [0; +∞[ dans [0; +∞[.Vrai (
f. 
ours).d) une fon
tion bije
tive est inje
tiveVrai par dé�nition.e) la suite dé�nie sur N par un = n2 × (−1)n diverge vers +∞C'est faux, une valeur sur deux est négative.f) si ∀n ∈ N, un 6 vn et si (un)n∈N 
onverge, alors (vn)n∈N 
onvergeC'est faux, par exemple ave
 un =

1

2n
et vn = ng) une suite 
roissante admet toujours une limiteVrai d'après le théorème de la limite monotone : soit une limite �nie (si elle est majorée) soit +∞ (si elle n'est pasmajorée).h) si (un)n∈N est dé
roissante et minorée par 0, alors (un)n∈N 
onverge vers 0Faux, par exemple ave
 un = 1 +

1

n+ 1i) la médiane d'une série statistique est toujours inférieure ou égale à la moyenne de la sérieFaux, par exemple ave
 la série 1− 3− 4j) la varian
e d'une série statistique est toujours positiveVrai, par dé�nition.Exer
i
e 2 - 
al
ul de limites 4 pointsDéterminer les limites des suites dé�nies pour tout n ∈ N
∗ par :1. un =

n3 + e2n − (ln(n))5

1 + e−3n + (ln(n))2
1,5 pointsLes termes prépondérants au numérateur et au dénominateur sont respe
tivement : e2n et (ln(n))2, don
 on fa
torisepar 
es termes,

un =
e2n
(

1 + n3

e2n
− (ln(n))5

e2n

)

(ln(n))2
(

1 + 1
(ln(n))2 + 1

e3n(ln(n))2

) =
e2n

(ln(n))2
× 1 + n3

e2n
− (ln(n))5

e2n

1 + 1
(ln(n))2 + 1

e3n(ln(n))2

(
ar e−3n =
1

e3n
)or par 
roissan
es 
omparées : n3

e2n
→ 0

(ln(n))5

e2n
→ 0 et e2n

(ln(n))2
→ +∞et d'après les limites usuelles : 1

(ln(n))2
→ 0 (et opération) 1

e3n(ln(n))2
→ 0don
 par opérations 1 + n3

e2n
− (ln(n))5

e2n

1 + 1
(ln(n))2 + 1

e3n(ln(n))2

→ 1 et de fait par produit un → +∞1



2. vn =
√

n2 + 1−
√

n2 − 1 1,25 pointsOn utilise la méthode du 
onjugué :
vn = (

√

n2 + 1−
√

n2 − 1) =
(
√
n2 + 1−

√
n2 − 1)(

√
n2 + 1 +

√
n2 − 1)√

n2 + 1−
√
n2 − 1

=
n2 + 1− (n2 − 1)√
n2 + 1 +

√
n2 − 1

=
2√

n2 + 1 +
√
n2 − 1or √n2 + 1 +

√

n2 − 1 >

√

n2 + 1 >
√
n2 = n don
 √n2 + 1 +

√

n2 − 1 → +∞et de fait par quotient 2√
n2 + 1 +

√
n2 − 1

→ 03. wn =
−3 + (−1)n

n+ 1
1,25 pointsOn remarque que le numérateur est borné et que le dénominateur tend vers +∞, on va don
 utiliser le théorème desgendarmes :

∀n ∈ N,−1 6 (−1)n 6 1 don
 −4 6 −3 + (−1)n 6 −2 6 0or 1

n+ 1
> 0 don
 − 4

n+ 1
6

−3 + (−1)n

n+ 1
6 0or n+ 1 → +∞ (
ar n+ 1 > n) don
 par opérations − 4

n+ 1
→ 0don
 d'après le théorème pré
ité, wn → 0Exer
i
e 3 - étude de fon
tion et suite 35 pointsSoit f la fon
tion dé�nie sur R par f(x) = 1

2
xe−xOn note Cf la 
ourbe représentative de f dans un repère orthonormé du plan.Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 ∈ R et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. a. Dis
uter du signe de f(x) selon les valeurs du réel x 1 pointLe résultat de l'exponentielle étant toujours positif, de même que le fa
teur 1

2
, on en déduit que f(x) est du signede x, 
'est-à-dire négatif (ou nul) sur ]−∞, 0] et positif (ou nul) sur [0,+∞[b. Dresser le tableau de variations de f sur R 1,5 pointsPour étudier les variations de f , nous allons d'abord 
al
uler sa dérivée (f est bien dérivable en tant que produitde fon
tions dérivables), on peut en e�et é
rire f(x) = 1

2
u(x)v(x) où u(x) = x et v(x) = e−xde fait u′(x) = 1 et v′(x) = −e−x (forme ew dont la dérivée est w′ewalors ∀x ∈ R, f ′(x) =

1

2
(u′(x)v(x) + u(x)v′(x)) =

1

2

(

1× e−x + x× (−e−x)
)

=
1

2
e−x(1 − x)on en déduit, de même qu'à la question pré
édente, que f ′(x) est du signe de 1− x or 1− x > 0 ⇔ 1 > x d'où lestableaux de signes et de variations suivants, sa
hant par ailleurs que f(1) =

1

2
× 1× e−1 =

e−1

2

x

1 − x

f ′(x)

f

−∞ 1 +∞+ 0 -+ 0 -
e−1

2

e−1

2
. La fon
tion f est-elle inje
tive ? surje
tive ? bije
tive ? 1,25 pointsAu regard du tableau de variations, on 
omprend que f n'est pas inje
tive, étant donné qu'elle est 
roissante sur
]−∞, 1] et dé
roissante sur [1,+∞[, et en admettant qu'elle est 
ontinue, 
ertaines valeurs seront atteintes deuxfois.Toujours grâ
e à l'étude des variations, on sait que f admet pour maximum e−1

2
=

1

2e
don
 toutes les valeursstri
tement supérieures ne seront pas atteintes, par exemple 1, de fait f n'est pas surje
tive.En�n la non inje
tivité ou la non surje
tivité su�t à établir que f n'est pas bije
tive.d. Déterminer l'équation de la tangente à Cf au point d'abs
isse 0, notée T0 0,75 point2



T0 a pour équation y = f ′(0)x+ f(0)or f(0) = 0 et f ′(0) =
1

2
e−0(1 − 0) =

1

2
et don
 T0 : y =

1

2
xe. Démontrer que ∀x ∈ R, f(x) 6

1

2
x 1,5 pointsOn pré
ise dans un premier temps que f(x) 6

1

2
x ⇔ 1

2
xe−x

6
1

2
x ⇔ 0 6

1

2
x− 1

2
xe−x ⇔ 0 6

1

2
x
(

1− e−x
)on peut alors étudier le signe de 
e produit, sa
hant que 1−e−x

> 0 ⇔ 1 > e−x ⇔ 0 > ln
(

e−x
)

⇔ 0 > −x ⇔ 0 6 xon garde l'équivalen
e en 
omposant par le logarithme 
ar les fon
tions logarithme et exponentielle (pour le sensretour) sont 
roissantes. On peut don
 établir le tableau de signe suivant
x

x

1 − e−x

1

2
x
(

1− e−x
)

−∞ 0 +∞- 0 +- 0 ++ 0 +On en 
on
lut que ∀x ∈ R, 0 6
1

2
x
(

1− e−x
) et don
 par équivalen
e que f(x) 6

1

2
xf. Étudier la position relative de Cf par rapport à la droite d'équation y = x et pré
iser leurs éventuels pointsd'interse
tion. 2 pointsPour 
ela, il s'agit de 
omparer f(x) et x, i.e. d'étudier le signe de f(x)−x et la méthode est analogue à la questionpré
édente :en e�et f(x)− x =

1

2
xe−x − x =

1

2
x
(

e−x − 2
)on étudie alors le signe de 
e produit, sa
hant que 
omme plus haut :

e−x − 2 > 0 ⇔ e−x
> 2 ⇔ ln

(

e−x
)

> ln(2) ⇔ −x > ln(2) ⇔ x 6 − ln(2)on peut pré
iser que l'inégalité est stri
te si x 6= ln(2) et donner le tableau suivant :
x

x

e−x − 2

f(x) − x

−∞ − ln(2) 0 +∞- - 0 ++ 0 - -- 0 + 0 -On en 
on
lut que Cf est en-dessous de la droite y = x (
as f(x)− x60) sur ]−∞,− ln(2)] et sur [0,+∞[que Cf est au-dessus de la droite y = x (
as f(x)− x>0) sur [− ln(2), 0]et que les points d'interse
tion entre Cf et la droite y = x sont les points d'abs
isses − ln(2) et 0g. Représenter graphiquement l'allure de Cf 2,5 pointsDonnées : ln(2) ≃ 0, 7 et e−1 ≃ 0, 4On fait apparaitre toutes les informations obtenues pré
édemment : les droites y = x et T0 et on 
onnait lespositions relatives de Cf par rapport à 
es droitesquelques points importants également, les points d'interse
tion de Cf ave
 les droites : f(− ln(2)) = − ln(2), f(0) =

0, ainsi que le maximum f(1) =
e−1

2en s'assure évidemment que le tra
é est 
ompatible ave
 le tableau de variations.Il nous manque les limites, mais ave
 nos 
onnaissan
es sur les limites de suites, sa
hant que lim
n→+∞

ne−n =

lim
n→+∞

n

en
= 0 par 
roissan
e 
omparée, on en déduit que lim

n→+∞

f(n) = 0 et on peut aisément 
omprendre que
lim

x→+∞

f(x) = 0 (on savait d'ailleurs depuis la première question que ∀x > 0, f(x) > 0par ailleurs, on sait que ∀x ∈ R, f(x) 6
x

2
, or on 
omprend que lim

x→−∞

x

2
= −∞ et don
 que lim

x→−∞

f(x) = −∞(par théorème des gendarmes, version in�nie) Tous 
es éléments nous orientent également vers l'intervalle surlequel on e�e
tue la représentation, on 
hoisit i
i de représenter sur [−2, 3]

3



-1
-2

1 2-1-2 0 x

y

Cf

y = x

T0
b

b
b

2. Représenter, ave
 la méthode � en es
alier �,et sur le même graphique 2,5 pointsa. les trois premiers termes de la suite
(un)n∈N dans le 
as où u0 = −4

5b. les 
inq premiers termes de la suite
(un)n∈N dans le 
as où u0 = −3

5
. les trois premiers termes de la suite
(un)n∈N dans le 
as où u0 = 1d. et dans 
haque 
as, émettre des 
onje
-tures sur les variations de (un)n∈N et son
omportement quand n tend vers l'in�ni.La méthode est analogue pour les 3 
as, onprend une valeur de un en abs
isse, on la re-porte sur la 
ourbe de f , on reporte alors l'or-donnée (qui vaut alors un+1) sur l'axe de desordonnées. On reporte 
ette ordonnée sur ladroite y = x, puis on prend l'abs
isse de 
epoint (qui vaut alors un+1). Et on re
ommen
el'opération.On reproduit le graphique pré
édent, en se
ontentant de Cf et la droite y = x, en zoo-mant autour de la zone d'intérêt.

-1
-2

1-1 x

y

Cf

y = x

u0

u1u2

u0

u1

u2 u3 u4u0u1u2

On observe que :� dans le premier 
as (en rouge), (un)n∈N semble dé
roître et tendre vers −∞� dans le deuxième 
as (en bleu), (un)n∈N semble 
roître et tendre vers 0� dans le troisième 
as (en violet), (un)n∈N semble dé
roître et tendre vers 03. Que dire de la suite quand u0 = − ln(2) et u0 = 0 ? 1 pointComme nous n'avons vu plus haut f(− ln(2)) = − ln(2), don
 on en déduit que si u0 = − ln(2) alors u1 = f(u0) =
− ln(2), u2 = f(u1) = − ln(2) et en fait par ré
urren
e immédiate que ∀n ∈ N, un = − ln(2)de même, 
omme f(0) = 0, si u0 = 0 alors ∀n ∈ N, un = 0 don
 dans 
es deux 
as les suites sont 
onstantes (égales aupremier terme).4. Dans 
ette question, on suppose que u0 ∈]− ln(2); 0[a. Démontrer que pour tout n ∈ N,− ln(2) < un < 0 1,5 pointsPar ré
urren
e évidemment ! On pose pour n ∈ N, P (n) : − ln(2) < un < 0Initialisation : par dé�nition de u0 i
i, − ln(2) < u0 < 0 don
 P (0) est véri�ée.4



Hérédité : soit n ∈ N tel que P (n) soit véri�éealors par hypothèse de ré
urren
e − ln(2) < un < 0or f est stri
tement 
roissante sur ]−∞; 1] don
 f(− ln(2)) < f(un) < f(0)de plus f(− ln(2)) = − ln(2) et f(0) = 0 don
 − ln(2) < un+1 < 0 i.e. P (n+ 1) est véri�éede fait par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. − ln(2) < un < 0b. Étudier les variations de (un)n∈N 1 pointd'après 1.f., pour x ∈ [− ln(2); 0], f(x) > xor d'après la question pré
édente, ∀n ∈ N,− ln(2) < un < 0don
 ∀n ∈ N, f(un) > un, soit un+1 > un i.e. la suite (un)n∈N est 
roissante.
. Déterminer la limite de (un)n∈N 2 pointsD'après les questions pré
édentes, on sait que (un)n∈N est 
roissante et majorée (par 0), don
 d'après le théorèmede la limite monotone, (un)n∈N 
onverge.Notons ℓ sa limite, on admet que e−un → e−ℓ et don
 par produits de limites : 1
2
une

−un → 1

2
ℓe−ℓi.e. un+1 → 1

2
ℓe−ℓ 
ar ∀n ∈ N, un+1 = f(un) =

1

2
une

−unor par propriété un → ℓ ⇒ un+1 → ℓ don
 par uni
ité de la limite ℓ =
1

2
ℓe−ℓ i.e. f(ℓ) = ℓor d'après la question 1.f f(x) = x ⇔ x = − ln(2) ou x = 0, don
 ℓ = − ln(2) ou ℓ = 0par ailleurs, (un)n∈N est 
roissante, don
 ∀n ∈ N, un > u0 dont on déduit que ℓ > u0 par propriété (passage à lalimite dans l'inégalité)or u0 > − ln(2) par hypothèse, don
 ℓ > − ln(2), de fait la limite de (un)n∈N ne peut être − ln(2), et on en déduitque 
'est for
ément 05. Dans 
ette question, on suppose que u0 > 0 et on admet que l'on a : ∀n ∈ N, un > 0a. Étudier les variations de (un)n∈N 1 pointComme on a pu le pressentir ave
 la représentation graphique de la suite ave
 u0 = 1, dans 
e 
as (un)n∈N estdé
roissante. On le démontre 
omme plus haut grâ
e à l'étude préalable de f(x)− x :d'après 1.f., pour x > 0, f(x) 6 xor d'après l'énon
é, ∀n ∈ N, 0 6 undon
 ∀n ∈ N, f(un) 6 un, soit un+1 6 un i.e. la suite (un)n∈N est dé
roissante.b. A l'aide de la question 1.e., démontrer que : ∀n ∈ N, un+1 6

1

2
un puis que ∀n ∈ N, un 6

u0

2n
2 pointsOn s'exé
ute : d'après la question 1.e. ∀x ∈ R, f(x) 6

1

2
xdon
 en appliquant 
e résultat à un on trouve f(un) 6
1

2
un i.e. un+1 6

1

2
unon va alors démontrer la deuxième inégalité par ré
urren
e, on pose pour n ∈ N, Q(n) : un 6

u0

2nInitialisation : Q(0) est vraie ⇔ u0 6
u0

20
⇔ u0 6

u0

1
⇔ u0 6 u0
e qui est vrai don
 Q(0) est véri�ée.Hérédité : soit n ∈ N, on suppose que Q(n) est vraied'après l'inégalité démontrée juste au-dessus un+1 6
1

2
unor par hypothèse de ré
urren
e un 6

u0

2n
don
 1

2
un 6

1

2
× u0

2n
i.e. 1

2
un 6

u0

2× 2n
soit 1

2
un 6

u0

2n+1d'où en 
ombinnant les deux inégalités, un+1 6
1

2
un 6

u0

2n+1
et don
 un+1 6

u0

2n+1
i.e. Q(n+ 1) est véri�éedon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie, i.e. 0 6 un 6

u0

2n
. En déduire la limite de (un)n∈N 1 pointNous aurions pu le faire 
omme à la question 4.
. mais on va i
i utiliser la question pré
édente :d'après l'énon
é et la question pré
édente, on sait que ∀n ∈ N, 0 6 un 6
u0

2nor d'après les limites usuelles, lim
n→+∞

2n = +∞ (
as qn ave
 q > 1) don
 par quotient lim
n→+∞

u0

2n
= 0et don
 d'après le théorème des gendarmes (et 
ar lim

n→+∞

0 = 0), on en déduit que lim
n→+∞

un = 0d. On 
onsidère maintenant les suites (vn)n∈N et (Sn)n∈N dé�nies pour n ∈ N par :5



vn = ln(un) et Sn =

n
∑

k=0

uki. Établir, pour tout entier naturel n, une relation entre vn+1, vn et un 1 pointPar dé�nition de la suite (vn)n∈N, vn+1 = ln(un+1)et don
 par dé�nition de la suite (un)n∈N, vn+1 = ln

(

1

2
une

−un

)don
 par propriété du logarithme, vn+1 = ln

(

1

2

)

+ ln(un) + ln(e−un)or + ln(e−un) = −un don
 vn+1 = − ln(2) + ln(un)− un = − ln(2) + vn − unii. Démontrer alors que pour tout n ∈ N, Sn = ln(u0)− (n+ 1) ln(2)− ln(un+1) 1,5 pointsd'après la question pré
édente un = − ln(2) + vn − vn+1don
 Sn =

n
∑

k=0

uk =

n
∑

k=0

(− ln(2) + vk − vk+1) = −
n
∑

k=0

ln(2) +

n
∑

k=0

(vk − vk+1) par linéaritéor n
∑

k=0

ln(2) = (n+ 1) ln(2) et n
∑

k=0

(vk − vk+1) = v0 − vn+1 par téles
opagedon
 Sn = −(n+ 1) ln(2) + v0 − vn+1 = −(n+ 1) ln(2) + ln(u0)− ln(un+1) 
ar ∀n ∈ N, vn = ln(un)iii. Étudier les variations de la suite (Sn)n∈N et, en utilisant le résultat de la question 5.b., démontrer qu'elle estmajorée. 2,5 pointsPar dé�nition Sn+1 − Sn =

n+1
∑

k=0

uk −
n
∑

k=0

uk =

n
∑

k=0

uk + un+1 −
n
∑

k=0

uk par relation de Chaslesdon
 Sn+1 − Sn = un+1 or un+1 > 0 d'après l'énon
é don
 Sn+1 − Sn > 0 i.e. (Sn) est 
roissantePar ailleurs, d'après 5.b. ∀n ∈ N, un 6
u0

2n
, don
 par addition d'inégalités : Sn =

n
∑

k=0

uk 6

n
∑

k=0

u0

2kor n
∑

k=0

u0

2k
= u0

n
∑

k=0

1

2k
par linéarité et n

∑

k=0

1

2k
=

n
∑

k=0

(

1

2

)k

=
1−

(

1
2

)n+1

1− 1
2

d'après les résultats sur les sommesgéométriques, don
 n
∑

k=0

1

2k
=

1−
(

1
2

)n+1

1
2

= 2×
(

1−
(

1

2

)n+1
)

= 2− 2

2n+1
= 2− 1

2nde fait n
∑

k=0

1

2k
6 2 et don
 u0

n
∑

k=0

1

2k
6 2u0 (
ar u0 > 0) et a fortiori Sn 6 2 i.e. (Sn)n∈N est majoréeiv. Que peut-on en déduire sur la limite de la suite (Sn)n∈N ? 0,5 pointD'après la question pré
édente, on sait que (Sn)n∈N est une suite 
roissante et majorée, don
 d'après lethéorème de la limite monotone, (Sn)n∈N 
onverge.6. Dans 
ette question, u0 < − ln(2)a. Étudier les variations de (un)n∈N 1 pointDe même, 
omme on a pu le pressentir ave
 la représentation graphique de la suite ave
 u0 = 1, dans 
e 
as

(un)n∈N est dé
roissante. On le démontre 
omme plus haut grâ
e à l'étude préalable de f(x) − x mais il fautd'abord montrer que (un)n∈N véri�e l'inégalité, ∀n ∈ N, un 6 − ln(2), 
e qui se fait (
omme plus haut également)par une ré
urren
e quasi-immédiate :Initialisation : véri�ée 
ar par hypothèse u0 < − ln(2)Hérédité : véri�ée 
ar un 6 − ln(2) ⇒ f(un) 6 f(− ln(2)) par 
roissan
e de f sur ] −∞, 1], soit un+1 6 − ln(2)
ar f(− ln(2)) = − ln(2)puis d'après 1.f., pour x 6 − ln(2), f(x) 6 xor d'après l'inégalité juste au-dessus, ∀n ∈ N, un 6 − ln(2)don
 ∀n ∈ N, f(un) 6 un, soit un+1 6 un i.e. la suite (un)n∈N est dé
roissante.Option B : on peut d'emblée démontrer la dé
roissan
e par ré
urren
e, en utilisant f(u0) 6 u0 pour l'initialisationet la 
roissan
e de f pour l'hérédité.b. Montrer que la suite (un)n∈N ne peut être minorée. 1,5 pointsPar l'absurde naturellement ! Supposons que (un)n∈N est minorée, alors 
omme on sait, d'après la question pré
é-dente, que (un)n∈N est dé
roissante on en déduit d'après le théorème de la limite monotone que (un)n∈N 
onverge.Notons ℓ sa limite, alors par le même raisonnement qu'à la question 4.
. on en déduit d'une part que ℓ = − ln(2)ou ℓ = 0 6



et d'autre part, (un)n∈N étant dé
roissante, que ∀n ∈ N, un 6 u0 et don
 ℓ 6 u0 par passage à la limite dansl'inégalitéor u0 < − ln(2) par hypothèse, don
 d'une part ℓ < − ln(2) et d'autre part ℓ = − ln(2) ou ℓ = 0 
e qui est
ontradi
toiredon
 notre hypothèse de départ est fausse, i.e. (un)n∈N n'est pas minorée
. Que peut-on en déduire sur la limite de la suite (un)n∈N ? 0,5 pointA nouveau, d'après les questions pré
édentes, on sait que (un)n∈N est dé
roissante et non minorée, don
 d'aprèsle théorème de la limite monotone, (un)n∈N diverge vers −∞7. Ave
 Python,a. é
rire un programme qui représente la 
ourbe représentative de f ,ainsi que T0 et la droite d'équation y =
x

2
sur un même graphiqueet sur un intervalle de votre 
hoix, 
hoix à justi�er. 1,5 pointsComme plus haut, on 
hoisit l'intervalle [−2, 3] qui permet de repré-senter les prin
ipales propriétés de la fon
tion. Pour 
ela, on dé�nitla fon
tion, en ayant importé numpy préalablement pour l'exponen-tielle. Ensuite, on importe matplotlib.pyplot, puis à partir de laliste d'abs
isses, on 
réée la liste des ordonnées de la fon
tion f quel'on représente ave
 les droite.

import numpy as np

def f(x):

return x*np.exp (-x)/2

import matplotlib . pyplot as plt

x=np. linspace ( -2 ,3 ,100)

y=f(x)

plt . plot(x,y)

plt . plot(x,x) #pour la droite y=x

plt . plot(x,x/2) # pour la droite y=x/2

plt . show ()b. ave
 u0 = 1, é
rire un programme qui représente les 100 premières valeurs des suites (un)n∈N et (Sn)n∈NOn 
al
ule les termes de la suite (un)n∈N de manière ré
ursive et on les in
lut progressivement dans une liste. Aupassage on 
al
ule les valeurs de Sn (
umul) que l'on intègre dans une autre liste. En�n, on représente 
es deuxlistes. 1,5 points
L=[1] # la liste ne contient que le premier terme initialement

u=1 # le premier terme de la suite

S=[1] # pour la liste des termes de Sn et car S0=u0 =1

for n in range (1 ,100) :

u=f(u) #on calcule le nouveau terme en fonction du précédent

L.append (u) # on le rajoute dans la liste

S.append (S[n -1]+u) # car Sn=S(n -1) +u(n)

plt .plot (L, ’+’) # par défaut , les abscisses sont 0, 1, ..., 99, ce qui convient ici

plt .plot (S, ’+’)

plt .show ()
. é
rire un programme qui donne le premier rang pour lequel un 6 10−8 1 pointOn répond à 
ela ave
 une 
lassique bou
le while en 
al
ulant de manière itérativeles termes de la suite jusqu'à passer sous le seuil et en mettant à jour l'informationsur le rang, que l'on a�
he à l'issue de la bou
le (on trouve 25). u=1

n=0

while u >10**( -8):

u=f(u)

n=n+1

print (n)

7



Exer
i
e 4 14 pointsUne guêpe entre par inadvertan
e dans un appartement 
omposé de deux piè
es A et B.Elle est dans la piè
e A à t = 0, et évolue ainsi :� si elle est en A à l'instant n , elle reste en A ave
 probabilité 1

3
ou passe en B ave
 probabilité 2

3
à l'instant n+ 1 ;� si elle est en B à l'instant n, elle retourne en A ave
 probabilité 1

4
, reste en B ave
 probabilité 1

2
et sort de l'appartementave
 probabilité 1

4
à l'instant n+ 1 ;� si elle est dehors, elle y reste.On note les événements An : � la guêpe est en A à l'instant n �, Bn : � la guêpe est en B à l'instant n � et Cn : � la guêpesort dehors à l'instant n �.Les probabilités respe
tives de 
es événements sont notées an, bn et cn1. Cal
uler a0, b0, c0, a1, b1, c1, a2, b2 et c2 2 pointsD'après les hypothèses de l'énon
é, la guêpe se trouve dans la piè
e A à l'instant t = 0, don
 a0 = 1, b0 = 0 et c0 = 0de fait, à l'instant suivant (t = 1), elle a une 
han
e sur 3 d'être à nouveau dans la piè
e A et deux 
han
es sur 3 d'êtredans la piè
e Bon peut le justi�er plus rigoureusement ave
 la formule des probabilités totales :

a1 = P (A1) = P (A0 ∩A1) + P (B0 ∩ A1) + P (C0 ∩A1) = P (A0)PA0
(A1) + P (B0)PB0

(A1) + P (C0)PC0
(A1) 
ar à toutinstant n,An, Bn, Cn forment un système 
omplet d'événementsdon
 P (A1) = P (A0)PA0

(B1) = a0PA0
(B1) 
ar P (B0) = b0 = P (C0) = c0 = 0 et don
 P (A1) = 1 × 1

3

ar parhypothèse PA0

(B1) =
1

3
puisqu'il y a une 
han
e sur 3 que la guêpe passe de la piè
e A à la piè
e Bde même b1 = P (B1) = P (A0)PA0

(B1) = 1× 2

3
=

2

3
et c1 = P (C1) = 0et à nouveau, ave
 les probabilités totales pour l'instant t = 2 :

a2 = P (A2) = P (A1)PA1
(A2)+P (B1)PB1

(A2)+P (C1)PC1
(A2) = a1×

1

3
+b1×

1

4
+0 =

1

3
× 1

3
+
2

3
× 1

4
=

1

3

(

1

3
+

1

2

)

=
5

18

b2 = P (B2) = P (A1)PA1
(B2)+P (B1)PB1

(B2)+P (C1)PC1
(B2) = a1×

2

3
+b1×

1

2
+0 =

1

3
× 2

3
+
2

3
× 1

2
=

1

3

(

2

3
+ 1

)

=
5

9on peut faire de même pour C2 ou remarque que a2 + b2 + c2 = 1 don
 c2 = 1− 5

18
− 5

9
=

3

18
=

1

62. Montrer que ∀n ∈ N, an+1 =
1

3
an +

1

4
bn et que bn+1 =

2

3
an +

1

2
bn 2 pointsOn utilise de même la formule des probabilités totales 
ar ∀n ∈ N, An, Bn, Cn forment un système 
omplet d'événements(la guêpe est for
ément sur un et un seul de 
es trois lieux)don
 P (An+1) = P (An)PAn

(An+1) + P (Bn)PBn
(An+1) + P (Cn)PCn

(An+1) = an × 1

3
+ bn × 1

4
+ 0 =

1

3
an +

1

4
bn
ar d'après les notations de l'énon
é P (An) = an et P (Bn) = bn, de plus d'après l'énon
é en
ore PAn

(An+1) =
1

3
(il ya une 
han
e sur 3 que la guêpe reste dans la piè
e A d'un instant à l'autre), PBn

(An+1) =
1

4
(il y a une 
han
e sur 4que la guêpe passe de la piè
e B à la piè
e A d'un instant à l'autre) et PCn

(An+1) = 0 
ar quand la guêpe est dehors,elle y reste.de même P (Bn+1) = P (An)PAn
(Bn+1) + P (Bn)PBn

(Bn+1) + P (Cn)PCn
(Bn+1) = an × 2

3
+ bn × 1

2
+ 0 =

2

3
an +

1

2
bn
ar PAn

(Bn+1) =
2

3
et PBn

(Bn+1) =
1

23. Montrer que un =
6

10
an − 3

10
bn dé�nie pour n ∈ N est une suite 
onstante à partir du rang 1 1 pointUne suite 
onstante véri�e ∀n ∈ N, un+1 = un, on va don
 
her
her un lien en un+1 et unpar dé�nition, un+1 =

6

10
an+1 − 3

10
bn+1 don
 un+1 =

6

10

(

1

3
an +

1

4
bn

)

− 3

10

(

2

3
an +

1

2
bn

) d'après la questionpré
édentedon
 un+1 =
2

10
an +

3

20
bn − 2

10
an − 3

20
bn = 0 et 
e ∀n ∈ Ndon
 ∀n > 1, un = 0 de fait (un)n∈N est 
onstante à partir du rang 1 (et égale à 0).4. Montrer que vn =

4

10
an +

3

10
bn dé�nie pour n ∈ N est une suite géométrique. 1,5 pointsDe même par dé�nition, vn+1 =

4

10
an+1 +

3

10
bn+1 don
 vn+1 =

4

10

(

1

3
an +

1

4
bn

)

+
3

10

(

2

3
an +

1

2
bn

) d'après la8



question 2. et don

vn+1 =

4

30
an+

1

10
bn+

2

10
an+

3

20
bn =

10

30
an+

5

20
bn =

20

60
an+

15

60
bn =

5

6
× 4

10
an+

5

6
× 3

10
bn =

5

6

(

4

10
an +

3

10
bn

)

=
5

6
vndon
 (vn)n∈N est géométrique de raison 5

65. En déduire les valeurs de an et de bn 2 pointsPour an il su�t de remarquer que an = un + vnen e�et, par dé�nition, un + vn =
6

10
an − 3

10
bn +

4

10
an +

3

10
bn =

4

10
an +

6

10
an =

4 + 6

10
an =

10

10
an = anor d'après la question pré
édente ∀n > 1, un = 0 et vn = v0

(

5

6

)n 
ar (vn)n∈N est géométrique de raison 5

6
et

v0 =
4

10
a0 +

3

10
b0 =

4

10
× 1 =

4

10
=

2

5
don
 ∀n > 1, an = 0+

2

5
×
(

5

6

)n

=
2× 5n−1

6non peut alors déduire bn de l'une des deux relations, on prend la première qui est plus simple 
ar un = 0de fait ∀n > 1, un =
6

10
an − 3

10
bn ⇒ 3

10
bn =

6

10
an et don
 bn =

10

3
× 6

10
an =

6

3
an = 2an = 2× 2× 5n−1

6n
=

4× 5n−1

6non peut véri�er ave
 a1 et b1 et voir que les formules fon
tionnent dans 
e 
as.6. Que vaut cn ? 1 pointComme évoqué plus haut, ∀n ∈ N, (An, Bn, Cn) forment un système 
omplet d'événéments et don
 an + bn + cn = 1soit an + 2an + cn = 1 
ar bn = 2an et don
 cn = 1− 3and'où d'après la question pré
édente, cn = 1− 3× 2× 5n−1

6n
= 1− 6× 5n−1

6n
= 1− 5n−1

6n−1
= 1−

(

5

6

)n−17. Déterminer les limites des suites (an)n∈N, (bn)n∈N et (cn)n∈N 1 pointD'après les limites de référen
e (5

6

)n

→ 0 (forme qn ave
 |q| < 1)don
 ave
 la forme intermédiaire trouvée, an =
2

5
×
(

5

6

)n on trouve an → 2

5
× 0 par produit et don
 an → 0de fait bn → 0 
ar bn = 2an et cn → 1 
ar cn = 1− 3an, autrement dit la guêpe �nit par sortir.8. Ave
 Python,a. é
rire :� une fon
tion PieceA qui renvoie 0 ave
 la probabilité 1

3
et 1 ave
 la probabilité 2

3
1,5 pointsOn utilise la fon
tion randint en ayant au préalable importé la bibliothèque

numpy.random en générant 3 entiers aléatoires de manière équiprobable (parexemple 1, 2, 3, attention la deuxième valeur dans randint est ex
lue) et on
hoisit que la fon
tion renvoie 0 si le nombre vaut 1 ou 2 et renvoie 1 sinon, 
equi répond à la question.La fon
tion ne dépend de rien 
ar le résultat renvoyé est aléatoire. import numpy . random as rd

def pieceA ():

n=rd. randint (1 ,4)

if n ==1 :

return 0

else :

return 1� une fon
tion PieceB qui renvoie 0 ave
 la probabilité 1

4
; 1 ave
 la probabilité

1

2
et 2 ave
 la probabilité 1

4
0,5 pointDe manière analogue, on 
rée la fon
tion 
i-
ontre (il y a bien deux 
as surquatre ou le 1 est renvoyé et un 
as sur quatres pour 0 et 1)

def pieceB ():

n=rd. randint (1 ,5)

if n ==1 :

return 0

if n ==2 :

return 2

else :

return 1b. é
rire un programme qui simule les 100 premiers dépla
ements de la guêpe et les sto
ke dans une liste.1,5 pointsOn utilise une bou
le for pour répéter des dépla
ements et à
haque fois, il su�t d'appliquer la fon
tion pieceA si la pu
eest dans la piè
e A 
e que l'on modélise par la valeur 0 et par
pieceB si la pu
e est dans la piè
e B 
e que l'on modélise parla valeur 1. En�n si la pu
e est dehors, 
e que l'on modélisepar la valeur 2, on la laisse (i.e. on ne fait rien).On 
rée don
 une variable qui modélise à 
haque instant saposition, on l'appelle p et elle vaut 0 initialement. On sto
keles valeurs dans la liste progressivement.Comme nous l'avions 
ompris mathématiquement, on trouveque la guêpe �nit par sortir.

p=0 # la guêpe est dans la pièce A

initialement

L=[0] # pour stocker les valeurs :

for n in range (1 ,101) :

if p==0 : # si la guêpe est dans la

pièce A

p= pieceA () # mouvement de la guêpe

elif p==1 : # si la guêpe est dans la

pièce B

p= pieceB () # mouvement de la guêpe

L. append (p) # et on ne fait rien si p=2

print (L)9



Exer
i
e 5 20 pointsUn atelier fabrique des piè
es selon un pro
essus 
omposé de deux opérations O1 et O2 faites su

essivement : une piè
e estd'abord façonnée sur un premier type de ma
hine : 
'est l'opération O1 ; puis elle est �nie sur un se
ond type de ma
hine :
'est l'opération O2.1. L'opération O1 est e�e
tuée sur 3 ma
hines M1,M2 et M3.� M1 façonne 1 500 piè
es par jour ave
 une proportion p1 = 0, 006 de défe
tueuses.� M2 façonne 2 000 piè
es par jour ave
 une proportion p2 = 0, 008 de défe
tueuses.� M3 façonne 2 500 piè
es par jour ave
 une proportion p3 = 0, 004 de défe
tueuses.On pourra noter M1 (resp. M2,M3) l'événement � être façonné par M1 (resp. M2,M3) �.De la produ
tion journalière, on extrait une piè
e au hasard.a. Quelle est la probabilité qu'elle ait été façonnée par M1 ? par M2 ? M3 ? 1 pointIl y a 1 500+2 000+2 500 = 6 000 piè
es qui subissent l'opération O1 dans la journée dont 1 500 qui sont façonnéespar M1. Le tirage de n'importe quelle piè
e étant équiprobable, on trouve :
P (M1) =

1 500

6 000
=

1

4
et de même on trouve P (M2) =

2 000

6 000
=

1

3
et P (M3) =

2 500

6 000
=

5

12b. Cal
uler la probabilité que la piè
e tirée soit défe
tueuse. 2 pointsUne piè
e défe
tueuse peut être passée par M1,M2 ou M3. Plus pré
isément, les événements M1,M2,M3 formentun système 
omplet d'événements, don
 d'après la formule des probabilités totales et en notant D l'événement� on tire une piè
e défe
tueuse � :
P (D) = P (D ∩M1) + P (D ∩M2) + P (D ∩M3) = P (M1)PM1

(D) + P (M2)PM2
(D) + P (M3)PM3

(D)or d'après 1., et d'après l'énon
é PM1
(D) = 0, 006 =

6

1000
, PM2

(D) = 0, 008 =
8

1000
et PM3

(D) = 0, 004 =
4

1000don
 P (D) =
1

4
× 6

1000
+

1

3
× 8

1000
+

5

12
× 4

1000
=

3

12
× 6

1000
+

4

12
× 8

1000
+

5

12
× 4

1000

=
3× 6 + 4× 8 + 20

12× 1000
=

70

12 000
=

7

1 200
. La piè
e extraite est défe
tueuse ; 
al
uler la probabilité qu'elle ait été façonnée par M1. 1,5 pointsLa formule de Bayes nous permet d'é
rire :
PD(M1) =

P (M1)PM1
(D)

P (D)
=

1
4 × 6

1000
7

1 200

=
3
12 × 6

1000
70

12 000

=
18

12 000
70

12 000

=
18

70
=

9

35d. Les événements M1 et � la piè
e extraite est défe
tueuse � sont-ils indépendants ? 1 pointCon
rètement, il semble que le taux de piè
es défe
tueuses dépende de la ma
hine. Mathématiquement, on peutremarquer que P (M1) =
1

4
et PD(M1) =

9

35
, don
 P (M1) 6= PD(M1) 
e qui signi�e que M1 et D sont dépendants.2. Opération O2 : les 6 000 piè
es produites quotidiennement passent ensuite sur une ma
hine unique M pour la �nition.Il s'avère que 
haque piè
e a une probabilité égale à 0, 015 d'être ratée par M , indépendamment du fait qu'elle ait étébien ou mal façonnée auparavant et indépendamment des autres piè
es. On tire une piè
e au hasard parmi les 6 000produites quotidiennement, et ayant subi les 2 opérations. Cal
uler les probabilités des événements suivants :a. Les 2 opérations ont été mal faites. 1,5 pointsEn notant R1 et R2 les événements respe
tifs : � l'opération O1 (resp. O2) a été mal faite �, alors on s'intéressei
i à R1 ∩R2par indépendan
e (d'après l'énon
é), P (R1 ∩R2) = P (R1)P (R2)or P (R1) = P (D) =

7

1 200
et P (R2) =

15

1 000don
 P (R1 ∩R2) =
7

1 200
× 15

1 000
=

7× 15

12
× 1

100× 1 000
=

7× 5

4
× 1

100 000
=

7× 5

4× 2× 5× 10 000
=

7

80 000b. La piè
e est mal faite. 1,5 pointsOn s'intéresse i
i à R1 ∪R2 et d'après la formule de Poin
aré :
P (R1 ∪R2) = P (R1) + P (R2)− P (R1 ∩R2) =

7

1 200
+

15

1 000
− 7

80 000don
 P (R1 ∪R2) =
7 000 + 15× 1 200− 7× 15

1 200× 1 000
=

7 000 + 18 000− 105

1 200 000
=

24 895

1 200 000
=

4 979

240 00010




. Une seule opération a été mal faite. 1,5 pointsOn s'intéresse don
 i
i à (R1 ∩ R̄2

)

∪
(

R̄1 ∩R2

) (on � évite � R1 ∩R2)or R1 ∩ R̄2 et R̄1 ∩R2 sont in
ompatiblesdon
 P
((

R1 ∩ R̄2

)

∪
(

R̄1 ∩R2

))

= P
(

R1 ∩ R̄2

)

+ P
(

R̄1 ∩R2

)et par indépendan
e P
(

R1 ∩ R̄2

)

= P (R1)P (R̄2) et P (R̄1 ∩R2

)

= P (R̄1)P (R2)don
 P
((

R1 ∩ R̄2

)

∪
(

R̄1 ∩R2

))

=
7

1 200
× 985

1 000
+

1193

1 200
× 15

1 000
=

6 895 + 17 895

1 200× 1 000
=

24 790

1 200 000
=

2 479

120 000Note bene : on peut aussi remarque que la probabilité de 
et événement est égale à la di�éren
e des deux pré
édents :
P (R1 ∪R2)− P (R1 ∩R2)3. Pour évaluer l'e�
a
ité de ses ma
hines, la responsable de l'atelier e�e
tue tous les jours des véri�
ations approfondiessur un é
hantillon de 100 piè
es.Le tableau 
i-dessous présente les résultats des tests et donnent le nombre de piè
es de l'é
hantillon quotidien réussiespar la ma
hine M au 
ours du mois d'avril :Jour 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15Piè
es réussies 98 100 99 99 98 97 100 96 99 97 98 98 99 100 95Jour 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30Piè
es réussies 100 100 99 100 97 98 99 99 100 100 97 99 98 96 98a. Résumer dans un tableau les e�e
tifs, les fréquen
es et les fréquen
es 
umulées des di�érentes valeurs de la sériestatistique. 1,5 pointsLes valeurs prises par la série statistiques sont [[95, 100]] et plus pré
isément :Valeurs 95 96 97 98 99 100E�e
tifs 1 2 4 7 8 8Fréquen
es 1

30

1

15

2

15

7

30

4

15

4

15Fréquen
es 
umulées 1

30

1

10

7

30

14

30

11

15
1b. Représenter le diagramme des fréquen
es 
umulées de 
ette série statistique. 1,5 points
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b


. Déterminer l'étendue, les premier et troisième quartiles ainsi que la médiane de 
ette série statistique. 1,5 points11



Comme évoqué plus haut, l'étendue est [95, 100] (ou [[95, 100]])Comme il y a 30 valeurs, le quart des valeurs vaut 30

4
= 7, 5 don
 le premier quartile est la huitème valeur :

Q1 = 98 et de même Q3 est la 23ème valeur, Q3 = 100et 
omme il y a un nombre pair de valeurs, la médiane m vaut la moyenne des 15ème et 16ème valeurs
m =

99 + 99

2
= 99d. Représenter le diagramme en boîte de 
ette série statistique. 1 pointAve
 les informations pré
é
entes, on peut représenter la boîte àmousta
he. La série est tellement peu dispersée que le quatrièmequart des valeurs n'est pas visible. MQ1 Q3Diagramme en boîte des valeurs

95 96 97 98 99 100e. Déterminer la moyenne de 
ette série statistique. 1,5 pointsOn 
her
hera à donner une valeur appro
hée.Par dé�nition, x̄ =
95 + 2× 96 + 4× 97 + 7× 98 + 8× 99 + 8× 100

30
=

2 953

30
=

2 940

30
+

13

30
= 98 +

13

30
≃ 98, 4f. Sa
hant que x2 ≃ 9 691, donner une valeur appro
hée de la varian
e. 1 pointOn 
her
hera à pré
iser à l'unité près.D'après la formule de K÷nig-Huygens, la varian
e vaut s2x = x2 − x̄2en prenant 98, 4 pour la moyenne, on trouver une valeur appro
hée de 8 pour la varian
el'arrondi nous fait perdre beau
oup de pré
ision, puisqu'en réalité la varian
e vaut environ 1, 85g. En supposant que vous disposez d'une série statistique similaire mais dont vous ne 
onnaissez pas la longueur,é
rire un programme Python qui 
al
ule la moyenne et l'é
art-type de la série statistique.On supposera que la série de valeurs est 
ontenue dans une liste L (prédé�nie dans Python). 2 pointsOn peut simplement répondre par la 
ommande : sum(L)/len(L) ou le faire � manuellement � en additionnantde manière itérative les termes de la liste et au passage en 
al
ulant l'e�e
tif total :

somme =0

population =0

for i in range (0, len (L)) :

somme = somme +L[i]

population = population +1

moyenne = somme / population

print ("la moyenne vaut", moyenne )On fait de même pour la moyenne des 
arrés, puis on utilise la moyenne 
al
ulée pré
édemment pour l'é
art-type :
somme2 =0

for i in range (0, len (L)) :

somme2 = somme2 + extrait [i]**2

ecart_type =np. sqrt( somme2 / population - moyenne **2)

print ("l’écart - type vaut ", ecart_type )
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