
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 9 - suites - limites Déembre 2024 - Janvier 2025Corrigés des exeries non abordés en lasse et même un peu plus.Exerie 6Soit u la suite dé�nie pour n ∈ N par : un =
n
∏

k=0

(

1 + e−k
)1. Montrer : ∀n ∈ N, un > 0C'est évident ar pour tout n, un est dé�ni par un produit de termes stritement positifs.2. Pour x ∈ R+, on dé�nit f(x) = ln(1 + x)− xa. Etudier les variations de la fontion f

∀x ∈ R+, f
′(x) =

1

1 + x
− 1 =

1− (1 + x)

x
=

−x

1 + xdon sur R+, f
′ est stritement négative et de fait f est stritement déroissanteb. En déduire que : ∀x ∈ R+, ln(1 + x) 6 xD'après la question préédente, f est déroissante sur R+de plus f(0) = ln(1 + 0)− 0 = ln(1) = 0don ∀x ∈ R+, f(x) 6 0 i.e. ln(1 + x)− x 6 0 et don ln(1 + x) 6 x3. Montrer : ∀n ∈ N, ln(un) 6

e

e− 1

ln(un) = ln

(

n
∏

k=0

(

1 + e−k
)

)

=
n
∑

k=0

ln(1 + e−k) (f. hapitre sommes et produits)or d'après la question préédente, ∀k ∈ [[0;n]], e−k
> 0 ⇒ ln(1 + e−k) 6 e−ket don n

∑

k=0

ln(1 + e−k) 6

n
∑

k=0

e−k i.e. ln(un) 6

n
∑

k=0

e−kor n
∑

k=0

e−k =

n
∑

k=0

(

e−1
)k

=
1− (e−1)

n+1

1− e−1
=

1− e−(n+1)

1− 1
e

=
1− 1

en+1

e−1
e

=
e

e− 1
×
(

1− 1

en+1

)or 1− 1

en+1
6 1 don e

e− 1
×
(

1− 1

en+1

)

6
e

e− 1
i.e. n
∑

k=0

e−k
6

e

e− 1or ln(un) 6
n
∑

k=0

e−k don ln(un) 6
e

e− 14. Montrer que la suite u est roissante.
∀n ∈ N, un > 0 (d'après 1.) et par dé�nition
un+1

un

=

∏

n+1
k=0

(

1 + e−k
)

∏

n

k=0 (1 + e−k)
=

(
∏

n

k=0

(

1 + e−k
))

×
(

1 + e−(n+1)
)

∏

n

k=0 (1 + e−k)don un+1

un

= 1 + e−(n+1) et ∀n ∈ N, e−(n+1) > 0 don un+1

un

> 1 et don un+1 > un (ar un > 0)i.e. u est roissante.5. Montrer que la suite u est onvergente.D'après 3., ∀n ∈ N, ln(un) 6
e

e− 1
don par roissane de la fontion exponentielle, ∀n ∈

N, eln(un) 6 e
e

e−1 i.e. un 6 e
e

e−1don la suite u est majorée, de plus elle est roissante (d'après la question 4.), don d'après lethéorème de la limite monotone, la suite u est onvergente.1



Exerie 8 - suites et fontions le retourSoit f la fontion dé�nie sur R∗

+ par f(x) = x+
1

x
− 1 et (un)n∈N la suite dé�nie par :

u0 > 0 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. Dresser le tableau de variations (omplet) de f , puis montrer que ∀x > 1, f(x)− x 6 0Dans quel(s) as a-t-on égalité ?
f est dérivable sur R∗

+ (addition de fontions dérivables) et
∀x ∈ R

∗

+, f
′(x) = 1− 1

x2
=

x2 − 1

x2
=

(x− 1)(x+ 1)

x2or ∀x ∈ R
∗

+, x+ 1 > 0 et x2
> 0, don f ′(x) est du signe de x− 1et x − 1 > 0 ⇔ x > 1, on en déduit les tableaux de signe de f ′ et de variations de f , sahantégalement que f(1) = 1 (tableau omplet signi�e que l'on attend les limites, mais pour l'instant,nous ne les avons pas abordées).

x

x − 1

f ′(x)

f

0 1 +∞- 0 +- 0 +
11par ailleurs f(x)− x =

1

x
− 1 =

x− 1

x
don le signe de f(x)− x est elui de 1− xor 1− x > 0 ⇔ x 6 1, de fait ∀x ∈]0, 1], f(x)− x > 0 et ∀x ∈ [1,+∞[, f(x)− x 6 0en�n, f(x)−x = 0 ⇔ x− 1

x
= 0 ⇔ x−1 = 0 ⇔ x = 1 don le seul as d'égalité est pour x = 12. En déduire que ∀n ∈ N

∗, un > 1, puis que la suite (un)n∈N∗ est déroissante.En admettant que la suite (un)n∈N∗ est bien dé�nie, alors, par dé�nition, ∀n ∈ N, un+1 = f(un)or d'après la question préédente 1 est le minimum de f , don f(un) > 1, i.e. un+1 > 1 et e
∀n ∈ N don ∀n ∈ N

∗, un > 1mais alors, omme vu préédemment, ∀x > 1, f(x) − x 6 0 entraine ∀n ∈ N
∗, f(un) − un 6 0(ar un > 1) i.e. un+1 6 un et don la suite est déroissante, à partir du rang 1.3. Conlure quant à la onvergene de (un)n∈N∗ et déterminer sa limite. Qu'en est-il pour (un)n∈N ?La suite (un)n∈N∗ est don déroissante et minorée (par 1), elle est don onvergente d'après lethéorème de la limite monotone, notons ℓ sa limiteomme ∀n ∈ N

∗, un > 1 on en déduit, par passage à la limite par l'inégalité, que ℓ > 1 et don
ℓ 6= 0alors par propriété un+1 → ℓet par opérations sur les limites (ar ℓ 6= 0, un +

1

un

− 1 → ℓ+
1

ℓ
− 1or ∀n ∈ N, un+1 = un +

1

un

− 1don par uniité de la limite ℓ = ℓ+
1

ℓ
− 1, i.e. f(ℓ) = ℓor d'après 1. f(x) = x ⇔ x = 1 don ℓ = 1don la suite (un)n∈N∗ vers 1 et il en est de même pour la suite La suite (un)n∈N ar la notionde limite ne dépend pas des premiers termes (vu autrement, le théorème de la limite monotones'applique si une suite est monotone à partir d'un ertain rang).
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Exerie 12 - un peu plus tehniqueSoit u = (un)n∈N∗ la suite de terme général un =
1

n!

n
∑

k=1

k!1. Soit n entier tel que n > 3. Pour k entier tel que 1 6 k 6 n− 2, enadrer le réel k!
n!Soit n ∈ N, n > 3 et k ∈ N, tel que 1 6 k 6 n− 2, alors

k!

n!
=

k!
∏

n

i=1 i
=

k!
∏

k

i=1 i
∏

n

i=k+1 i
=

k!

k!
∏

n

i=k+1 i
=

1
∏

n

i=k+1 ior k 6 n− 2 ⇒ k + 1 6 n− 1 don n
∏

i=k+1

i > (n− 1)n et don 1
∏

n

i=k+1 i
6

1

n(n− 1)de plus 0 6
k!

n!
don 0 6

k!

n!
6

1

n(n− 1)2. Soit n entier tel que n > 3. Montrer que 1

n!

n−2
∑

k=1

k! 6
1

n− 1D'après la question préédente, ∀k ∈ N, 1 6 k 6 n− 2,
k!

n!
6

1

n(n− 1)don 1

n!

n−2
∑

k=1

k! =
n−2
∑

k=1

k!

n!
6

n−2
∑

k=1

1

n(n− 1)or n−2
∑

k=1

1

n(n− 1)
=

1

n(n− 1)

n−2
∑

k=1

1 =
1

n(n− 1)
× (n− 1) =

1

ndon 1

n!

n−2
∑

k=1

k! 6
1

n
et a fortiori 1

n!

n−2
∑

k=1

k! 6
1

n− 1
(ar n− 1 6 n ⇒ 1

n
6

1

n− 1
)3. Soit n entier tel que n > 3. Exprimer un à l'aide de 1

n!

n−2
∑

k=1

k!Par dé�nition un =
1

n!

n
∑

k=1

k! =
1

n!

(

n−2
∑

k=1

k! + (n− 1)! + n!

)

=
1

n!

n−2
∑

k=1

k! +
(n− 1)!

n!
+

n!

n!par relation de Chasles (pour le déoupage de la somme) et ar n > 3don un =
1

n!

n−2
∑

k=1

k! +
1

n
+ 1 ar (n− 1)!

n!
=

(n− 1)!

n× (n− 1)!
=

1

n4. Soit n entier tel que n > 2. Exprimer un à l'aide de 1

n!

n−1
∑

k=1

k!la question n'est pas vraiment indispensable pour onlure (f. la question 5.)de même qu'à la question 4., on érit un =
1

n!

n−1
∑

k=1

k! +
n!

n!
=

1

n!

n−1
∑

k=1

k! + 15. Montrer que la suite u onverge vers 1D'après la question préédente, ∀n > 2, un > 1 ar 1

n!

n−1
∑

k=1

k! > 0et d'après 3., ∀n > 3, un =
1

n!

n−2
∑

k=1

k! +
1

n
+ 1
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et don un 6
1

n− 1
+

1

n
+ 1 ar d'après 2 1

n!

n−2
∑

k=1

k 6
1

n− 1don ∀n > 3, 1 6 un 6
1

n− 1
+

1

n
+ 1or lim

n→+∞

1 = 1 et lim
n→+∞

1

n− 1
+

1

n
+ 1 = 1 (limites usuelles, quotients et additions)don d'après le théorème des gendarmes lim

n→+∞

un = 1Exerie 13 - Exemples de suites adjaentesDémontrer que les suites (un) et (vn) données i-dessous forment des ouples de suites adjaentes.2. un =

n
∑

k=1

1

k + n
et vn =

2n
∑

k=n

1

kPar dé�nition un+1 − un =

n+1
∑

k=1

1

k + n+ 1
−

n
∑

k=1

1

k + n
=

n+2
∑

i=2

1

i+ n
−

n
∑

k=1

1

k + n
(on a e�etué lehangement d'indie i = k + 1)les deux sommes ontiennent une partie ommune (télesopage), e que l'on va mettre en évi-dene : un+1 − un =

n
∑

i=2

1

i+ n
+

1

2n
+

1

2n+ 1
−
(

1

n + 1
+

n
∑

k=2

1

k + n

)

=
1

2n
+

1

2n+ 1
− 1

n + 1don un+1−un =
(n+ 1)(2n+ 1) + 2n(n+ 1)− 2n(2n+ 1)

2n(2n+ 1)(n+ 1)
=

2n2 + 3n+ 1 + 2n2 + 2n− 4n2 − 2n

2n(2n+ 1)(n+ 1)don un+1 − un =
3n+ 1

2n(2n+ 1)(n+ 1)
et de fait un+1 − un > 0 don (un) est roissanteOn peut faire une manipulation similaire ave vn+1 − vn (hangement d'indie et télesopageentre les deux sommes)on peut aussi remarquer que vn est prohe d'un en faisant le hangement de variable k = i+ n,on trouve alors

vn =

2n
∑

k=n

1

k
=

n
∑

i=0

1

i+ n
=

1

n
+

n
∑

i=0

1

i+ n
=

1

n
+ undon vn+1 − vn = un+1 +

1

n+ 1
−
(

un +
1

n

)

= un+1 − un +
1

n+ 1
− 1

nor on a vu que un+1−un =
1

2n
+

1

2n + 1
− 1

n + 1
don vn+1−vn =

1

2n
+

1

2n + 1
− 1

n + 1
+

1

n+ 1
− 1

ndon vn+1 − vn =
1

2n
− 2

2n
+

1

2n+ 1
= − 1

2n
+

1

2n+ 1
=

−(2n+ 1) + 2n

2n(2n+ 1)
= − 1

2n(2n + 1)don vn+1 − vn 6 0 don (vn) est déroissanteEn�n, omme nous l'avons montré vn =
1

n
+ un ⇒ vn − un =

1

n
et don lim

n→+∞

vn − un = 0don les suites (un) et (vn) sont adjaentes
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Pour ontinuer à s'entrainerExerie 16Soit u la suite dé�nie pour n ∈ N
∗ par : un =

n
∑

k=1

1

n+ k1. Soit n ∈ N
∗. Déterminer l'expression de un+1 − un en fontion de n, à l'aide d'un hangementd'indie.On s'exéute (en fait 'est exatement la même expression qu'à l'exerie 13 :par dé�nition un+1 − un =

n+1
∑

k=1

1

k + n+ 1
−

n
∑

k=1

1

k + n
=

n+2
∑

i=2

1

i+ n
−

n
∑

k=1

1

k + n
(on a e�etué lehangement d'indie i = k + 1)les deux sommes ontiennent une partie ommune (télesopage), e que l'on va mettre en évi-dene : un+1 − un =

n
∑

i=2

1

i+ n
+

1

2n
+

1

2n+ 1
−
(

1

n + 1
+

n
∑

k=2

1

k + n

)

=
1

2n
+

1

2n+ 1
− 1

n + 1don un+1−un =
(n+ 1)(2n+ 1) + 2n(n+ 1)− 2n(2n+ 1)

2n(2n+ 1)(n+ 1)
=

2n2 + 3n+ 1 + 2n2 + 2n− 4n2 − 2n

2n(2n+ 1)(n+ 1)don un+1 − un =
3n+ 1

2n(2n+ 1)(n+ 1)2. Montrer que u est stritement roissante.D'après le résultat préédent, un+1 − un =
3n + 1

2n(2n+ 1)(n+ 1)de fait un+1 − un > 0 don u est stritement roissante.3. Montrer que u onverge.Comme la suite est roissante, on va herher à montrer qu'elle est majorée pour appliquer lethéorème de la limite monotone et pour ela, on va majorer le terme général de la somme (etdon minorer le dénominateur) :
∀n ∈ N

∗, ∀k ∈ [[1;n]], n + k > n don 1

n+ k
6

1

n
en appliquant la fontion inverse qui estdéroissante sur R+ et don n

∑

k=1

1

n + k
6

n
∑

k=1

1

nor n
∑

k=1

1

n
= n× 1

n
= 1 (le terme général de la somme ne dépend pas de k)don un 6 1, don u est majorée, de plus elle est roissante, elle est don onvergente d'après lethéorème de la limite monotone.Exerie 17Soit u = (un)n∈N∗ et v = (vn)n∈N∗ les suites dé�nies par :

∀n ∈ N
∗, un =

n
∑

k=1

1√
k
− 2

√
n + 1, vn =

n
∑

k=1

1√
k
− 2

√
nMontrer que es deux suites sont onvergentes, de même limite.L'énoné nous oriente vers le fait que u et v sont adjaentes, e que l'on va démontrer.Par dé�nition, un+1 − un =

n+1
∑

k=1

1√
k
− 2

√
n+ 2−

(

n
∑

k=1

1√
k
− 2

√
n+ 1

)don un+1 − un =
n+1
∑

k=1

1√
k
−

n
∑

k=1

1√
k
+ 2

√
n + 1− 2

√
n+ 2 =

1√
n + 1

+ 2
√
n + 1− 2

√
n+ 25



=
1 + 2

√
n + 1

2 − 2
√
n+ 2

√
n+ 1√

n+ 1
=

1 + 2(n+ 1)− 2
√

(n+ 2)(n+ 1)√
n + 1

=
2n+ 3− 2

√

(n+ 2)(n+ 1)√
n+ 1

il faut don étudier le signe de 2n+3−2
√

(n+ 2)(n+ 1)or 2n+3−2
√

(n+ 2)(n+ 1) > 0 ⇔ 2n+3 > 2
√

(n+ 2)(n+ 1) ⇔ (2n+3)2 >
[

2
√

(n+ 2)(n+ 1)
]2(on garde l'équivalene en élevant au arré ar on ne manipule que des nombres positifs)don 2n+ 3− 2

√

(n + 2)(n+ 1) > 0 ⇔ 4n2 + 12n+ 9 > 4(n+ 2)(n+ 1)
⇔ 4n2 + 12n+ 9 > 4(n2 + 3n+ 2) ⇔ 4n2 + 12n+ 9 > 4n2 + 12n+ 8 ⇔ 1 > 0e qui est vrai don 2n+ 3− 2

√

(n+ 2)(n+ 1) > 0 et don un+1 − un > 0 i.e. u est roissanteOn e�etue le même travail ave la suite v :Par dé�nition, vn+1 − vn =
n+1
∑

k=1

1√
k
− 2

√
n + 1−

(

n
∑

k=1

1√
k
− 2

√
n

)don vn+1 − vn =
n+1
∑

k=1

1√
k
−

n
∑

k=1

1√
k
+ 2

√
n− 2

√
n + 1 =

1√
n+ 1

+ 2
√
n− 2

√
n+ 1

=
1 + 2

√
n
√
n+ 1− 2

√
n + 1

√
n+ 1√

n+ 1
=

1− 2(n + 1) + 2
√

n(n+ 1)√
n+ 1

=
−2n− 1 + 2

√

n(n + 1)√
n+ 1

il faut don étudier le signe de −2n− 1 + 2
√

n(n + 1)or −2n − 1 + 2
√

n(n + 1) 6 0 ⇔ 2
√

n(n+ 1) 6 2n + 1 ⇔
[

2
√

n(n+ 1)
]2

> (2n + 1)2 (on gardel'équivalene en élevant au arré ar on ne manipule que des nombres positifs)don −2n− 1 + 2
√

n(n+ 1) 6 0 ⇔ 4n(n+ 1) 6 4n2 + 4n+ 1 ⇔ 4n2 + 4n 6 4n2 + 4n+ 1 ⇔ 0 6 1e qui est vrai don −2n− 1 + 2
√

n(n + 1) 6 0 et don vn+1 − vn 6 0 i.e. v est déroissanteEn�n on étudie la limite de un − vn, par dé�nition
un − vn =

n
∑

k=1

1√
k
− 2

√
n+ 1−

[

n
∑

k=1

1√
k
− 2

√
n

]

=
n
∑

k=1

1√
k
−

n
∑

k=1

1√
k
+ 2

√
n− 2

√
n + 1don un − vn = 2

(√
n−

√
n+ 1

)nous sommes don ramenés à l'étude de la limite d'une di�érene entre deux raines arrées, e quel'on détermine ave la méthode du onjugué :
√
n−

√
n+ 1 =

(√
n−

√
n+ 1

)

×
√
n +

√
n+ 1

√
n +

√
n+ 1

=

(√
n−

√
n+ 1

) (√
n+

√
n+ 1

)

√
n+

√
n + 1

=

√
n
2 −

√
n + 1

2

√
n +

√
n+ 1don √

n−
√
n + 1 =

n− (n+ 1)
√
n+

√
n+ 1

=
−1

√
n +

√
n+ 1or lim

n→+∞

√
n = +∞ et lim

n→+∞

√
n+ 1 = +∞ (pour justi�er on peut remarque que √

n+ 1 >
√
n parroissane de la fontion raine arrée puis par théorème des gendarmes version in�nie)don par quotient lim

n→+∞

−1√
n+

√
n + 1

= 0 et don par produit lim
n→+∞

un − vn = 0don les suites u et v sont adjaentes (nous avons véri�é) les trois onditions), de fait elles onvergentet ont la même limite.
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Exerie 18Soit u = (un)n∈N∗ une suite et v = (vn)n∈N∗ telle que : ∀n ∈ N
∗, vn =

1

n

n
∑

k=1

ukOn suppose que u est roissante. Montrer que : ∀n ∈ N
∗, vn 6 unIl su�t de remarquer que u étant roissante, ∀n ∈ N

∗, ∀k ∈ [[1;n]], uk 6 undon en additionnant les inégalités, n
∑

k=1

uk 6

n
∑

k=1

unor n
∑

k=1

un = nun (ar un ne dépend pas de k)don n
∑

k=1

uk 6 nun et don 1

n

n
∑

k=1

uk 6
1

n
× nun i.e. vn 6 un
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