
Lyée La Pérouse - Kerihen - ECG 1 - maths appli. Mathématiques D.S. n°4 - 25 janvier 2025Corrigé Total sur 57 pointsExerie 1 - vrai ou faux 0,5 point par question - total : 5 pointsIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.Pour et exerie (seulement), vous n'avez pas besoin de justi�er. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.a) ln(3) + ln(9) = 3 ln(3)C'est vrai puisque ln(9) = ln(32) = 2 ln(3) don ln(3) + ln(9) = ln(3) + 2 ln(3) = 3 ln(3)b) x 7→
√
x+ 7 est dé�nie sur [−7;+∞[C'est vrai puisque une raine arrée est dé�nie dès lors que son ontenu est positif, i.e. ii x+ 7 > 0, soit x > −7) x 7→ 1

x
est bijetive de ]0; +∞[ dans ]0; +∞[C'est vrai puisque pour y ∈]0; +∞[, y =

1

x
⇔ x =

1

y
(y a un unique antéédent qui appartient bien à ]0; +∞[)e que l'on observe graphiquement ave la ourbe de la fontion inverse.d) la fontion exponentielle est la réiproque de la fontion logarithme népérienC'est vrai (f. ours), on peut le justi�er en véri�ant que ∀x ∈ R, ln (ex) = x et que ∀x ∈]0; +∞[, eln(x) = xe) une fontion surjetive est injetiveC'est faux (e sont deux notions (di�érentes). Par exemple la fontion f dé�nie de R dans R+ par f(x) = x2 est surjetive,mais elle n'est pas injetive ar f(−1) = f(1)f) une suite géométrique est toujours onvergenteC'est faux : f. le ontre-exemple habituel : un = (−1)n ou enore (2n)n∈N qui tend vers +∞g) une suite déroissante et majorée est onvergenteC'est faux, on peut s'en onvainre ave la suite dé�nie par un = −n qui est déroissante (faile à démontrer) et majoréepar 0 puisque tous ses termes sont négatifs.h) la suite dé�nie pour tout entier n par un =

(

−1

3

)n divergeC'est faux il s'agit d'une suite géométrique dont la raison est stritement omprise entre −1 et 1 (qn ave q = −1

3
don

|q| < 1)i) si ∀n ∈ N, vn 6 un 6 wn et si (vn)n∈N et (wn)n∈N onvergent, alors (un)n∈N onvergeC'est faux, il faut de plus que (vn)n∈N et (wn)n∈N aient la même limite, on peut s'en onvainre ave les suites dé�niesppour tout n par vn = −1, un = (−1)n et wn = 1l'inégalité est bien véri�ée, vn → 1 et ww → 1 mais (un)n∈N ne onverge pas.j) pour tous événements A et B,P (A ∩B) = P (A)PA(B)C'est vrai par dé�nition de la probabilité onditionnelle (f. ours, rigoureusement il faut également P (A) 6= 0).Exerie 2 17 pointsA la maison du don de Brest, 200 personnes viennent quotidiennement e�etuer un don de sang.Il existe trois types de don : don de sang total, don de plasma et don de plaquettes.Un examen préalable au don est e�etué par un médein, qui détermine la possibilité de donner ou non.La répartition quotidienne des andidats au don est la suivante :� 120 personnes viennent faire un don de sang total et parmi elles, en moyenne, 4% ne peuvent pas e�etuer le don ;� 50 personnes viennent faire un don de plasma et parmi elles, en moyenne, 1% ne peuvent pas e�etuer le don ;� 30 personnes viennent faire un don de plaquettes et parmi elles, en moyenne, 2% ne peuvent pas e�etuer le don.On se propose de noter les événéments de la façon suivante :� D1 : � une personne vient faire un don de sang total � ;� D2 : � une personne vient faire un don de plasma � ;� D3 : � une personne vient faire un don de plaquettes � ;� V : � la personne andidate au don peut e�etuer le don �.1



1. Au ours d'une journée, on hoisit, au hasard, un andidat au don.a. Quelle est la probabilité que e andidat ait pu e�etuer le don ? 2 pointsUn andidat a pu e�etuer un don de sang total, de plasma ou de plaquettes. Plus préisément, les événements
D1, D2, D3 forment un système omplet d'événements, don d'après la formule des probabilités totales :
P (V ) = P (V ∩D1) + P (V ∩D2) + P (V ∩D3) = P (D1)PD1

(V ) + P (D2)PD2
(V ) + P (D3)PD3

(V )or d'après l'énoné P (D1) =
120

200
=

3

5
, P (D2) =

50

200
=

1

4
et P (D3) =

30

200
=

3

20

PD1
(V ) =

96

100
, PD2

(V ) =
99

100
et PD3

(V ) =
98

100don P (V ) =
3

5
× 96

100
+

1

4
× 99

100
+

3

20
× 98

100
=

12

20
× 96

100
+

5

20
× 99

100
+

3

20
× 98

100

=
12× 96 + 5× 99 + 3× 98

20× 100
=

1 152 + 495 + 294

2 000
=

1 941

2 000
= 97, 05%Nota bene : on peut aussi ommener par déterminer P (V ) (alul plus faile) pour en déduire P (V )b. Un andidat n'a pas pu e�etuer le don ; aluler la probabilité qu'il s'agissait d'un don de plasma. 1,5 pointsLa formule de Bayes nous permet d'érire :

PV (D2) =
P (D2)PD2

(V )

P (V )
=

1
4 × 1

100
59

2 000

=
1

400
59

2 000

=
1

400
× 2 000

59
=

5× 400

400× 59
=

5

59on a utilisé P (V ) = 1− P (V ) soit P (V ) = 1− 1 941

2 000
=

59

2 000
d'après a.. Les événements D3 et V sont-ils indépendants ? 1 pointNon ar onrètement, il semble que le fait d'e�etuer le don dépende du type de don.Mathématiquement, on peut remarquer que P (V ) =

1 941

2 000
et PD3

(V ) =
98

100
=

98× 20

2 000
=

1 960

2 000
, don P (V ) 6=

PD3
(V ) e qui signi�e que D3 et V sont dépendants.2. On suppose que tous es andidats reviennent faire un deuxième don et que, de manière indépendante au premier, 2%d'entre eux ne peuvent pas e�etuer le deuxième don.Pour un andidat au don pris au hasard, aluler les probabilités des événements suivants :a. Les 2 deux dons ont été e�etués. 1 pointEn notant V1 et V2 les événements respetifs : � le premier don (resp. le deuxième) a été e�etué �, alors ons'intéresse ii à V1 ∩ V2don par indépendane (d'après l'énoné), P (V1 ∩ V2) = P (V1)P (V2)or P (V1) = P (V ) =

1 941

2 000
et P (V2) =

98

100
=

49

50
don P (V1 ∩ V2) =

1 941

2 000
× 49

50
=

95 109

100 000b. Au moins un don a été e�etué. 1 pointOn s'intéresse à l'événement ontraire � auun don n'a été e�etué � e qui orrespond à V1 ∩ V2 et de manièreanalogue à la question préédente, par indépendane,
P (V1 ∩ V2) = P (V1)P (V2) =

59

2 000
× 1

50
=

59

100 000et don en notant A l'événement qui nous intéresse, P (A) = 1− P (V1 ∩ V2) =
99 941

100 000Nota bene : on peut voir qu'il s'agit de P (V1 ∪ V2) et utiliser la formule de Poinaré.. Un don n'a pas été e�etué. 1 pointLes événéments � les deux dons ont été e�etués �, � un seul don a été e�etué � et � auun don n'a été e�etué �forment un système omplet d'événements don la somme de leurs probabilités vaut 1.Don en érivant B l'événement � un seul don a été e�etué �, et ave les notations préédentes,on trouve P (V1 ∩ V2) + P (A) + P (B) = 1 soit P (B) = 1− P (V1 ∩ V2)− P (A)don P (B) = 1− 95 109

100 000
− 59

100 000
d'après les valeurs trouvées plus haut

= 1− 95 168

100 000
=

4 832

100 000
=

1 208

25 000
=

603

12 500on peut se ontenter de P (B) = 4, 832% (e qui est plus lisible)3. Le tableau i-dessous présente le nombre de dons qui n'ont pas pu être e�etués haque jour au ours du mois denovembre : Jour 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15Dons non e�etués 3 5 3 2 4 1 1 2 2 3 4 1 2 1 22



Jour 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30Dons non e�etués 6 1 2 3 3 4 2 5 1 4 3 2 2 1 3a. Résumer dans un tableau les e�etifs, les fré-quenes et les fréquenes umulées des di�érentesvaleurs de la série statistique. 1,5 pointsLes valeurs prises par la série statistique sont
[[1, 6]] et plus préisément : Valeurs 1 2 3 4 5 6E�etifs 7 9 7 4 2 1Fréquenes 7

30

3

10

7

30

2

15

1

15

1

30Fréquenes umulées 7

30

16

30

23

30

27

30

29

30
1b. Représenter le diagramme des fréquenes umulées de ette série statistique. 1,5 points
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On peut ommener le dia-gramme à 1 en absisses (puisque'est la première valeur atteintepar la série et on peut égalementreprésenter la fontion par uneourbe � en esalier �.
. Déterminer l'étendue, les premier et troisième quartiles ainsi que la médiane de ette série statistique. 1,5 pointsComme évoqué plus haut, l'étendue est [1, 6] (ou [[1, 6]])Comme il y a 30 valeurs, le quart des valeurs vaut 30

4
= 7, 5 don le premier quartile est la huitème valeur : Q1 = 2et de même Q3 est la 23ème valeur, Q3 = 3 ; et en�nomme il y a un nombre pair de valeurs, la médiane m vaut la moyenne des 15ème et 16ème valeurs m =

2 + 2

2
= 2d. Représenter le diagramme en boîte de ette série statistique. 1 pointAve les informations prééentes, on peut représenter la boîte àmoustahe. La série est tellement peu dispersée que le deuxième quartdes valeurs n'est pas visible. MQ1 Q3Diagramme en boîte des valeurs

1 2 3 4 5 6
3



e. Déterminer la moyenne de ette série statistique. 1 pointPar dé�nition, x̄ =
7× 1 + 9× 2 + 7× 3 + 4× 4 + 2× 5 + 6

30
=

78

30
=

26

10
= 2, 6f. Déterminer une valeur approhée de la variane. 1,5 pointsD'après la formule de K÷nig-Huygens, la variane vaut s2x = x2 − x̄2or x̄ = 2, 6 don x̄2 = 2, 62 = 6, 76 pour la moyenne, et par dé�nition

x̄2 =
7× 12 + 9× 22 + 7× 32 + 4× 42 + 2× 52 + 62

30
=

7 + 36 + 63 + 64 + 50 + 36

30
=

256

30
≃ 8, 53d'où s2x ≃ 8, 53− 6, 76 i.e. s2x ≃ 1, 77 (e qui donnerait un éart-type d'environ 1, 33, e qui semble ohérent).4. Ave Python, en supposant qu'on dispose d'une série statistique (dont on ne onnait pas la longueur), et dont lesvaleurs sont ontenues dans un liste L (dé�nie dans Python).Erire un programme Python qui alule la moyenne de la sériestatistique. 1,5 pointsOn additionne de manière itérative les termes de la liste et au passageon alule l'e�etif total (e que l'on peut aussi obtenir ave la longueurde la liste : len(L)) : somme =0

population =0

for i in range (0, len (L)) :

somme =somme +L[i]

population = population +1

moyenne = somme / population

print ("la moyenne vaut ", moyenne )Exerie 3 - alul de limites 4,5 pointsDéterminer les limites des suites dé�nies pour tout n ∈ N
∗ par :1. un =

4n + 7n

6n + (−1)n
1,5 pointsComme d'habitude, on fatorise par les termes prépondérants qui sont ii 7n au numérateur et 6n au dénominateurdon un =

7n
(

4n

7n + 1
)

6n
(

1 + (−1)n

6n

) =
7n

6n
×

(

4
7

)n
+ 1

1 +
(

−−1
6

)n =

(

7

6

)n

×
(

4
7

)n
+ 1

1 +
(

− 1
6

)nor (4

7

)n

→ 0 et (−1

6

)n

→ 0 (forme qn ave |q| < 1) et (7

6

)n

→ +∞ (forme qn ave q > 1)don par opérations un → +∞ (pour résumer : � un → +∞× 1 + 0

1 + 0
� )2. wn =

e−n − (ln(n))3 + n−4

(ln(n))4 − n2 + 1
1,5 pointsDe même, on fatorise par les termes prépondérants qui sont ii −(ln(n))3 au numérateur et −n2 au dénominateurdon wn =

−(ln(n))3
(

e−n

−(ln(n))3 + 1 + n−4

−(ln(n))3

)

−n2
(

(ln(n))4

−n2 + 1 + 1
−n2

) =
(ln(n))3

n2
×

1− e−n

(ln(n))3 − n−4

(ln(n))3

1− (ln(n))4

n2 − 1
n2or d'après les limites usuelles (et parfois inversion) e−n =

1

en
→ 0 n−4 =

1

n4
→ 0 (ln(n))3 → +∞ et 1

n2
→ 0don par opérations e−n

(ln(n))3
→ 0 et n−4

(ln(n))3
→ 0, de plus par roissanes omparées (ln(n))3

n2
→ 0 et (ln(n))4

n2
→ 0don par opérations wn → 0 (pour résumer : � wn → 0× 1− 0− 0

1− 0− 0
� )3. vn =

√
3n+ 2−

√
3n− 1 1,5 pointsOn utilise la méthode du onjugué :

vn =
√
3n+ 2−

√
3n− 1 =

(
√
3n+ 2−

√
3n− 1)(

√
3n+ 2+

√
3n− 1)√

3n+ 2 +
√
3n− 1

=

√
3n+ 2

2 −
√
3n− 1

2

√
3n+ 2 +

√
3n− 1

=
3n+ 2− (3n− 1)√
3n+ 2+

√
3n− 1

=
3√

3n+ 2 +
√
3n− 1

et √3n+ 2 +
√
3n− 1 >

√
3n+ 2 >

√
3n >

√
n don √

3n+ 2 +
√
3n− 1 → +∞et de fait par quotient 3√

3n+ 2 +
√
3n− 1

→ 0 i.e. vn → 0

4



Exerie 4 12 pointsOn onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = −1

5
et ∀n ∈ N, un+1 = 2un +

1

3n1. Caluler u1 et u2 0,5 pointPar dé�nition, u1 = 2u0 +
1

30
= −2

5
+ 1 = −2

5
+

5

5
=

3

5et u2 = 2u1 +
1

31
= 2× 3

5
+

1

3
=

6

5
+

1

3
=

18

15
+

5

15
=

23

152. Montrer : ∀n > 1, un > 2n−2 1,5 pointsOn proède par réurrene, pour n ∈ N
∗, on dé�nit P (n) : un > 2n−2Initialisation : P (1) est vraie ⇔ u1 > 21−2 ⇔ u1 > 2−1 ⇔ u1 >

1

2e qui est vrai d'après la première question (u1 =
3

5
) don P (1) est vraieHérédité : soit n ∈ N

∗, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse un > 2n−2 don 2un > 2× 2n−2 i.e. 2un > 2n−1 et 1

3n
> 0don a fortiori 2un +

1

3n
> 2n−1 i.e. un+1 > 2n−1 don P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e.un > 2n−23. Déterminer la limite de (un)n∈N 1 pointOn peut érire 2n−2 = 2n × 2−2 =

2n

22
=

2n

4omme 2n → +∞ (forme qn ave q > 1) alors par opération 2n

4
→ +∞et don par théorème des gendarme (version in�nie) un → +∞Nota bene : l'inégalité de la question préédente n'est valable que pour n > 1, mais le théorème des gendarmes peuts'appliquer ave des inégalités qui ne sont valables qu'à partir d'un ertain rang.4. Utilisation d'une suite auxiliaire. On pose pour tout n ∈ N : vn =
un

2na. Montrer que : ∀n ∈ N, vn+1 − vn =
1

2× 6n
1 pointSoit n ∈ N, par dé�nition de la suite (vn)n∈N, vn+1 − vn =

un+1

2n+1
− un

2n
=

un+1

2n+1
− 2un

2n+1
=

un+1 − 2un

2n+1or par dé�nition de la suite (un)n∈N, un+1 − 2un =
1

3n
, don vn+1 − vn =

1
3n

2n+1
=

1

3n × 2n × 2
=

1

6n × 2b. Soit n ∈ N
∗, aluler n−1

∑

i=0

1

6i
et n−1

∑

i=0

(vi+1 − vi) 1,5 points
n−1
∑

i=0

1

6i
=

1−
(

1
6

)n

1− 1
6

=
1− 1

6n

5
6

=
6

5

(

1− 1

6n

) d'après les résultats sur les sommes géométriques (attention ledernier terme est pour i = n− 1 ii)et par ailleurs n−1
∑

i=0

(vi+1 − vi) = vn − v0 ar il s'agit d'une somme télesopique (ave pour dernier terme i = n− 1enore) et v0 =
u0

20
= u0 = −1

5
don n−1

∑

i=0

(vi+1 − vi) = vn +
1

5. En déduire, pour tout entier n > 1, une expression de vn en fontion de n 1,5 pointsOn va aluler n−1
∑

i=0

(vi+1 − vi) d'une autre manière : d'après la question 4.a.,∀n ∈ N, vn+1 − vn =
1

2× 6ndon n−1
∑

i=0

(vi+1 − vi) =

n−1
∑

i=0

1

2× 6i
=

n−1
∑

i=0

(

1

2
× 1

6i

)

=
1

2
×

n−1
∑

i=0

1

6i
par linéaritéor d'après la question préédente n−1

∑

i=0

(vi+1 − vi) = vn +
1

5
d'une part et n−1

∑

i=0

1

6i
=

6

5

(

1− 1

6n

) d'autre partdon vn +
1

5
=

1

2
× 6

5

(

1− 1

6n

) soit vn =
3

5

(

1− 1

6n

)

− 1

5
=

1

5

(

3− 3× 1

6n
− 1

)

=
1

5

(

2− 3× 1

6n

)5



d. Déduire de . que pour tout entier n, on a : un =
1

5

(

2n+1 − 1

3n−1

) 1 pointPar dé�nition de la suite (vn)n∈N, ∀n ∈ N, vn =
un

2n
don un = 2n × vn, don d'après la question préédente

∀n ∈ N, un = 2n × 1

5

(

2− 3× 1

6n

)

=
1

5

(

2× 2n − 3× 2n

6n

)

=
1

5

(

2n+1 − 3×
(

2

6

)n)

=
1

5

(

2n+1 − 3×
(

1

3

)n)

=
1

5

(

2n+1 − 3× 1

3n

)

=
1

5

(

2n+1 − 1

3n−1

)e. Retrouver la limite de (un)n∈N 1 pointD'après les limites de suites géométriques 2n → +∞ (forme qn ave q > 1) et 1

3n
=

(

1

3

)n

→ 0 (forme qn ave
|q| < 1), don par produits et additions un → +∞ (ar 2n+1 = 2× 2n et 1

3n−1
= 3×

(

1

3

)n)5. Ave Pythona. Erire une fontion Python, qui pour un entier n, renvoie le terme un de la suite. 1 pointOn peut le faire de deux (ou trois) façons, soit à l'aide la dé�nition réursive de la suite, soit à l'aide de la formuleexpliite (de la question 4.d. :Ave la formule expliite
def u(n):

return 1/5(2**( n+1)

-1/3**( n -1) )

Ave la dé�nition réursive de la suite(attention à la puissane i− 1)
def u(n):

u= -1/5

for i in range (1, n+1) :

u =2* u +1/3**( i -1)

return

Analogue ave une fontion Python ré-ursive (qu'il faut penser à initialiser)
def u(n):

if n==0 :

return -1/5

else :

return 2*u(n -1) +1/3**( n -1)b. Représenter graphiquement la suite jusqu'au terme u100 1 pointOn exploite la fontion prédé�nie pour réer une listeontenant toutes les valeurs, puis on la représente L=[u(n) for n in range (0 ,101) ]

import matplotlib . pyplot as plt

plt . plot(L,’+’) #le ’+’ pour avoir des points

plt . show (). Erire un programme Python qui renvoie le premier rang n pour lequel un > 106 1 pointA l'aide de la fontion, on alule de manière pro-gressive les termes tant que le seuil n'est pas atteintave une lassique boule while

n=0

while u(n) <1e6:

n=n+1

print (n)Exerie 5 - étude de fontion et suite 11 pointsSoit g la fontion dé�nie sur ]0; +∞[ par : g(x) = x− ln(x)1. a. Pour tout réel x > 0, aluler la valeur de g′(x), la dérivée de g 0,5 pointSoit x > 0, alors g′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

xb. Que vaut lim
x→0

ln(x) ? en déduire lim
x→0

g(x) 1 pointOn sait que lim
x→0

ln(x) = −∞ et lim
x→0

x = 0 don lim
x→0

g(x) = +∞. Caluler lim
n→+∞

g(n) et en déduire lim
x→+∞

g(x) 1,5 points
g(n) = n− ln(n) = n

(

1− ln(n)

n

) (on fatorise par n qui est le terme dominant)Par roissane omparée lim
n→+∞

ln(n)

n
= 0 don lim

n→+∞
1− ln(n)

n
= 1et don par opérations sur les limites lim

n→+∞
n

(

1− ln(n)

n

)

= +∞on peut don supposer que lim
x→+∞

g(x) = +∞ e qui est le as)6



d. Dresser le tableau des variations de g sur ]0; +∞[ en faisant �gurer g(1) et les résultats obtenus aux questions1.b. et 1.. 1,5 pointsComme x est stritement positif, g′(x) est du signe de x− 1, or x− 1 > 0 ⇔ x > 1

x

x − 1

g′(x)

g

0 1 +∞- 0 +- 0 +
+∞

g(1) = 1g(1) = 1

+∞+∞e. Justi�er que pour tout réel x > 0 on a : g(x) > 0 0,5 point
g est déroissante sur ]0; 1] puis roissante sur [1; +∞[ don ∀x > 0, g(x) > g(1)or g(1) = 1 don ∀x > 0, g(x) > 1 > 02. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 > 0 et ∀n ∈ N, un+1 = g(un)a. Justi�er que la suite (un)n∈N est bien dé�nie. 1 pointLa dé�nition de la suite repose sur l'existene de ln(un) pour tout nIl faut don s'assurer que ∀n ∈ N, un > 0Pour n ∈ N, on pose don P (n) : � un est bien dé�ni et un > 0 �Initiation : u0 > 0 don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons que P (n) est vraiealors un > 0, don g(un) (i.e. un+1 est bien dé�ni) et d'après la question 1.e, g(un) > 0, i.e. un+1 > 0'est-à-dire que P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.b. Si (un)n∈N onverge, que peut valoir sa limite ? (on admet : lim

n→+∞
un = ℓ ⇒ lim

n→+∞
ln(un) = ln(ℓ)) 1 pointOn suppose que (un)n∈N onverge et on note alors ℓ sa limite.Par propriété sur les limites, on sait que lim

n→+∞
un+1 = ℓ et omme indiqué lim

n→+∞
ln(un) = ln(ℓ)don en passant à la limite dans l'égalité un+1 = un − ln(un), on obtient ℓ = ℓ − ln(ℓ), don ln(ℓ) = 0 et don

ℓ = 1. Etudier le signe de g(x)− x pour x > 0 0,5 pointSoit x > 0, alors g(x)− x = − lnxdon g(x)− x > 0 pour x ∈ [0; 1] et g(x)− x 6 0 pour x ∈ [1; +∞[d. En supposant u0 > 1, montrer que ∀n ∈ N, un > 1 1 pointComme l'indique le tableau de variations à la question 1.d, ∀x > 0, g(x) > 1, on en déduit que ∀n ∈ N, g(un) > 1(ar un > 0), i.e. ∀n ∈ N, un+1 > 1 soit ∀n ∈ N
∗, un > 1omme 'est aussi le as de u0, on en déduit que ∀n ∈ N, un > 1e. En supposant u0 > 1, en déduire les variations de (un)n∈N 1 pointD'après la question 2.., x > 1 ⇒ g(x) 6 xdon ∀n ∈ N, un > 1 ⇒ f(un) 6 un, i.e. un+1 6 undon la suite (un)n∈N est déroissante.f. Si u0 > 1, que vaut lim

n→+∞
un ? 0,5 point

(un)n∈N est déroissante et positive, don minorée (par 0 par exemple), don d'après le théorème de la limitemonotone, elle est onvergente.et d'après la question 2.a, sa limite ne peut être que 1, don lim
n→+∞

un = 1g. Que se passe-t-il si u0 = 1 et si u0 < 1 ? 1 pointSi u0 = 1, on trouve alors u1 = 1 et par réurrene immédiate, ∀n ∈ N, un = 1Si u0 < 1, alors d'après le tableau de variations, u1 = g(u0) > 1 et nous sommes don ramenés à la situationpréédente (on peut poser pour tout n ∈ N, vn = un+1 et la suite (vn)n∈N nous ramène à la situation étudiée).7



Exerie 6 7,5 pointsOn dé�nit l'appliation f par f(x) = e
√
x1. Déterminer Df , l'ensemble de dé�nition de f 0,5 pointIl n'y a pas de ontrainte pour l'exponentielle qui est dé�nie sur R mais pour la raine arrée qui est dé�nie sur R+don Df = R+2. Déterminer f〈[0,+∞[〉 2 pointsOn herhera à justi�er la limite en +∞Il est néessaire dans un premier temps d'étudier les variations (attention f n'est pas dérivable en 0)pour x ∈ R, f peut s'érire f(x) = eu(x) ave u(x) = √

x (et don ∀x > 0, u′(x) =
1

2
√
x
)don ∀x > 0, f ′(x) = u′(x)eu(x) et don f ′(x) =

1

2
√
x
e
√
x =

e
√
x

2
√
xdon ∀x > 0, f ′(x) > 0 (l'exponentielle étant toujours stritement positive, de même que la raine arrée pour x 6= 0)et de fait f est stritement roissante sur ]0; +∞[ et don sur R+don f〈[0,+∞[〉 =

[

f(0), lim
x→+∞

f(x)

[ (on doit théoriquement invoquer la ontinuité de f également)bien que nous n'ayons pas enore vu les limites de fontions, nous savons que √
n → +∞ quand n tend vers +∞ donon suppose que lim

x→+∞

√
x = +∞ (e qui est vrai), de fait f(x) va tendre vers � exp(+∞) � (ette notation n'est pasrigoureuse) quand x tend vers +∞de plus f(0) = e

√
0 = e0 = 1 d'où f〈[0,+∞[〉 = [1,+∞[3. Montrer que f n'est pas surjetive de Df dans R 0,5 pointIl est évident que f ne prend que des valeurs stritement positives ('est le résultat d'une exponentielle), don f(x) = −1n'admet pas de solution (de même que f(x) = y pour n'importe quel y 6 0 et même y < 1 en fait).4. Montrer que f est injetive. 1 pointOn peut le justi�er ave la strite monotonie (roissane ii) de f ,en e�et si x 6= x′, alors soit x < x′ et dans e as f(x) < f(x′) ; soit x > x′ et dans e as f(x) > f(x′)dans tous les as f(x) 6= f(x′) e qui signi�e que f est injetiveOption B - méthode lassique : soit (x, x′) ∈ R

2
+alors f(x) = f(x′) ⇒ e

√
x = e

√
x′don ln

(

e
√
x
)

= ln
(

e
√
x′

) (il s'agit de nombres stritement positifs)don √
x =

√
x′ et en prenant le arré de l'égalitéon trouve x = x′, e qui signi�e que f est injetive5. Démontrer que f est une bijetion de Df dans un intervalle que l'on préisera et donner sa bijetion réiproque.Grâe au résultat de la question 2., on omprend que f réalise une bijetion de R+ dans [1,+∞, e que nous allonsdémontrer, à nouveau ave la méthode o�ielle : soit y ∈ [1,+∞[, alors pour x ∈ Df

f(x) = y ⇔ e
√
x = y ⇔ ln

(

e
√
x
)

= ln(y) ar il s'agit de nombres stritement positifs, don on peut omposer par ln(et exp dans l'autre sens) don f(x) = y ⇔
√
x = ln(y) ⇔

√
x
2
= (ln(y))2on garde l'équivalene en passant au arré ar il s'agit de nombres positifs : y > 1 ⇒ ln(y) > ln(1) (ar la fontion lnest stritement roissante), i.e. ln(y) > 0 et don f(x) = y ⇔ x = (ln(y))2et il est évident que l'antéédent trouvé est bien dans Df = R+ ('est un arré don 'est positif)�nalement ∀y ∈ [1,+∞[, l'équation f(x) = y admet une unique solution dans R+, e qui signi�e que f est bijetive, deplus f−1 :

[1,+∞[ → R+

y 7→ (ln(y))2
2 points6. Ave Python, dé�nir la fontion f , puis la représenter sur l'intervalle [0, 10] 1,5 points

import numpy as np # pour disposer de l’exponentielle , la racine carrée et de linspace

def f(x) : # on définit la fonction

return np.exp (np. sqrt(x))

import matplotlib . pyplot as plt # on importe la librairie pour la représenter

x=np. linspace (0 ,10 ,100) # on définit 100 abscisses entre 0 et 10

y=f(x) # on calcule les 100 images respectives

plt . plot(x,y) # on peut utiliser + pour avoir seulement les points

plt . show ()
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