ECG 1 - mathématiques appliquées

Plan de travail

TD 12 - fonctions :

Notion Exercices a minima | Mais aussi
Calculs de limites 1,2,3
Etude de fonction et limite 4,5, 6 7,8
Continuité 9, 10 11
TVI et théoréme de la bijection | 12, 13, 16 15
Fonction et suite 14, 18 17
Calcul de limites
Exercice 1
Calculer les limites suivantes :
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Exercice 2

Calculer les limites suivantes :
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Exercice 3

Calculer les limites suivantes :
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Existence de limites Exercice 6

. Dans chacune des questions suivantes, déterminer si f admet une limite
Exercice 4 en a = 0. Déterminer cette limite dans le cas ou elle existe.

Soit f la fonction définie sur son domaine de définition Z; par :

f(x) = In(z) In(In(x)) R R 2.0 8 7 K
Lfy oo A

1. Déterminer %y

2. Déterminer les limites de f aux extrémités de Z;
Exercice 7

3. Soit g l'application de R\ {1} vers R définie par : ' o . x| +1
@) = { 0 si z<1 Soit f définie sur RY par: f(z) = L {/5
T = a5 p>1 Déterminer lim f(z)
g admet-elle une limite en 17 Troo

Exercice 8

Soit a > 0, fixé

Exercice 5 > Soit o la fonction définie sur Ry par: Vo € Ry, ¢(z) =In(1+z)—=

1 > Soit h la fonction définie sur R, par :
On considére la fonction f définie sur R* par : f(z) =« {;J Ve €R,, h(z)=In(l+z)— =
x

. . S * a\*®

1. Donner une expression simple de f(z) pour z > 1 > Soit f la fonction définie sur R’ par :f(z) = (1 + ;)

En déduire lim f(z) . _ . i} a\ @

z—+00 > Soit g la fonction définie sur RY par : g(z) = <1 + —)

x

2. Donner une expression simple de f(z) pour x < —1 1

) ’ . Etudier les variations de h et de ¢
En déduire lim f(z)
T——00

2. En déduire que Vo € R, I <In(l+z) <z
1+x
3. a. Montrer que pour z >0, 1 —z < f(z) <1 . ax
En déduire que f admet une limite & droite en 0, que l'on 3. Montrer que Vx € R%, P <lIn (f(l')) <a

déterminera. 4. En déduire la limite lir}ra In (f(x)), puis la limite lim f(z)
T—1+00

T—+00

b. Montrer que pour x <0, 1 < f(z) <1—=x

En déduire que f admet une limite & gauche en 0, & déterminer 5. Pour « € R}, encadrer le nombre In (g(x))
également. En déduire lirf In (g(x)), puis lirf g(x)

c. [ admet-elle une limite en 07



Etude de continuité

Exercice 9

Soit f une application de R vers R
Etudier la continuité de f sur R dans les cas suivants.

1
{ n(x) si x>0
x
0 si <0
In(z) si z>1

4. f<x>:{ '

vV=3r+2 si x<
1. f(z) = 9
3r —2 sl x>§
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3 3. flx)=

ef—e si x<l1

|z +2| . 5
2. f(z) = I+ 2 sz # — 5 et st x>0
1 si o=-2 f@) =90 & 220

Exercice 10
Etudier la continuité des fonctions f suivantes, sur les intervalles I don-

nés.
T+
1 f(@)=1{ @+ ya
1

si x
>0 avec [ =R,

si =0

2. f(a:):{ = si z#0 avec I =] —1,1]

si x=0

1
I=|-,1

Répondre aux questions suivantes pour

L. f(z) = Vzln(z)

R —= /8

3.f@):x2{

Exercice 11

2. f(z) = (%)W)

a) Déterminer le domaine de définition Z; de f

b) Justifier que f est continue sur Z;

c¢) Déterminer alcli% f(z)?

d) Peut-on proposer une valeur pour f(0) qui « prolonge f par conti-
nuité » 7

Utilisation des théorémes généraux

Exercice 12

xT

Montrer que l’équation e ® = 2% admet au moins une solution.

Exercice 13

1
1. Montrer que Péquation In(zr) = — admet une unique solution «
e

dans lintervalle ]0, +o00|

2. Montrer que 1 < a <e

Exercice 14
R, — R

Soit : f : 2?2+ 8

—
et u une suite définie par ug € Ry et : Vn € N, w01 = f(uy)
Justifier que f est continue.

Etudier les variations de f sur R,

Tracer 6, et la droite d’équation y = z, sur un méme schéma.

oW o=

Résoudre ’équation f(x) = x d’inconnue z € R, interpréter gra-
phiquement le résultat.

o

Donner le signe de f(z) —x pour x € R,

6. Dans cette question, on suppose que ugy € [0, 2]
a. Montrer que f([0,2]) C [0,2]
b. En déduire par récurrence que : Vn € N, u, € [0, 2]

c. Montrer que u est croissante. (On utilisera la question 5).



7.

d. Montrer que u converge vers un réel ¢
e. Montrer que f(¢) = ¢, en déduire la valeur de ¢

Faire la méme démarche (a. b. c.) avec ug > 4
Qu’est-ce que cela change pour la limite ?

Exercice 15

Soit f définie sur I = [1, +o0o[ par : Vx € 1,

1.

1

S x + In(x)

Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle J a
préciser.

. Justifier que 7! est continue sur .J
. Quelles sont les variations de f~' sur J?

. Tracer sur un méme schéma les courbes représentatives de f et de

f—l

Exercice 16

Soit f la fonction définie sur |0, 4+o00[ par : f(z) =z — In(z)

1.

Dresser le tableau des variations de f en précisant ses limites en 0
et en +o0o

. Montrer que l’équation f(x) = 2 d’inconnue x €]0,4o00| admet

exactement deux solutions, que l'on notera a et b, telles que :
0<a<l<b

. On donne : In(2) =~ 0,7. Montrer que : b € [2,4]

Exercice 17
Soit f définie sur R par : f(z) = e+

1.

o

Justifier que f réalise une bijection de R dans un intervalle J a
préciser.

Montrer que Vn € N, ’équation €¢* + x = n admet une unique
solution, qu’on notera u,,

. Montrer que : Vn € N, f(up11) — f(u,) >0

. En déduire la monotonie de la suite u = (uy,)nen

a. Montrer que pour n € N*, on a : In (n — In(n)) < u, <In(n)
Uy,

b. Déterminer lim wu, puis lim
n—-+4oo n—-4oo ln(n)

Exercice 18

Soit f définie sur R par f(z) =
g(x)
1.
2.
3.

et définie sur R par :
IT+e” g P

= flz)—x
Etudier les variations de f
Etudier les variations de g

Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution, qu’on
notera «

. En déduire le signe de g(x) pour z € R

. . Uy > &
. = 11 :
Soit u = (uy,)nen une suite telle que { VR €N, uney = flup)
a. Montrer par récurrence que : Vn € N,  u, > «

b. En déduire que la suite u est décroissante (on utilisera la ques-
tion 3).

c. Justifier que u converge, et que sa limite vaut o



