
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 12 - fon
tions : limites, 
ontinuité et étude globale Février 2025Plan de travailNotion Exer
i
es a minima Mais aussiCal
uls de limites 1, 2, 3Etude de fon
tion et limite 4, 5, 6 7, 8Continuité 9, 10 11TVI et théorème de la bije
tion 12, 13, 16 15Fon
tion et suite 14, 18 17Cal
ul de limitesExer
i
e 1Cal
uler les limites suivantes :1. lim
x→−2

1

x32. lim
x→0

1

x23. lim
x→0
x>0
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x34. lim
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x35. lim
x→−∞
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x2 − 2x− 8√
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x→+∞

(x3 − 3x2 + 5)12. lim
x→−∞

x2 + 3x− 1

4x+ 113. lim
x→+∞
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2x2 − 2x+ 114. lim
x→+∞

2x3 + 1
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15. lim
x→2
x>2

3x2 + 2x+ 1

x− 216. lim
x→2
x<2

x2 − 5x+ 6

(2− x)217. lim
x→3

−2x− 5√
x− 3

18. lim
x→2

√
x+ 7− 3

x− 219. lim
x→2

√
x+ 7− 3√
x− 220. lim

x→1
x>1

1 + x

1−√
x21. lim

x→0

1

x2

(

1 +
√
x
)Exer
i
e 2Cal
uler les limites suivantes :1. lim

x→0

√
x ln(x)

x+ 12. lim
x→+∞

ex − x+ 1

x+ ln(x)3. lim
x→+∞

ex − x

ex − 1

4. lim
x→−∞

ex − x

ex − 15. lim
x→+∞

e2x−1

(ln(x))46. lim
x→+∞

ln(
√
x)

x
1

4

7. lim
x→0

ln(
√
x)

x
1

48. lim
x→−∞

(6+x2)ex9. lim
x→+∞

(x3 − e2x)Exer
i
e 3Cal
uler les limites suivantes :1. lim
x→+∞

e(3+x2)2. lim
x→1

ln(x− 1)− 1

ln(x)3. lim
x→0

e
1

x
24. lim

x→1
(x2 − 1) ln(x− 1)5. lim

x→1
(x− 1) ln

(

1

x− 1

)

6. lim
x→+∞

ln(x+ 1)− ln(x+ 4)7. lim
x→3+

1

x− 3
− 1

x2 − 98. lim
x→0

(1− e−x2/3)9. lim
x→+∞

ln(x2 + 1)− 2 ln(x)10. lim
x→0+

e−1/x

1



Existen
e de limitesExer
i
e 4Soit f la fon
tion dé�nie sur son domaine de dé�nition Df par :

f(x) = ln(x) ln(ln(x))1. Déterminer Df2. Déterminer les limites de f aux extrémités de Df3. Soit g l'appli
ation de R \ {1} vers R dé�nie par :

g(x) =

{

0 si x < 1

xln(ln(x)) si x > 1
g admet-elle une limite en 1 ?Exer
i
e 5On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R∗ par : f(x) = x

⌊

1

x

⌋1. Donner une expression simple de f(x) pour x > 1En déduire lim
x→+∞

f(x)2. Donner une expression simple de f(x) pour x 6 −1En déduire lim
x→−∞

f(x)3. a. Montrer que pour x > 0, 1− x < f(x) 6 1En déduire que f admet une limite à droite en 0, que l'ondéterminera.b. Montrer que pour x < 0, 1 6 f(x) < 1− xEn déduire que f admet une limite à gau
he en 0, à déterminerégalement.
. f admet-elle une limite en 0 ?

Exer
i
e 6Dans 
ha
une des questions suivantes, déterminer si f admet une limiteen a = 0. Déterminer 
ette limite dans le 
as où elle existe.1. f :
R

∗ → R

x 7→ e
1

x

2. f :
R → R

x 7→ ⌊x2⌋Exer
i
e 7Soit f dé�nie sur R∗

+ par : f(x) = ⌊x⌋ + 1√
xDéterminer lim

x→+∞

f(x)Exer
i
e 8Soit a > 0, �xé
⊲ Soit ϕ la fon
tion dé�nie sur R+ par : ∀x ∈ R+, ϕ(x) = ln(1+x)−x

⊲ Soit h la fon
tion dé�nie sur R+ par :
∀x ∈ R+, h(x) = ln(1 + x)− x

1 + x

⊲ Soit f la fon
tion dé�nie sur R∗

+ par :f(x) = (

1 +
a

x

)x

⊲ Soit g la fon
tion dé�nie sur R∗

+ par : g(x) = (

1 +
a

x

)x21. Etudier les variations de h et de ϕ2. En déduire que ∀x ∈ R+,
x

1 + x
6 ln(1 + x) 6 x3. Montrer que ∀x ∈ R

∗

+,
ax

a+ x
6 ln

(

f(x)
)

6 a4. En déduire la limite lim
x→+∞

ln
(

f(x)
), puis la limite lim

x→+∞

f(x)5. Pour x ∈ R
∗

+, en
adrer le nombre ln
(

g(x)
)En déduire lim

x→+∞

ln
(

g(x)
), puis lim

x→+∞

g(x)
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Etude de 
ontinuitéExer
i
e 9Soit f une appli
ation de R vers REtudier la 
ontinuité de f sur R dans les 
as suivants.1. f(x) = 









√
−3x+ 2 si x <

2

3

3x− 2 si x >
2

32. f(x) = 





|x+ 2|
x+ 2

si x 6= −2

1 si x = −2

3. f(x) = {

ln(x)

x
si x > 0

0 si x 6 04. f(x) = {

ln(x) si x > 1
ex − e si x < 15. f(x) = {

ex si x > 0
0 si x < 0Exer
i
e 10Etudier la 
ontinuité des fon
tions f suivantes, sur les intervalles I don-nés.1. f(x) = 





x+
√
x

x2 +
√
x

si x > 0

1 si x = 0

ave
 I = R+2. f(x) = { ⌊x⌋
x

si x 6= 0

1 si x = 0

ave
 I =]− 1, 1[3. f(x) = x2

⌊

1

x

⌋ ave
 I =

[

1

3
, 1

]

Exer
i
e 11Répondre aux questions suivantes pour1. f(x) = √
x ln(x) 2. f(x) = (

1

x

)ln(x)a) Déterminer le domaine de dé�nition Df de f

b) Justi�er que f est 
ontinue sur Df
) Déterminer lim
x→0

f(x) ?d) Peut-on proposer une valeur pour f(0) qui � prolonge f par 
onti-nuité � ?Utilisation des théorèmes générauxExer
i
e 12Montrer que l'équation e−x = x2 admet au moins une solution.Exer
i
e 131. Montrer que l'équation ln(x) =
1

ex

admet une unique solution αdans l'intervalle ]0,+∞[2. Montrer que 1 < α < eExer
i
e 14Soit : f :
R+ → R

x 7→ x2 + 8

6et u une suite dé�nie par u0 ∈ R+ et : ∀n ∈ N, un+1 = f(un)1. Justi�er que f est 
ontinue.2. Etudier les variations de f sur R+3. Tra
er Cf , et la droite d'équation y = x, sur un même s
héma.4. Résoudre l'équation f(x) = x d'in
onnue x ∈ R+, interpréter gra-phiquement le résultat.5. Donner le signe de f(x)− x pour x ∈ R+6. Dans 
ette question, on suppose que u0 ∈ [0, 2[a. Montrer que f
〈

[0, 2]
〉

⊂ [0, 2]b. En déduire par ré
urren
e que : ∀n ∈ N, un ∈ [0, 2]
. Montrer que u est 
roissante. (On utilisera la question 5).3



d. Montrer que u 
onverge vers un réel ℓe. Montrer que f(ℓ) = ℓ, en déduire la valeur de ℓ7. Faire la même démar
he (a. b. 
.) ave
 u0 > 4Qu'est-
e que 
ela 
hange pour la limite ?Exer
i
e 15Soit f dé�nie sur I = [1,+∞[ par : ∀x ∈ I, f(x) =
1

x+ ln(x)1. Montrer que f réalise une bije
tion de I dans un intervalle J àpré
iser.2. Justi�er que f−1 est 
ontinue sur J3. Quelles sont les variations de f−1 sur J ?4. Tra
er sur un même s
héma les 
ourbes représentatives de f et de
f−1Exer
i
e 16Soit f la fon
tion dé�nie sur ]0,+∞[ par : f(x) = x− ln(x)1. Dresser le tableau des variations de f en pré
isant ses limites en 0et en +∞2. Montrer que l'équation f(x) = 2 d'in
onnue x ∈]0,+∞[ admetexa
tement deux solutions, que l'on notera a et b, telles que :
0 < a < 1 < b3. On donne : ln(2) ≈ 0, 7. Montrer que : b ∈ [2, 4]

Exer
i
e 17Soit f dé�nie sur R par : f(x) = ex + x1. Justi�er que f réalise une bije
tion de R dans un intervalle J àpré
iser.2. Montrer que ∀n ∈ N, l'équation ex + x = n admet une uniquesolution, qu'on notera un3. Montrer que : ∀n ∈ N, f(un+1)− f(un) > 04. En déduire la monotonie de la suite u = (un)n∈N5. a. Montrer que pour n ∈ N
∗, on a : ln (n− ln(n)

)

6 un 6 ln(n)b. Déterminer lim
n→+∞

un puis lim
n→+∞

un

ln(n)Exer
i
e 18Soit f dé�nie sur R par f(x) =
ex

1 + ex

et g dé�nie sur R par :

g(x) = f(x)− x1. Etudier les variations de f2. Etudier les variations de g3. Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution, qu'onnotera α4. En déduire le signe de g(x) pour x ∈ R5. Soit u = (un)n∈N une suite telle que : { u0 > α

∀n ∈ N, un+1 = f(un)a. Montrer par ré
urren
e que : ∀n ∈ N, un > αb. En déduire que la suite u est dé
roissante (on utilisera la ques-tion 3).
. Justi�er que u 
onverge, et que sa limite vaut α
4


