ECG 1 - maths appli. Chapitre 12 - fonctions : limites, continuité et étude globale Fév. 2025

Objectifs d’apprentissage
A la fin de ce chapitre, je sais :
e calculer une limite de fonction en utilisant :
>> les fonctions de référence ;
> les opérations sur les limites;
>> la composition de fonctions;
> les croissances comparées ;
>> les encadrements ;
>> les variations : théorémes de la limite monotone.
e calculer la limite d’une suite de type (f(u,))nen, connaissant les limites de f et de (uy,)nen O

oodogono

e définir et justifier la continuité d’une fonction. O
e compléter les études de fonctions continues en utilisant les théorémes généraux : théoréme

des valeurs intermédiaires, théoréme de la bijection. O
e compléter les représentations graphiques de fonctions a I'aide des nouveaux outils O

Les limites de suites nous donnent un cadre pour les limites de fonction dés lors que z tend vers
+00 et nous disposerons des résultats analogues : limites de référence, opérations sur les limites,
théorémes d’encadrement (gendarmes), de croissances comparées, de la limite monotone...
Mais ’objectif de ce chapitre est également de parler des limites de fonctions en un point, par exemple
comment définir lim — 7

z—0
Ci-dessous et sauf exception, on s’intéresse a une fonction f définie sur un intervalle [

1 Limites, définitions

1.1 Limites en +0o0 ou —o0

1.1.1 Limites finies

Définition : soit £ € R, on dit que f tend vers ¢ quand x tend vers +oo | Exemples :
si

Ve >0,JA € R, tel que Ve > A, |f(z) — (| < ¢

on notera alors lim f(z)=/¢ ou limf=1/¢
T—+00 +oo

Par analogie, on peut alors définir la limite en —oo (en changeant juste
Ve > Aen Ve < A)

Remarques :

e comme pour les suites, ces définitions cherchent & traduire que « I’écart entre f et ¢ peut étre aussi
petit que souhaité a partir d’une certaine valeur de = » ;

o |[f(r)—Vl<e <= l(—ec< f(x)</l+¢

e on ne dira pas « f converge vers ... » mais on utilise parfois d’autres formulations telles que : « f
admet ¢ pour limite en 400 ».

1.1.2 Limites infinies

Définitions : on dit que f tend vers +oo (resp. vers —oo) quand x tend | Exemples :
vers 400 si

VM >0,3A e R Ve > A, f(x) > M (resp. VM < 0...Vf(x) < M...)

on notera alors lir}rl f(z) = +o0 ou 1+imf = +00 (resp. -+ = —00)
T—r+00 o0

on définit de méme les limites quand z tend vers —oo




1.2 Limite en un point

On s’intéresse maintenant a la notion de limite en un point, c’est-a-dire quand z se rapproche d’un
réel xg, ol xy est un élément de I ou une extrémité de I (par exemple 1 est une extrémité de
'intervalle [0; 1]).

1.2.1 Limite infinie en un point

Définitions : on dit que f tend vers +oo (resp. vers —oo) quand x tend | Exemples :
vers x( si

VM >0,3a>0,Vz e IN[zg—a,xz0+ ], flz)=M
(resp. VM < 0... f(x) < M)
on notera alors lim f(z) = 400 ou lim f = 400 (resp. -+ = —00)
T—x0 o

Remarques :
e la définition traduit la notion « f(x) devient infiniment grand quand z se rapproche de xg » ;

e lim —
z—0

1.2.2 Limite finie en un point

Dans ce paragraphe, ¢ désigne un nombre réel (xy un élément ou une extrémité de I).

Définition : on dit que f tend vers ¢ quand x tend vers x, si Exemples :
Ve >0,3a>0,Ve e IN[rg—a,xz0+ ], |flx)—{<e

on notera alors lim f(z) =/ oulim f =/¢
T—T0 o

Remarque : 1a aussi, on retrouve « f(z) se rapproche indéfiniment de ¢ quand x se rapproche de xg ».

1.2.3 Limite a droite, a gauche

Toutes les définitions précédentes concernant les limites en un point peuvent étre restreintes « a
droite » ou « & gauche », en remplagant I N [zg — o,z + @] par :

Exemples : on peut

e /N|xg, o + «] pour une limite & droite, on note alors alors parler de

lim f ou  lim f(z) ou %géf()

e I N[xg — a,xp[ pour une limite & gauche, on note alors
limf ou lim f(z) ou lim f(z)

r—a~
r<a

1.2.4 Extension a une fonction définie sur 7\ {z¢}

Les définitions précédentes nous restreignent a des fonctions définies sur un intervalle mais on peut
les étendre, par exemple les définitions des limites en point dans le cas ou f(x() n’est pas défini, avec
xo € I. Pour cela, on exclut z dans la définition : Vo € I N ([xg — a, o[U]zo, To + ), et on note
alors  lim f ou lim f(x). Par exemple : cela nous autorise a définir

r#a z#a

Propriété : soit f une fonction définie sur un ensemble du type (-, xo[U]xo, -), alors
. limf = [ si et seulement si limf =/let limf =/
. hmf ~+00 si et seulement s1 hm f= +oo et hm f =+

. hmf = —o00 si et seulement si hmf = —o0 et hmf = —00




Exemples :

R* - R alors, 1i1+nf = etlimf =
: . 0 0-
1. Soit f: . 223: +1 si >0 f n’est pas définie en 0
r4+rx+1 si <0 mais

2. lim —

x—0
3. soit f la fonction définie sur R* par f(z) = %

x
alors si €] — 00,0, f(z) = et donc . De méme

donc

1.3 Unicité de la limite

Théoréme : si une fonction admet une limite finie, en un point ou en + ou —oo, alors sa limite
est unique.

Remarque : cette propriété est valable pour toutes les limites finies définies précédemment, y compris
limite & droite et limite a gauche. Attention, dans le cas ou elles existent, cela ne veut pas dire pour
autant que les limites a droite et & gauche sont les mémes (cf. exemple 3 ci-dessus).

On ne parle pas d’unicité pour les limites infinies mais une fonction ne peut pas non plus avoir deux
limites infinies « différentes ».

2 Limites de référence

2.1 Fonctions puissances

Propriétés sur les fonctions puissances entiéres : soit n € N*

1
o lim 2" =+o0 lm — = lim — =0
x—+00 z—+oo z——o0 I

1
e si nest pair lim 2" =400 lim — = +o0

T——00 z—0 "
1
e si n est impair lim 2" =—-00 lim — =—-0c0 lim — =400
T—>—00 z—0— " z—0+t "

Propriétés sur les fonctions puissances quelconques (dont la racine carrée) : soit o« € R

lim 2% — 0 si a>0 i 2@ — 4 T° si a>0
oot ] 400 si a<0 et 0 si a<0
1
en particulier (o = 5) : lim+ V=0 lirf VI = +oo
x—0 r—r+00

Remarque : les puissances quelconques contiennent aussi les puissances entiéres.

2.2 Logarithme népérien et exponentielle

Propriétés : lim In(x) = —oco lim In(z) =400 lim e* =0 lim e" =400
—————— x—=0 T—+00 T—>—00 T—+00

3 Opérations sur les limites

Toutes les opérations vues sur les suites restent valables pour les fonctions. La nouveauté vient du
fait qu’il existe des limites en un point ou en 4+ ou —oo
En particulier, les résultats sont valables lorsqu’il s’agit de limites a droite ou a gauche.



3.1 Somme, produit par un nombre réel

‘ lim g(z) ¢ too | —oo
lim f(z) Remarque :
¢ il y a un type de forme indéterminée pour I’ad-
—00 Exemples :
Avec A € R : o xETw(QxQ —Tx) =
. 3 .
lim f(z) (| 400 | —00 o lim (2% 422 +15) =
lim A f(x), avec A > 0 ° xEIEloo(ge +5) =
lim A f(x), avec A <0
3.2 Produit
lim g () oo signifie que la limite dépend du signe de ¢
I 040 0 +00 | —0 . L o
im f(x) Remarque : il y a un type de forme indéterminée
(#0 pour le produit
0 Exemples :
li 2— 1) =
“+00 * wigﬁoxﬂg( $)
1
. 2 - —
= - im (5 -9)

3.3 Inverse et quotient

*
Dans cette section, on ne peut pas déterminer les limites du type « g » sl on ne connait pas le

signe du dénominateur.
On se limitera donc au cas ou le dénominateur tend vers 0 en restant strictement positif (que
I’on note ici 07) ou strictement négatif (noté ici 07).

. _ 1 1
lim f(z) | £#0|07 |0 | +oo | —00 Exemples : lim — = lim —— =
I —— =0./x z—0 ]n(x)
lim —— i 1
f(z) ilgéll (x —4)? xllgh -1
Le tableau suivant donne lim M :
9()
limg(x) Vi £0 0t 0~ +o00 | —00
lim f(x)
(#£0
0
+00
—00
Remarque : il y a deux types de formes indéterminées pour le quotient
e —1 . x+3 . T+ 2
Exemples : lim ——— = lim = lim =
————— "esoln(x) + o ra 1w+ 7 232 (x —2)(z +5)
I x2+x—1_ I x2+x—1_
;E% xQ—-4 B wH?Q xQ——4 o
z>2 z>—2



4 Limite d’une composée d’applications

Propriété : Exemple : avec a >

soient I et J deux intervalles de R, f une fonction | Vz € R, a® = (@

définie sur I, g une fonction définie sur J, telles

quef<‘[>CJ hm a$:
Soit 7o un élément de I ou une extrémité de I (ici | “
xo peut étre un nombre, ou +00, Ou —00).
i1 — X, lim g(X)=1L lim o” =
51 wi)ng;lo f(.T) o et X1—>n)1(0 g( ) T—r+00

alors wli_)rilog(f(:c)) =L En effet (dans le ca

Ce résultat est valable pour X, et L étant des
nombres réels, ou +00, ou —o0

Oeta#1,
et donc

si O<ax1

si a>1

si O<ax1

si a>1

s n°l),

Exemples :
1. lim (— ) car
r—0~
1
2. lim zexp (—)
r—0— xr
3. lim e 213 =
r—r—0Q0
1
4. limIn (er ) = car
r—1 €r — 1
) /1
5. lim — + 25 = car
xr——+00 €T

Composition par une suite

Nous I’avons déja entrevu a travers des exercices, si par exemple lim u,
n—oo

pouvoir écrire lim e*" = e’. C’est ce que permet la propriété suivante :

n—oo

¢ (¢ € R) alors on souhaite

Propriété : soit f : I — R une application et (u,),eny une suite dont
les termes sont tous des éléments de [ (donc Vn € N, f(u,,) est défini) :

si lim w, = let silim f(z) = L lim f(u,) =1L
n—~+o00 x4 n—+-00

alors

¢ est donc un élément ou une extrémité de
(donc ¢ peut étre un nombre, +00 ou —c0),
et de méme L peut étre un nombre, +00 ou —oo

Exemples :

lim exp(3") =

n—-+4o0o

1
44+ — =
+2n

lim
n—-+o0o

5 Croissances comparées, gestion des formes indéterminées

5.1 Propriétés de croissances comparées
a) Puissances et logarithme : avec o € R et 5 € R’ Exemples :
Inx)“ In(x . xln(x
lim (lnz) =0et lim 2°(ln2)*=0 (lim ( >:Oet lim rlnz =0) | lim — ( ):
T—00 Jfﬁ z—0Tt r—o0o0 I z—0+ z—0 12 — 1
b) Puissances et exponentielle :avec a > 0 et § € RY, 111%1+ Vrin(z) =
azx T—
lim —5 = T0oo etavecn € N, lim 2"e"™ =0 lim e’
r—+00 I T——00 - 25400 1‘2\/_
c¢) Logarithme et exponentielle : avec a > O et a € R, lim =4o0 | lim z*
T—4-00 (ln l‘)o‘ z—0+




Remarque : on résume en disant que « les puissances I’emportent sur le logarithme » et que « I'ex-
ponentielle ’emporte sur les puissances » (et de fait « exponentielle 'emporte sur le logarithme » ).
5.2 Transformation d’expressions pour lever une forme indéterminée

Comme pour les suites, on utilisera notamment la « factorisation par le plus gros », mais aussi
’expression conjuguée (pour la différence entre des racines).

Cas particulier des fonctions polynomiales, ou des fonctions rationnelles

Voici un résultat non officiel, mais qu’il est bon d’avoir en téte, tout en sachant le démontrer (une
fonction rationelle est un quotient de deux fonctions polynomiales).

Propriétés : pour les limites en +00 ou —oo :

e la limite d'une fonction polynomiale est égale a la limite du terme de plus haut degré.

e la limite d'une fonction rationnelle est égale & la limite du quotient des termes de plus haut
degré du numérateur et du dénominateur.

Démonstration avec des exemples :

1. lim (2% + 22+ 52 —9) = = car
T——00
2 _
2. lim R = = = car

x—+00 2x + 3

213 2_5 1
3 lim o+ T+ _

= = car
T—>—00 6 4+ 3+ 1

Pour une limite en a avec a un nombre réel, on commence par simplifier la fraction rationnelle. Si la
limite d’une expression polynomiale vaut 0 en un point, c’est que ce point est une racine.

Exemples :

1. lim ——— = car

. x?—4
2. lim

=2 12 + 3z — 10 -

Autres exemples

1. lim (Va—vz —1)=

T—>+00

2. lim (z—zln(z)) =

T—r+400

3. aﬁl—l)I—il:loo (a:em - ;1:) =

65’3—1_

im =
r—+oo % 4 1

5. JCI_I)IEOO (xe% — 369”) =

. 1
6. lim zer =
z—0t



6 Limites et inégalités

Dans cette section, xy désigne un nombre réel ou 400 ou —oo

6.1 Passage a la limite dans une inégalité

Propriété : f et g sont deux fonctions avec lim f(z) = ¢ et | Exemple :
- T—IT0 -

lim g(z) = ¢ (et £, des réels) avec f(z) = exp(g(z)) ol g est
T=T0 une fonction définie sur R
siVe eI, f(x) < g(x)alors £ </

en particulier,
Propriété : si f est une fonction positive (i.e. Vo € I, f(x) > 0)
alors £ > 0 (¢ = lim f(z))
T—T0

/A Les inégalités concernant les limites sont toujours larges.

En effet, comme pour les suites, quand bien méme on a Va € I, f(x) > 0, on ne peut pas pour autant
en déduire £ > 0
Pour s’en convaincre :

1 1
Autre exemple : soit f(z) =1— —et g(x) =1+ —
x x

on a bien, Vx € R}, f(z) < g(x)

6.2 Théoréme des gendarmes

Propriétés : soit f, g, h trois fonctions telles que : Vz € I, g¢g(x) < f(z) < h(z)
si lim g(x) =0 et lim h(z)=¢ avec (€ R, alors lim f(z)=14¢
T—T0

T—x0 T—T0

Exemple : soit s une fonction définie sur R telle que Vo € R, —1 < s(x) <1

Soit f définie sur R\ {3} par f(z) = 3_75(5), déterminer lim f(z) et lim f(z)
x p—

T—r+400 T——00

6.3 Théoréme de comparaison (ou gendarmes version infinie)

Propriétés : soit f et g deux fonctions telles que : Exemples :
Ve e 1, < .
v J(z) < 9(@) lim |z| = car
1) si lim f(z) = 400, alors lim g(z) = 400 T
T—T0 T—IT0 .
2) si lim g(x) = —o0, alors lim f(x) = —oc0 xETOOL:CJ - car

T—x0 T—T0

6.4 Théoréme de la limite monotone

De méme que pour les suites, une fonction monotone admettra forcément une limite (finie ou infinie)
aux bornes de chaque intervalle de définition.

Il s’agit donc des deux bornes : par exemple en 0 et en +oo si la fonction est définie sur |0; +o00[; ou
méme en —oo, en 0, en 0 et en 400 si elle est définie sur R*



Théoréme de la limite monotone : soit f une fonction monotone sur I =]a, b]

ol a et b peuvent étre des nombres réels ou —oo ou +oo
1) si xg € I, alors f admet une limite finie & gauche et & droite en xg

2) sixzg=a

a. si f est croissante alors lim f(z) =
Tr—a

¢ €R sif est minorée (limite finie)
—00  sinon

b. si f est décroissante alors lim f(z) =

r—a

¢ € R sifest majorée (limite finie)
+00 sinon

3) Si[L‘QZb

¢ € R si f est majorée (limite finie)

a. si f est croissante alors li = ;
i rolssan ' $1ir%)f(x) { 400  sinon

¢ € R si f est minorée (limite finie)

b. si f est décroissante alors lim f(z) = { :
o b —oo0  sinon

Exemple : montrer que la fonction définie par f(z) = zIn(z) admet une limite finie en 0

Remarque : attention le premier point ne signifie pas qu’une fonction monotone admet une limite en
tout point.

Par exemple, la fonction partie entiére est mais lim |z| = et lim [z] =
2~ x—27F

7 Continuité

7.1 Continuité en un point

Définition : soit I est toujours un intervalle de R, @ un nombre appartenant a 'intervalle I, et
f une fonction définie sur I.

1) on dit que f est continue en a lorsque :  lim f(x) = f(a)
T—a
2) (si I #...,a]), on dit que f est continue & droite en a si : liI_'{lf = f(a)

3) (si I #la,...), ondit que f est continue & gauche en a si: lim f = f(a)

Remarque : cette définition cherche a traduire « (localement) on peut parcourir %7 autour du point
(a, f(a)) sans lever le crayon »

Exemple : la fonction partie entiére est I'exemple typique de fonction o
discontinue. En effet, on ne peut pas définir lim |z ;
x—2 1 —<
et encore moins dire lim|x| =
z—2
En particulier lim |x| = et lim |z| = € >
p x—>2*L J x—>2+L J -1 1 2 3
on peut donc seulement dire que |.| est
—1{
o . | 0 si 2<0
Propriété : soit f : I — R une application, | Exemple : soit f: = +—
et a € I (f est donc définie en a), avec a I si >0
qui n’est pas une extrémité de I, alors : £ est . en effet
. . . mais
f est continue en « si et seulement si f est car f

continue a droite en a et & gauche en a




Exemple : « rendre une fonction continue »

22 —3x+5 si <0
k si 220

Pour quelle(s) valeur(s) de k, f est-elle continue en 07

Soit f définie sur R par : f(z) =

7.2 Continuité sur un intervalle

Définition : I est toujours un intervalle de R, et f : I — R une application,
on dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point a de I,
on note € (I) ou €°(I) 'ensemble des applications continues de I dans R

Remarques :
o fc%(I)ou f e €°) signifie que f est continue sur /
e f est continue sur un intervalle I signifie concrétement que 1’on peut tracer ¢ sans lever le crayon.

e on peut définir la continuité plus généralement, avec & qui n’est pas un intervalle (par exemple
une réunion d’intervalles) : on dit que f est continue sur 2 lorsque f est continue en tout a de &

1
Par exemple, f définie par f(z) = — est continue sur R* (qui n’est pas un intervalle).
T

Exemples :
‘ R — R alors f est continue sur R. En effet, pour a € R, quelconque, par
1. Soit f: s 2741 oOpérations sur les limites, lim f(z) =
Tr—a
0 si <0 F' est continue sur R, car elle est continue sur | — oo, 0],
2. F(.T) = 712/2 .
1—e sio x>0 sur |0, +00], et en 0

Propriété : les fonctions polynomes, les fonctions rationnelles (quotient de fonctions polynomes),
valeur absolue, racine carrée, exponentielle, logarithme népérien, puissances, sont continues sur
leur domaine de définition.

Exemples : grace a cette propriété, on peut affirmer

lim e” = lim /2 = (sia>0) lim In(z) = (lorsque a > 0) etc...

r—a r—a r—a

7.3 Opérations sur les applications continues

1
Propriétés : soit a un élément de I et A € R Exemple : soit g(z) = e alors g est conti-
1 1OPTICLES SACHPIE T
1. si f et g sont continues en a, nue sur | — 1, +oo[ car

alors \f, f 4+ g et fg sont continues en a

si de plus g(a) # 0,

1
alors — et = sont continues en a ..
g g Exemples pour la composition :

2. si f et g sont continues sur I,
alors \f, f 4+ g et fg sont continues sur I.
si de plus g ne s’annule pas,

1
soit g(x) = ] alors

1
alors — et i sont continues sur [
g g

Propriétés - composition :

- - . ) soit f la fonction définie sur R par
si f et g sont continues et si g o f est définie, f(z) =In (:c2 n 1)

alors g o f est continue alors




7.4 Continuité et suites

Propriété : soit a € I. Si f est continue en a, alors: | Exemples : lim e'/™ =

_— . N . n—-4oo
pour toute suite (up)pey & termes dans I qui lim In(n+2) — In(n+ 1) =
converge vers a, la suite (f(u,))n,en converge vers | n—+oo

f(a)

Remarque : si une suite est définie par ug puis de maniére récursive par u, 1 = f(u,) avec f continue,
alors la convergence de (u,)nen (vers une limite £) entraine la convergence de (f(uy,))nen vers f(¢)
et on retrouve f({) =/

8 Théorémes généraux

8.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme des valeurs intermédiaires :

soit a et b deux nombres réels tels que a < b. Si f est continue sur [a, b], alors pour tout nombre
k compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que k = f(c)

Remarque : autrement dit, si f est continue, on peut tracer sa courbe représentative sans lever le
crayon et on passe donc par toutes les valeurs entre f(a) et f(b) (i.e. toutes les « valeurs intermé-
diaires »).

Exemples :

1. Soit, f définie sur R par f(z) = 2° — 32% + 2
alors 'équation f(z) = 1 admet au moins une solution dans [—1,0] et dans [2, 3]
en effet,
2. Soit f définie sur R par f(z) =e* -2z +1
alors e admet un antécédent par f, compris entre —1 et 0
en effet,

Pour la suite, on rappelle qu'un intervalle de R est une partie de R « en un seul morceau » (qui « n’a
pas de trou »).

Théoréme des valeurs intermédiaires (bis) :

I’image directe d’un intervalle par une application continue
est un intervalle

(i.e. si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un
intervalle).

Ces deux théorémes sont équivalents (d’ou ’homonymie).

Remarque : autrement dit, si f est continue, et si ’en-
semble de départ « n’a pas de trou », alors I'image directe
de ’ensemble de départ « n’a pas de trou ».

\

S TS

ISIRg

Exemples ol le théoréme des valeurs intermédiaires ne s’applique pas :

e si f n’est pas continue : I'image de R, par la fonction |.| est
e si 'ensemble de départ n’est pas un intervalle : I'image de [—1;0[U]0; 1] par la fonction inverse est

Remarques :

e I'image directe d’un intervalle par une application continue est un intervalle, mais pas nécessaire-
ment de méme nature (par exemple I'image de R_ par exp est ).
e grace au TVI, on peut lire l'intervalle f([a,b]) dans le tableau de variations (ou sur un graphique).
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Exemple d’application : soit f définie sur R par f(x) =

14 22

f est continue et dérivable sur R, de plus f'(z) =

donc f est , de plus lim f =

c’est en fait la continuité et le TVI qui permettent de déterminer réellement les images directes,
toutes les valeurs intermédaires étant atteintes (le tableau de variations et le graphique I'illustrent
bien) :

L. f([0,2]) =

2. f<[_171]> = 3. f<]—1,+00[>:

Propriété - corollaire du TVI : soit a et b deux nombres réels tels que a < b

si f est continue sur [a,b], et si f(a)f(b) <0, alors f s’annule au moins une fois sur [a, b]

Démonstration : il suffit d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires avec k =

Remarque - corollaire du corollaire par contraposée du corollaire

si I est un intervalle, et f : I — R une application continue qui ne s’annule pas sur I, alors f garde
un signe constant sur [

Exemples :
1. soit f(z) = e * — 2z, alors
11
2. léquation In(z) + 1 = —2x admet au moins une solution dans {—3, —}
el e
en effet,

8.2 Image d’un segment par une application continue

Comme nous 'avons vu, I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle, mais pas
forcément de méme nature. Mais lorsque I'intervalle est un segment, i.e. I = [a,b] avec a,b € R, alors
son image par une fonction continue est aussi un segment.

Théoréme des bornes :

si f est continue sur un segment [a, b], alors f est bornée et atteint ses bornes, autrement
dit, elle admet un maximum et un minimum sur [a, b]

Remarques :

e autrement dit, si f est continue f([a,b]) = |:I[nlbl}1 1, n[azz}x f], on note aussi {m[iri] f(z), m[a%] f(x)
a, a, xe|a, xe|a,

e incidemment, I’image directe d’un segment par une fonction continue est un segment
e plus précisément, si f est une fonction continue

> si f est croissante sur [a,b], alors f([a,b]) = [f(a), f(D)]

> si f est décroissante sur [a,b], alors f{[a,b]) = [f(b), f(a)]

Contre-exemple avec une fonction non continue :

[0,1] — R f n’est pas continue en 0
Soit f : x si x#0 f<[0>1]>:
T 1 si 2=0 f admet un

mais
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8.3 Continuité et monotonie

I désigne toujours un intervalle de R

Théoréme de la bijection : soit f une fonction continue et strictement monotone sur I alors
f est une bijection de I dans J, ou J = f(I)
et J est un intervalle dont les extrémités sont les limites de f aux extrémités de [

Démonstration : f est injective car elle est strictement monotone et surjective de I sur f(I) par
définition de f([)

de plus, d’aprés le TVI, J = f(I) est un intervalle (car f est continue)

d’aprés le théoréme de la limite monotone, f admet des limites aux extrémités de I et la monotonie
de f entraine que les extrémités de J sont les limites de f aux extrémités de [

Remarque :

1. comme le suggére la démonstration, la continuité n’est pas nécessaire pour réaliser une bijection
de I sur f(I) (la stricte monotonie suffit). La continuité permet d’affirmer que f(I) est un
intervalle.

2. si [ est en partie fermé, alors la limite devient la valeur de f au point donné par continuité.
Par exemple si [ = [a, b alors J = [f(a),lilr)nf[ (cas f croissante) ou J = }lil{n 1, f(a)} (cas f

décroissante)
par exemple la fonction carré

Exemples : montrons que

1. 'équation 2® + 2 = 3 admet une unique solution o dans R, et que 1 < o < 2

2. I'équation e” + 3x = 2 admet une unique solution o dans R,

8.4 Bijection réciproque

Propriété de la réciproque : soit f une fonction continue et strictement monotone sur I, alors

sa bijection réciproque f~! est continue et monotone, de méme monotonie, sur J

Exemple : soit f définie sur R par f(z) = e ** + 2 + 1, alors
1. f induit une bijection g de I =] — 00, 0] sur Uintervalle J =

2. de plus ¢! est
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