
ECG 1 - maths appli. Chapitre 12 - fontions : limites, ontinuité et étude globale Février 2025Objetifs d'apprentissageA la �n de e hapitre, je sais :� aluler une limite de fontion en utilisant :
⊲ les fontions de référene ; �

⊲ les opérations sur les limites ; �

⊲ la omposition de fontions ; �

⊲ les roissanes omparées ; �

⊲ les enadrements ; �

⊲ les variations : théorèmes de la limite monotone. �� aluler la limite d'une suite de type (f(un))n∈N, onnaissant les limites de f et de (un)n∈N �� dé�nir et justi�er la ontinuité d'une fontion. �� ompléter les études de fontions ontinues en utilisant les théorèmes généraux : théorèmedes valeurs intermédiaires, théorème de la bijetion. �� ompléter les représentations graphiques de fontions à l'aide des nouveaux outils �Les limites de suites nous donnent un adre pour les limites de fontion dès lors que x tend vers
+∞ et nous disposerons des résultats analogues : limites de référene, opérations sur les limites,théorèmes d'enadrement (gendarmes), de roissanes omparées, de la limite monotone...Mais l'objetif de e hapitre est également de parler des limites de fontions en un point, par exempleomment dé�nir lim

x→0

1

x
?Ci-dessous et sauf exeption, on s'intéresse à une fontion f dé�nie sur un intervalle I1 Limites, dé�nitions1.1 Limites en +∞ ou −∞1.1.1 Limites �niesDé�nition : soit ℓ ∈ R, on dit que f tend vers ℓ quand x tend vers +∞si

∀ε > 0, ∃A ∈ R, tel que ∀x > A, |f(x)− ℓ| 6 εon notera alors lim
x→+∞

f(x) = ℓ ou lim
+∞

f = ℓPar analogie, on peut alors dé�nir la limite en −∞ (en hangeant juste
∀x > A en ∀x 6 A)

Exemples :
lim

x→+∞

2x+ 1

x+ 5
= 2

lim
x→+∞

1

1 + x2
= 0

lim
x→−∞

ex = 0Remarques :� omme pour les suites, es dé�nitions herhent à traduire que � l'éart entre f et ℓ peut être aussipetit que souhaité à partir d'une ertaine valeur de x � ;� |f(x)− ℓ| 6 ε ⇐⇒ ℓ− ε 6 f(x) 6 ℓ+ ε� on ne dira pas � f onverge vers ... � mais on utilise parfois d'autres formulations telles que : � fadmet ℓ pour limite en +∞ �.1.1.2 Limites in�niesDé�nitions : on dit que f tend vers +∞ (resp. vers −∞) quand x tendvers +∞ si
∀M > 0, ∃A ∈ R, ∀x > A, f(x) > M (resp. ∀M < 0 . . .∀f(x) 6 M . . . )on notera alors lim

x→+∞
f(x) = +∞ ou lim

+∞
f = +∞ (resp. · · · = −∞)on dé�nit de même les limites quand x tend vers −∞

Exemples :
lim

x→+∞

√
x = +∞

lim
x→−∞

x3 = −∞1



1.2 Limite en un pointOn s'intéresse maintenant à la notion de limite en un point, 'est-à-dire quand x se rapprohe d'unréel x0, où x0 est un élément de I ou une extrémité de I (par exemple 1 est une extrémité del'intervalle [0; 1[).1.2.1 Limite in�nie en un pointDé�nitions : on dit que f tend vers +∞ (resp. vers −∞) quand x tendvers x0 si
∀M > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I ∩ [x0 − α, x0 + α], f(x) > M(resp. ∀M < 0 . . . f(x) 6 M)on notera alors lim

x→x0

f(x) = +∞ ou lim
x0

f = +∞ (resp. · · · = −∞)
Exemples :
lim
x→0

ln(x) = −∞ave f dé�nie sur R
∗
+par f(x) =

1

x2
, alors

lim
x→0

f(x) = +∞Remarques :� la dé�nition traduit la notion � f(x) devient in�niment grand quand x se rapprohe de x0 � ;� lim
x→0

1

x
n'a pas de sens pour l'instant ar x 7→ 1

x
est dé�nie sur R∗ qui n'est pas intervalle.1.2.2 Limite �nie en un pointDans e paragraphe, ℓ désigne un nombre réel (x0 un élément ou une extrémité de I).Dé�nition : on dit que f tend vers ℓ quand x tend vers x0 si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I ∩ [x0 − α, x0 + α], |f(x)− ℓ| 6 εon notera alors lim
x→x0

f(x) = ℓ ou lim
x0

f = ℓ

Exemples :
lim
x→0

x ln(x) = 0(f. plus bas)Remarque : là aussi, on retrouve � f(x) se rapprohe indé�niment de ℓ quand x se rapprohe de x0 �.1.2.3 Limite à droite, à gauheToutes les dé�nitions préédentes onernant les limites en un point peuvent être restreintes � àdroite � ou � à gauhe �, en remplaçant I ∩ [x0 − α, x0 + α] par :� I∩]x0, x0 + α] pour une limite à droite, on note alors
lim
a+

f ou lim
x→a+

f(x) ou lim
x→a
x>a

f(x)� I ∩ [x0 − α, x0[ pour une limite à gauhe, on note alors
lim
a−

f ou lim
x→a−

f(x) ou lim
x→a
x<a

f(x)

Exemples : on peutalors parler de
lim
x→0+

1

x
= +∞ et de

lim
x→0−

1

x
= −∞1.2.4 Extension à une fontion dé�nie sur I \ {x0}Les dé�nitions préédentes nous restreignent à des fontions dé�nies sur un intervalle mais on peutles étendre, par exemple les dé�nitions des limites en point dans le as où f(x0) n'est pas dé�ni, ave

x0 ∈ I. Pour ela, on exlut x0 dans la dé�nition : ∀x ∈ I ∩ ([x0 − α, x0[∪]x0, x0 + α[), et on notealors lim
a

x 6=a

f ou lim
x→a
x 6=a

f(x). Par exemple : ela nous autorise à dé�nir lim
x→0
x 6=0

1

x2
qui vaut +∞Propriété : soit f une fontion dé�nie sur un ensemble du type (·, x0[∪]x0, ·), alors� lim

a
f = ℓ si et seulement si lim

a+
f = ℓ et lim

a−
f = ℓ� lim

a
f = +∞ si et seulement si lim

a+
f = +∞ et lim

a−
f = +∞� lim

a
f = −∞ si et seulement si lim

a+
f = −∞ et lim

a−
f = −∞2



Exemples :1. Soit f :
R

∗ → R

x 7→
{

2x+ 1 si x > 0
x2 + x+ 1 si x < 0

alors, lim
0+

f = 1 et lim
0−

f = 1

f n'est pas dé�nie en 0mais f admet une limite en 0, et lim
x→0

f(x) = 12. lim
x→0

1

x
n'existe pas ar lim

x→0+

1

x
= +∞ et lim

x→0−

1

x
= −∞3. soit f la fontion dé�nie sur R∗ par f(x) = x

|x|alors si x ∈]−∞, 0[, f(x) = −1 et don lim
x→0−

f(x) = −1. De même lim
x→0+

f(x) = 1don f n'admet pas de limite en 01.3 Uniité de la limiteThéorème : si une fontion admet une limite �nie, en un point ou en + ou −∞, alors sa limiteest unique.Remarque : ette propriété est valable pour toutes les limites �nies dé�nies préédemment, y omprislimite à droite et limite à gauhe. Attention, dans le as où elles existent, ela ne veut pas dire pourautant que les limites à droite et à gauhe sont les mêmes (f. exemple 3 i-dessus).On ne parle pas d'uniité pour les limites in�nies mais une fontion ne peut pas non plus avoir deuxlimites in�nies � di�érentes �.2 Limites de référene2.1 Fontions puissanesPropriétés sur les fontions puissanes entières : soit n ∈ N
∗� lim

x→+∞
xn = +∞ lim

x→+∞

1

xn
= lim

x→−∞

1

xn
= 0� si n est pair lim

x→−∞
xn = +∞ lim

x→0

1

xn
= +∞� si n est impair lim

x→−∞
xn = −∞ lim

x→0−

1

xn
= −∞ lim

x→0+

1

xn
= +∞Propriétés sur les fontions puissanes quelonques (dont la raine arrée) : soit α ∈ R

lim
x→0+

xα =

{

0 si α > 0
+∞ si α < 0

lim
x→+∞

xα =

{

+∞ si α > 0
0 si α < 0en partiulier (α =

1

2
) : lim

x→0+

√
x = 0 lim

x→+∞

√
x = +∞Remarque : les puissanes quelonques ontiennent aussi les puissanes entières.2.2 Logarithme népérien et exponentiellePropriétés : lim

x→0
ln(x) = −∞ lim

x→+∞
ln(x) = +∞ lim

x→−∞
ex = 0 lim

x→+∞
ex = +∞3 Opérations sur les limitesToutes les opérations vues sur les suites restent valables pour les fontions. La nouveauté vient dufait qu'il existe des limites en un point ou en + ou −∞En partiulier, les résultats sont valables lorsqu'il s'agit de limites à droite ou à gauhe.3



3.1 Somme, produit par un nombre réel
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
XX

lim f(x)
lim g(x)

ℓ′ +∞ −∞

ℓ ℓ+ ℓ′ +∞ −∞
+∞ +∞ FI
−∞ −∞Ave λ ∈ R

∗ :
lim f(x) ℓ +∞ −∞

lim λf(x), ave λ > 0 λℓ +∞ −∞
lim λf(x), ave λ < 0 λℓ −∞ +∞

Remarque :il y a un type de forme indéterminée pour l'ad-dition � +∞−∞ �Exemples :� lim
x→+∞

(2x2 − 7x) =FI� lim
x→−∞

(x3 + 2x+ 15) = −∞� lim
x→−∞

(3ex + 5) = 53.2 Produit
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
XX

lim f(x)
lim g(x)

ℓ′ 6= 0 0 +∞ −∞

ℓ 6= 0 ℓℓ′ 0 ∞ ∞
0 0 FI FI

+∞ +∞ −∞
−∞ +∞

∞ signi�e que la limite dépend du signe de ℓRemarque : il y a un type de forme indéterminéepour le produit � 0×∞ �Exemples :� lim
x→+∞

√
x(2− x) = −∞� lim

x→+∞
x2

(

1

x
− 3

)

= −∞3.3 Inverse et quotientDans ette setion, on ne peut pas déterminer les limites du type � ∗
0
� si on ne onnait pas lesigne du dénominateur.On se limitera don au as où le dénominateur tend vers 0 en restant stritement positif (quel'on note ii 0+) ou stritement négatif (noté ii 0−).

lim f(x) ℓ 6= 0 0+ 0− +∞ −∞
lim

1

f(x)

1

ℓ
+∞ −∞ 0 0Le tableau suivant donne lim

f(x)

g(x)
: Exemples : lim

x→0

1√
x
= +∞ lim

x→0

1

ln(x)
= 0

lim
x→4

1

(x− 4)2
= +∞ lim

x→1+

1

x3 − 1
= +∞

X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
XX

lim f(x)
lim g(x)

ℓ′ 6= 0 0+ 0− +∞ −∞

ℓ 6= 0
ℓ

ℓ′
+∞ si ℓ > 0,−∞ si ℓ < 0 −∞ si ℓ > 0,+∞ si ℓ < 0 0 0

0 0 FI FI 0 0

+∞ ∞ +∞ −∞ FI FI
−∞ ∞ −∞ +∞ FI FIRemarque : il y a deux types de formes indéterminées pour le quotient � 0

0
�, et � ∞

∞ �Exemples : lim
x→0

e2x − 1

ln(x) + x
= 0 lim

x→−7
x>−7

x+ 3

x+ 7
= −∞ lim

x→2
x<2

x+ 2

(x− 2)(x+ 5)
= −∞

lim
x→2
x>2

x2 + x− 1

x2 − 4
= +∞ lim

x→−2
x>−2

x2 + x− 1

x2 − 4
= −∞4



4 Limite d'une omposée d'appliationsPropriété :soient I et J deux intervalles de R, f une fontiondé�nie sur I, g une fontion dé�nie sur J , tellesque f〈I〉 ⊂ JSoit x0 un élément de I ou une extrémité de I (ii
x0 peut être un nombre, ou +∞, ou −∞).si lim

x→x0

f(x) = X0 et lim
X→X0

g(X) = Lalors lim
x→x0

g(f(x)) = LCe résultat est valable pour X0 et L étant desnombres réels, ou +∞, ou −∞

Exemple : ave a > 0 et a 6= 1,
∀x ∈ R, ax = ex ln(a) et don
lim

x→−∞
ax =







+∞ si 0 < a < 1

0 si a > 1

lim
x→+∞

ax =







0 si 0 < a < 1

+∞ si a > 1En e�et (dans le as n°1), si a ∈]0; 1[ alors
ln a < 0 et lim

x→+∞
x ln a = −∞, de plus

lim
X→−∞

eX = 0 d'où lim
x→−∞

ax = 0Exemples :1. lim
x→0−

(

1

x
+ 5

)9

= −∞ ar lim
x→0−

(

1

x
+ 5

)

= −∞ et lim
X→−∞

X9 = −∞2. lim
x→0−

x exp

(

1

x

)

= 0 ar lim
x→0−

1

x
= −∞ et lim

X→−∞
eX = 0 puis par produit3. lim

x→−∞
e−2x+3 = +∞ ar lim

x→−∞
(−2x+ 3) = +∞ et lim

X→+∞
eX = +∞4. lim

x→1
ln

(

x+ 1

x− 1

)

= +∞ ar lim
x→1

(

x+ 1

x− 1

)

= +∞ (limite en 1+) lim
X→+∞

lnX = +∞5. lim
x→+∞

√

1

x
+ 25 = 5 ar lim

x→+∞

(

1

x
+ 25

)

= 25 et lim
X→25

√
X = 5Composition par une suiteNous l'avons déjà entrevu à travers des exeries, si par exemple lim
n→∞

un = ℓ (ℓ ∈ R) alors on souhaitepouvoir érire lim
n→∞

eun = eℓ. C'est e que permet la propriété suivante :Propriété : soit f : I → R une appliation et (un)n∈N une suite dontles termes sont tous des éléments de I (don ∀n ∈ N, f(un) est dé�ni) :si lim
n→+∞

un = ℓ et si lim
x→ℓ

f(x) = L alors lim
n→+∞

f(un) = L

ℓ est don un élément ou une extrémité de I(don ℓ peut être un nombre, +∞ ou −∞),et de même L peut être un nombre, +∞ ou −∞

Exemples :
lim

n→+∞
exp(3n) = +∞

lim
n→+∞

√

4 +
1

2n
=

√
4

= 25 Croissanes omparées, gestion des formes indéterminées5.1 Propriétés de roissanes omparéesa) Puissanes et logarithme : ave α ∈ R et β ∈ R
∗
+

lim
x→+∞

(ln x)α

xβ
= 0 et lim

x→0+
xβ(ln x)α = 0 ( lim

x→+∞

ln(x)

x
= 0 et lim

x→0+
x ln x = 0)b) Puissanes et exponentielle :ave a > 0 et β ∈ R

∗
+,

lim
x→+∞

eax

xβ
= +∞ et ave n ∈ N, lim

x→−∞
xneax = 0) Logarithme et exponentielle : a > 0 et α ∈ R, lim
x→+∞

eax

(ln x)α
= +∞

Exemples :
lim
x→0

x ln(x)

x2 − 1
= 0

lim
x→0+

√
x ln(x) = 0

lim
x→+∞

ex

x2
√
x
= +∞

lim
x→0+

xx = 15



Remarque : on résume en disant que � les puissanes l'emportent sur le logarithme � et que � l'ex-ponentielle l'emporte sur les puissanes � (et de fait � l'exponentielle l'emporte sur le logarithme �).5.2 Transformation d'expressions pour lever une forme indéterminéeComme pour les suites, on utilisera notamment la � fatorisation par le plus gros �, mais aussil'expression onjuguée (pour la di�érene entre des raines).Cas partiulier des fontions polynomiales, ou des fontions rationnellesVoii un résultat non o�iel, mais qu'il est bon d'avoir en tête, tout en sahant le démontrer (unefontion rationelle est un quotient de deux fontions polynomiales).Propriétés : pour les limites en +∞ ou −∞ :� la limite d'une fontion polynomiale est égale à la limite du terme de plus haut degré.� la limite d'une fontion rationnelle est égale à la limite du quotient des termes de plus hautdegré du numérateur et du dénominateur.Démonstration ave des exemples :1. lim
x→−∞

(x3 + 2x2 + 5x− 9) = lim
x→−∞

x3 = −∞ ar x3 + 2x2 + 5x− 9 = x3

(

1 +
2

x
+

5

x2
− 9

x3

)2. lim
x→+∞

3x2 − 3x+ 4

2x+ 3
= lim

x→+∞

3x2

2x
= lim

x→+∞

3

2
x = +∞ ar 3x2 − 3x+ 4

2x+ 3
=

3x2
(

1− 1
x
+ 4

3x2

)

2x
(

1 + 3
2x

)3. lim
x→−∞

2x3 + x2 − 5x+ 1

x6 + x3 + 1
= lim

x→−∞

2x3

x6
= lim

x→−∞

2

x3
= 0 ar 2x3 + x2 − 5x+ 1

x6 + x3 + 1
=

2x3
(

1 + 1
2x

− 5
2x2 +

1
2x3

)

x6
(

1 + 1
x3 +

1
x6

)Pour une limite en a ave a un nombre réel, on ommene par simpli�er la fration rationnelle. Si lalimite d'une expression polynomiale vaut 0 en un point, 'est que e point est une raine.Exemples :1. lim
x→−1

x+ 1

x2 − 1
= −1

2
ar x+ 1

x2 − 1
=

x+ 1

(x+ 1)(x− 1)
=

1

x− 12. lim
x→2

x2 − 4

x2 + 3x− 10
=

4

7
ar x2 − 4

x2 + 3x− 10
=

(x− 2)(x+ 2)

(x− 2)(x+ 5)
=

x+ 2

x+ 5Autres exemples1. lim
x→+∞

(
√
x−

√
x− 1) = 0 par la tehnique du onjugué :√x−

√
x− 1 = (

√
x−

√
x− 1)

√
x+

√
x− 1√

x+
√
x− 1don √

x−
√
x− 1 =

x− (x− 1)√
x+

√
x− 1

=
1√

x+
√
x− 12. lim

x→+∞

(

x− x ln(x)
)

=−∞ en fatorisant par x : x− x ln(x) = x(1 − ln x)3. lim
x→+∞

(

xex − x
)

=+∞ en fatorisant par x : xex − x = x(ex − 1)4. lim
x→+∞

ex − 1

ex + 1
=1 en fatorisant par le terme dominant : ex − 1

ex + 1
=

ex
(

1− 1
ex

)

ex
(

1 + 1
ex

) =
1− 1

ex

1 + 1
ex5. lim

x→+∞

(

xe2x − 3ex
)

=+∞ en fatorisant par le terme dominant : xe2x − 3ex = xe2x
(

1− 3

xex

)6. lim
x→0+

xe
1

x = lim
X→+∞

eX

X
= +∞ par omposition et ar xe 1

x =
e

1

x

1
x

et lim
x→0+

1

x
= +∞

6



6 Limites et inégalitésDans ette setion, x0 désigne un nombre réel ou +∞ ou −∞6.1 Passage à la limite dans une inégalitéPropriété : f et g sont deux fontions ave lim
x→x0

f(x) = ℓ et
lim
x→x0

g(x) = ℓ′ (ℓ et ℓ′, des réels)si ∀x ∈ I, f(x) 6 g(x) alors ℓ 6 ℓ′en partiulier,Propriété : si f est une fontion positive (i.e. ∀x ∈ I, f(x) > 0)alors ℓ > 0 (ℓ = lim
x→x0

f(x))

Exemple :ave f(x) = exp(g(x)) où g estune fontion dé�nie sur Rsi f admet une limite en x0 alors
lim
x→x0

f(x)) > 0ar ∀x ∈ R, f(x) > 0

B Les inégalités onernant les limites sont toujours larges.En e�et, omme pour les suites, quand bien même on a ∀x ∈ I, f(x) > 0, on ne peut pas pour autanten déduire ℓ > 0Pour s'en onvainre : f(x) = 1

x
> 0, dont la limite en +∞ est 0Autre exemple : soit f(x) = 1− 1

x
et g(x) = 1 +

1

xon a bien, ∀x ∈ R
∗
+, f(x) < g(x) mais lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞
g(x) = 16.2 Théorème des gendarmesPropriétés : soit f, g, h trois fontions telles que : ∀x ∈ I, g(x) 6 f(x) 6 h(x)si lim

x→x0

g(x) = ℓ et lim
x→x0

h(x) = ℓ ave ℓ ∈ R, alors lim
x→x0

f(x) = ℓExemple : soit s une fontion dé�nie sur R telle que ∀x ∈ R, −1 6 s(x) 6 1Soit f dé�nie sur R \ {3} par f(x) = 3− s(x)

x− 3
, déterminer lim

x→+∞
f(x) et lim

x→−∞
f(x)

∀x ∈ R,−1 6 −s(x) 6 1 don 2 6 3− s(x) 6 4 et don pour x > 3,
2

x− 3
6

3− s(x)

x− 3
6

4

x− 3on onlut par théorème des gendarmes ar lim
x→+∞

2

x− 3
= lim

x→+∞

4

x− 3
= 06.3 Théorème de omparaison (ou gendarmes version in�nie)Propriétés : soit f et g deux fontions telles que :

∀x ∈ I, f(x) 6 g(x)1) si lim
x→x0

f(x) = +∞, alors lim
x→x0

g(x) = +∞2) si lim
x→x0

g(x) = −∞, alors lim
x→x0

f(x) = −∞

Exemples :
lim

x→−∞
⌊x⌋ = −∞ ar ⌊x⌋ 6 x

lim
x→+∞

⌊x⌋ = +∞ ar ⌊x⌋ > x− 16.4 Théorème de la limite monotoneDe même que pour les suites, une fontion monotone admettra forément une limite (�nie ou in�nie)aux bornes de haque intervalle de dé�nition.Il s'agit don des deux bornes : par exemple en 0 et en +∞ si la fontion est dé�nie sur ]0; +∞[ ; oumême en −∞, en 0−, en 0+ et en +∞ si elle est dé�nie sur R∗7



Théorème de la limite monotone : soit f une fontion monotone sur I =]a, b[où a et b peuvent être des nombres réels ou −∞ ou +∞1) si x0 ∈ I, alors f admet une limite �nie à gauhe et à droite en x02) si x0 = aa. si f est roissante alors lim
x→a

f(x) =

{

ℓ ∈ R si f est minorée (limite �nie)
−∞ sinonb. si f est déroissante alors lim

x→a
f(x) =

{

ℓ ∈ R si f est majorée (limite �nie)
+∞ sinon3) si x0 = ba. si f est roissante alors lim

x→b
f(x) =

{

ℓ ∈ R si f est majorée (limite �nie)
+∞ sinonb. si f est déroissante alors lim

x→b
f(x) =

{

ℓ ∈ R si f est minorée (limite �nie)
−∞ sinonExemple : montrer que la fontion dé�nie par f(x) = x ln(x) admet une limite �nie en 0on trouve f ′(x) = ln(x)− 1 don f ′(x) < 0 sur ]0, e−1[de plus ∀x ∈]0, e−1[, a fortiori x < 1, don ln(x) < 0 et don f(x) < 0don sur ]0, e−1[, f est déroissante et majorée par 0 don d'après 2)a. f admet une limite �nie en 0Remarque : attention le premier point ne signi�e pas qu'une fontion monotone admet une limite entout point. Par exemple, la fontion partie entière est roissante mais lim

x→2−
⌊x⌋ = 1 et lim

x→2+
⌊x⌋ = 27 Continuité7.1 Continuité en un pointDé�nition : soit I est toujours un intervalle de R, a un nombre appartenant à l'intervalle I, et

f une fontion dé�nie sur I.1) on dit que f est ontinue en a lorsque : lim
x→a

f(x) = f(a)2) (si I 6= . . . , a]), on dit que f est ontinue à droite en a si : lim
a+

f = f(a)3) (si I 6= [a, . . . ), on dit que f est ontinue à gauhe en a si : lim
a−

f = f(a)Remarque : ette dé�nition herhe à traduire � (loalement) on peut parourir Cf autour du point
(a, f(a)) sans lever le rayon �Exemple : la fontion partie entière est l'exemple typique de fontiondisontinue. En e�et, on ne peut pas dé�nir lim

x→2
⌊x⌋ ;et enore moins dire lim

x→2
⌊x⌋ = ⌊2⌋ = 2En partiulier lim

x→2−
⌊x⌋ = 1 et lim

x→2+
⌊x⌋ = 2on peut don seulement dire que ⌊.⌋ est ontinue à droite en 2

1

2

−1

1 2 3−1Propriété : soit f : I → R une appliation,et a ∈ I (f est don dé�nie en a), ave aqui n'est pas une extrémité de I, alors :
f est ontinue en a si et seulement si f estontinue à droite en a et à gauhe en a

Exemple : soit f : x 7→







0 si x 6 0

1 si x > 0

f est ontinue à gauhe en 0, en e�et lim
0−

f = 0 = f(0)mais f n'est pas ontinue (non ontin. à droite en 0)en e�et, ∀x > 0, f(x) = 1, don lim
0+

f = 1 et f(0) = 08



Exemple : � rendre une fontion ontinue �Soit f dé�nie sur R par : f(x) = {

x2 − 3x+ 5 si x < 0
k si x > 0Pour quelle(s) valeur(s) de k, f est-elle ontinue en 0 ? Il faut que k soit égal à 5 ar

lim
0−

f = 5 et lim
0+

f = f(0) = k7.2 Continuité sur un intervalleDé�nition : I est toujours un intervalle de R, et f : I → R une appliation,on dit que f est ontinue sur I si f est ontinue en tout point a de I,on note C (I) ou C
0(I) l'ensemble des appliations ontinues de I dans RRemarques :� f ∈ C (I) ou f ∈ C
0(I) signi�e que f est ontinue sur I� f est ontinue sur un intervalle I signi�e onrètement que l'on peut traer Cf sans lever le rayon.� on peut dé�nir la ontinuité plus généralement, ave D qui n'est pas un intervalle (par exempleune réunion d'intervalles) : on dit que f est ontinue sur D lorsque f est ontinue en tout a de DPar exemple, f dé�nie par f(x) = 1

x
est ontinue sur R∗ (qui n'est pas un intervalle).Exemples :1. Soit f :

R → R

x 7→ 2x+ 1

alors f est ontinue sur R. En e�et, pour a ∈ R, quelonque, paropérations sur les limites, lim
x→a

f(x) =2. F (x) =

{

0 si x 6 0

1− e−x2/2 si x > 0
F est ontinue sur R, ar elle est ontinue sur ]−∞, 0[,sur ]0,+∞[, et en 0Propriété : les fontions polyn�mes, les fontions rationnelles (quotient de fontions polyn�mes),valeur absolue, raine arrée, exponentielle, logarithme népérien, puissanes, sont ontinues surleur domaine de dé�nition.Exemples : grâe à ette propriété, on peut a�rmer

lim
x→a

ex = ea lim
x→a

√
x =

√
a (si a > 0) lim

x→a
ln(x) = ln(a) (lorsque a > 0) et...7.3 Opérations sur les appliations ontinuesPropriétés : soit a un élément de I et λ ∈ R1. si f et g sont ontinues en a,alors λf , f + g et fg sont ontinues en asi de plus g(a) 6= 0,alors 1

g
et f

g
sont ontinues en a2. si f et g sont ontinues sur I,alors λf , f + g et fg sont ontinues sur Isi de plus g ne s'annule pas,alors 1

g
et f

g
sont ontinues sur IPropriétés - omposition :si f et g sont ontinues et si g ◦ f est dé�nie,alors g ◦ f est ontinue

Exemple : soit g(x) = 1

x+ 1
, alors g est onti-nue sur ]− 1,+∞[ ar 'est l'inverse de la fon-tion x 7→ x+1 qui est ontinue (fontion a�ne)et ne s'annule pas sur ]− 1,+∞[Exemples pour la omposition :soit g(x) =

1

x+ 1
alors g est ontinue sur ] −

∞,−1[ et sur ]−1,+∞[ ar les fontions x 7→ 1

xet x 7→ x+ 1 sont ontinues respetivement sur
]−∞, 0[∪]0,+∞[ et sur Rsoit f la fontion dé�nie sur R par
f(x) = ln

(

x2 + 1
)alors f est ontinue ar bien dé�nie et x 7→ x2+1et la fontion ln sont ontinues.9



7.4 Continuité et suitesPropriété : soit a ∈ I. Si f est ontinue en a, alors :pour toute suite (un)n∈N à termes dans I quionverge vers a, la suite (f(un))n∈N onverge vers
f(a)

Exemples : lim
n→+∞

e1/n = e0 = 1

lim
n→+∞

ln(n+ 2)− ln(n + 1) =

lim
n→+∞

ln

(

n+ 2

n+ 1

)

= ln 1 = 0Remarque : si une suite est dé�nie par u0 puis de manière réursive par un+1 = f(un) ave f ontinue,alors la onvergene de (un)n∈N (vers une limite ℓ) entraine la onvergene de (f(un))n∈N vers f(ℓ)et on retrouve f(ℓ) = ℓ8 Théorèmes généraux8.1 Théorème des valeurs intermédiairesThéorème des valeurs intermédiaires :soit a et b deux nombres réels tels que a < b. Si f est ontinue sur [a, b], alors pour tout nombre
k ompris entre f(a) et f(b), il existe c ∈ [a, b] tel que k = f(c)Remarque : autrement dit, si f est ontinue, on peut traer sa ourbe représentative sans lever lerayon et on passe don par toutes les valeurs entre f(a) et f(b) (i.e. toutes les � valeurs intermé-diaires �).Exemples :1. Soit f dé�nie sur R par f(x) = x3 − 3x2 + 2alors l'équation f(x) = 1 admet au moins une solution dans [−1, 0] et dans [2, 3]en e�et, f est ontinue, f(−1) = −2 et f(0) = 2 et on onlut ave le TVI (idem sur [2, 3]).2. Soit f dé�nie sur R par f(x) = e−x − 2x+ 1alors e admet un antéédent par f , ompris entre −1 et 0en e�et, f ontinue sur R, f(0) = 2 et f(−1) = e+3. Comme 2 6 e 6 e+3, f(0) 6 e 6 f(−1),et don d'après le TVI, e admet un antééent par f , entre −1 et 0 (∃c ∈ [−1, 0] tel que f(c) = e).Pour la suite, on rappelle qu'un intervalle de R est une partie de R � en un seul moreau � (qui � n'apas de trou �).Théorème des valeurs intermédiaires (bis) :l'image direte d'un intervalle par une appliation ontinueest un intervalle(i.e. si f est ontinue sur un intervalle I, alors f〈I〉 est unintervalle).Ces deux théorèmes sont équivalents (d'où l'homonymie).Remarque : autrement dit, si f est ontinue, et si l'en-semble de départ � n'a pas de trou �, alors l'image diretede l'ensemble de départ � n'a pas de trou �. 1

2

3

4

5

1 2 3 4−1
a b

f(b)

f
〈

]a, b]
〉

k

Exemples où le théorème des valeurs intermédiaires ne s'applique pas :� si f n'est pas ontinue : l'image de R+ par la fontion ⌊.⌋ est N� si l'ensemble de départ n'est pas un intervalle : l'image de [−1; 0[∪]0; 1] par la fontion inverse est
]−∞,−1] ∪ [1; +∞[ (ii un trou au départ entraine un trou à l'arrivée).Remarques :� l'image direte d'un intervalle par une appliation ontinue est un intervalle, mais pas néessaire-ment de même nature (par exemple l'image de R− par exp est ]0, 1]).10



� grâe au TVI, on peut lire l'intervalle f〈[a, b]〉 dans le tableau de variations (ou sur un graphique).Exemple d'appliation : soit f dé�nie sur R par f(x) = 1

1 + x2

f est ontinue et dérivable sur R, de plus f ′(x) =
−2x

(1 + x2)2

x

f

−∞ 0 +∞

00
11

00don f est roissante sur R− et déroissante sur R+, de plus lim
−∞

f = 0 = lim
+∞

f'est la ontinuité et le TVI qui permettent de déterminer réellement les images diretes, toutes lesvaleurs intermédaires étant atteintes (le tableau de variations et le graphique l'illustrent bien) :1. f〈[0, 2]〉 = [f(0), f(2)] =

[

1

5
, 1

] ar f est déroissante sur R+ 2. f〈[−1, 1]〉 =
[

1

2
, 1

]3. f〈]− 1,+∞[〉 = ]0, 1]Propriété - orollaire du TVI : soit a et b deux nombres réels tels que a < bsi f est ontinue sur [a, b], et si f(a)f(b) 6 0, alors f s'annule au moins une fois sur [a, b]Démonstration : il su�t d'appliquer le théorème des valeurs intermédiaires ave k = 0Remarque - orollaire du orollaire par ontraposée du orollairesi I est un intervalle, et f : I → R une appliation ontinue qui ne s'annule pas sur I, alors f gardeun signe onstant sur IExemples :1. soit f(x) = e−x−2x, alors f s'annule sur ]0, 1[ ar f est ontinue, f(0) = 1 et f(1) = e−1−2 < 02. l'équation ln(x) + 1 = −2x admet au moins une solution dans [ 1

e3
,
1

e

]en e�et, ave f :
R

∗
+ → R

x 7→ ln(x) + 1 + 2x
l'appliation f est ontinue sur l'intervalle R∗

+de plus f (

1

e

)

=
2

e
> 0 et f (

1

e3

)

= −2 +
2

e3
< 0don d'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe x ∈]e−3, e−1[ tel que f(x) = 08.2 Image d'un segment par une appliation ontinueComme nous l'avons vu, l'image d'un intervalle par une fontion ontinue est un intervalle, mais pasforément de même nature. Mais lorsque l'intervalle est un segment, i.e. I = [a, b] ave a, b ∈ R, alorsson image par une fontion ontinue est aussi un segment.Théorème des bornes :si f est ontinue sur un segment [a, b], alors f est bornée et atteint ses bornes, autrementdit, elle admet un maximum et un minimum sur [a, b]Remarques :� autrement dit, si f est ontinue f〈[a, b]〉 =

[

min
[a,b]

f,max
[a,b]

f

], on note aussi [ min
x∈[a,b]

f(x), max
x∈[a,b]

f(x)

]� inidemment, l'image direte d'un segment par une fontion ontinue est un segment� plus préisément, si f est une fontion ontinue
⊲ si f est roissante sur [a, b], alors f〈[a, b]〉 = [f(a), f(b)]

⊲ si f est déroissante sur [a, b], alors f〈[a, b]〉 = [f(b), f(a)]Contre-exemple ave une fontion non ontinue :Soit f :
[0, 1] → R

x 7→
{

x si x 6= 0
1 si x = 0

f n'est pas ontinue en 0
f
〈

[0, 1]
〉

= ]0, 1],
f admet un maximum : 1, atteint en 0 et 1,mais pas de minimum.11



8.3 Continuité et monotonie
I désigne toujours un intervalle de RThéorème de la bijetion : soit f une fontion ontinue et stritement monotone sur I alors

f est une bijetion de I dans J , où J = f〈I〉et J est un intervalle dont les extrémités sont les limites de f aux extrémités de IDémonstration : f est injetive ar elle est stritement monotone et surjetive de I sur f〈I〉 pardé�nition de f〈I〉de plus, d'après le TVI, J = f〈I〉 est un intervalle (ar f est ontinue)d'après le théorème de la limite monotone, f admet des limites aux extrémités de I et la monotoniede f entraine que les extrémités de J sont les limites de f aux extrémités de IRemarque :1. omme le suggère la démonstration, la ontinuité n'est pas néessaire pour réaliser une bijetionde I sur f〈I〉 (la strite monotonie su�t). La ontinuité permet d'a�rmer que f〈I〉 est unintervalle.2. si I est en partie fermé, alors la limite devient la valeur de f au point donné par ontinuité.Par exemple si I = [a, b[ alors J =
[

f(a), lim
b

f
[ (as f roissante) ou J =

]

lim
b
f, f(a)

] (as fdéroissante)par exemple la fontion arré réalise une bijetion de R+ sur [f(0), lim
x→+∞

f(x)[= R+Exemples : montrons que1. l'équation x3 + x = 3 admet une unique solution α dans R+, et que 1 6 α 6 2On pose f(x) = x3 + x, alors f est stritement roissante sur R (f ′(x) = 3x2 + 1 > 0).don f réalise une bijetion de R sur R (ar lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞)don l'équation f(x) = 3 admet une unique solution sur Rde plus f(1) = 2 et f(2) = 10 don ∃α ∈ [1, 2], f(α) = 3don ette unique solution est α ∈ [1, 2]2. l'équation ex + 3x = 2 admet une unique solution α dans R∗
+De même, on pose f(x) = ex+3x, alors f est stritement roissante sur R (f ′(x) = ex +3 > 0).don f réalise une bijetion de R sur R (ar lim

x→−∞
f(x) = −∞ et lim

x→+∞
f(x) = +∞)don l'équation f(x) = 2 admet une unique solution α ∈ Rde plus f(0) = 1 don ette unique solution α appartient à ]0,+∞[8.4 Bijetion réiproquePropriété de la réiproque : soit f une fontion ontinue et stritement monotone sur I, alorssa bijetion réiproque f−1 est ontinue et monotone, de même monotonie, sur JExemple : soit f dé�nie sur R par f(x) = e−2x + x2 + 1, alors1. f induit une bijetion g de I =]−∞, 0] sur l'intervalle J = [2,+∞[en e�et f ′(x) = −2e−2x + 2x, don ∀x < 0, f ′(x) < 0don en appelant g la fontion dé�nie sur I =]−∞, 0] par g(x) = f(x)

g est bijetive (stritement déroissante) de I dans [g(0), lim
x→−∞

g(x)

[

= [2,+∞[2. de plus g−1 est ontinue de [2,+∞[ sur ]−∞, 0] et g est stritement déroissante.
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