
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 12 - fontions : limites, ontinuité et étude globale Février 2025Corrigés, des exeries non abordés en lasse entre autres.Calul de limitesExerie 1Caluler les limites suivantes :1. lim
x→−2

1

x3
= −1

82. lim
x→0

1

x2
= +∞3. lim

x→0
x>0

1

x3
= +∞4. lim

x→0
x<0

1

x3
= −∞5. lim

x→−∞

−2x5 +
6

x
+ 13= +∞6. lim

x→0

9

x
√
x
= +∞7. lim

x→1

√
x2 + x+ 1=

√
38. lim

x→+∞

√
x2 + x+ 1= +∞9. lim

x→2

(

2

x− 2
− 3

(x− 2)2

)

= −∞10. lim
x→−2
x>−2

x2 − 2x− 8√
x+ 2

= 011. lim
x→+∞

(x3 − 3x2 + 5)= +∞

12. lim
x→−∞

x2+3x− 1

4x+ 1
= +∞13. lim

x→+∞

x2 + 1

2x2 − 2x+ 1
=

1

214. lim
x→+∞

2x3 + 1

x2 − 1
= +∞15. lim

x→2
x>2

3x2 + 2x+ 1

x− 2
= +∞16. lim

x→2
x<2

x2 − 5x+ 6

(2− x)2
= −∞17. lim

x→3

−2x− 5√
x− 3

= −∞18. lim
x→2

√
x+ 7− 3

x− 2
=

1

619. lim
x→2

√
x+ 7− 3√
x− 2

= 020. lim
x→1
x>1

1 + x

1−√
x
= −∞21. lim

x→0

1

x2

(

1 +
√
x
)

= +∞16. Tel quel, il s'agit d'une forme indéterminée : � 0

0

�, mais le 0 au numé-
rateur signi�e que 2 en est une raine. En e�et x2−5x+6 = (x−2)(x−3)et don x2 − 5x+ 6

(2− x)2
=

(x− 2)(x− 3)

(2− x)2
=

x− 3

2− x

.On onlut par opérations sur les limites ave
lim
x→2
x<2

(2− x) = 0+ et lim
x→2
x<2

x− 3 = −118. Tehnique du onjugué, adaptée dans le as d'une di�érene de ra-ines (e qui est un as � déguisé � ii : √x+ 7 − 3 =
√
x+ 7 −

√
9)

√
x+ 7− 3 = (

√
x+ 7− 3)

√
x+ 7 + 3√
x+ 7 + 3

=
x+ 7− 9√
x+ 7 + 3

=
x− 2√
x+ 7 + 3don √

x+ 7− 3

x− 2
=

x− 2

(x− 2)
√
x+ 7 + 3

=
1√

x+ 7 + 3et don lim
x→2

√
x+ 7− 3

x− 2
=

1√
9 + 3

=
1

6Exerie 2Caluler les limites suivantes :1. lim
x→0

√
x ln(x)

x+ 1
= 02. lim

x→+∞

ex − x+ 1

x+ ln(x)
= +∞3. lim

x→+∞

ex − x

ex − 1
= 14. lim

x→−∞

ex − x

ex − 1
= −∞

5. lim
x→+∞

e2x−1

(ln(x))4
= +∞6. lim

x→+∞

ln(
√
x)

x
1

4

= 07. lim
x→0

ln(
√
x)

x
1

4

= −∞8. lim
x→−∞

(6 + x2)ex= 09. lim
x→+∞

(x3 − e2x)= −∞5. e2x−1

(ln(x))4
=

e2x × e−1

(ln(x))4

et par roissanes omparées1



lim
x→+∞

e2x

(ln(x))4
= +∞ don lim

x→+∞

e2x−1

(ln(x))4
= +∞8. (6+x2)ex = 6ex+x2ex or lim

x→−∞

6ex = 0 et par roissanes omparées

lim
x→−∞

x2ex = 0 don lim
x→−∞

(6 + x2)ex = 09. Tel quel, il s'agit d'une forme indéterminée, mais on se doute quel'exponentielle domine. Comme d'habitude, on fatorise par le termedominant : x3 − e2x = −e2x
(

− x3

e2x
+ 1

)or par roissanes omparées lim
x→+∞

x3

e2x
= 0 et lim

x→+∞

−e2x = −∞don lim
x→+∞

(x3 − e2x) = −∞Exerie 3Caluler les limites suivantes :1. lim
x→+∞

e(3+x2)= +∞2. lim
x→1

ln(x− 1)− 1

ln(x)
= −∞3. lim

x→0
e

1

x
2= +∞4. lim

x→1
(x2 − 1) ln(x− 1)= 05. lim

x→1
(x− 1) ln

(

1

x− 1

)

= 0

6. lim
x→+∞

ln(x+1)−ln(x+4)= 17. lim
x→3+

1

x− 3
− 1

x2 − 9
= +∞8. lim

x→0
(1− e−x2/3)= 09. lim

x→+∞

ln(x2+1)−2 ln(x)= 010. lim
x→0+

e−1/x= 02.Impliitement x est supérieur à 1 (sinon ln(x− 1) n'est pas dé�ni).or lim
x→1+

ln x = 0+ don lim
x→1+

1

ln x
= +∞, de plus lim

x→1+
ln(x− 1) = −∞7. don 1

x− 3
− 1

x2 − 9
=

1

x− 3

(

1− 1

x+ 3

), or lim
x→3+

1

x− 3
= +∞et lim

x→3+
1− 1

x+ 3
=

5

6don par produit lim
x→3+

1

x− 3
− 1

x2 − 9
= +∞

9. lim
x→+∞

ln(1 + x2) − 2 lnx = ln(1 + x2) − ln(x2) = ln

(

1 + x2

x2

)

=

ln

(

1

x2
+ 1

) puis lim
x→+∞

1 +
1

x2
= 1,la fontion ln est ontinue, don lim

x→+∞

[

ln(1 + x2)− 2 lnx
]

= ln(1) = 010. lim
x→0+

1

x
= +∞ et lim

X→+∞

e−X = 0 d'où par omposition lim
x→0+

e−
1

x = 0Existene de limitesExerie 8Soit a > 0, �xé.
⊲ Soit ϕ la fontion dé�nie sur R+ par : ∀x ∈ R+, ϕ(x) = ln(1+x)−x

⊲ Soit h la fontion dé�nie sur R+ par :
∀x ∈ R+, h(x) = ln(1 + x)− x

1 + x

⊲ Soit f la fontion dé�nie sur R∗

+ par :f(x) = (

1 +
a

x

)x

⊲ Soit g la fontion dé�nie sur R∗

+ par : g(x) = (

1 +
a

x

)x21. Etudier les variations de h et de ϕ Classique : alul de dérivée...2. En déduire que ∀x ∈ R+,
x

1 + x
6 ln(1 + x) 6 x à partir desétudes de fontions (ϕ(x) 6 0 et h(x) > 0)3. Montrer que ∀x ∈ R

∗

+,
ax

a+ x
6 ln

(

f(x)
)

6 a

ln(f(x)) = ln
[(

1 +
a

x

)x]

= x ln
(

1 +
a

x

)or, omme a

x
∈ R+, d'après la question préédente

a
x

1 + a
x

6 ln
(

1 +
a

x

)

6
a

x

i.e. a

x+ a
6 ln

(

1 +
a

x

)

6
a

xdon x
a

x+ a
6 x ln

(

1 +
a

x

)

6 a i.e. ax

a + x
6 ln

(

f(x)
)

6 a4. En déduire la limite lim
x→+∞

ln
(

f(x)
), puis la limite lim

x→+∞

f(x)On se doute qu'il faut de nouveau utiliser la théorème des gen-darmes, on herhe don à déterminer lim
x→+∞

ax

a+ x

et on sait que2



ette limite est égale au rapport des termes dominants, i.e. ax
x

= aen e�et ax

a + x
=

ax

x(a
x
+ 1)

=
a

a
x
+ 1

don lim
x→+∞

ax

a+ x

= lim
x→+∞

a
a
x
+ 1

=

a (ar lim
x→+∞

a

x
= 0)don par théorème des gendarmes lim

x→+∞

ln(f(x)) = aet don par ontinuité de la fontion exponentielle

lim
x→+∞

exp(ln(f(x))) = ea i.e. lim
x→+∞

f(x) = ea5. Pour x ∈ R
∗

+, enadrer le nombre ln
(

g(x)
). En déduire

lim
x→+∞

ln
(

g(x)
), puis lim

x→+∞

g(x)Comme nous l'avons vu plus haut,

a

x+ a
6 ln

(

1 +
a

x

)

6
a

x

don x2 a

x+ a
6 x2 ln

(

1 +
a

x

)

6 xai.e. ax2

a+ x
6 ln

(

g(x)
)

6 ax, on se ontentera de ax2

a+ x
6 ln

(

g(x)
)omme vu plus haut

lim
x→+∞

ax

a + x
= a et a > 0 don par produit x, lim

x→+∞

ax2

a+ x
= +∞don lim

x→+∞

ln(g(x)) = +∞ et don par omposition
lim

x→+∞

exp(ln(g(x))) = +∞ i.e. lim
x→+∞

g(x) = +∞

Etude de ontinuitéExerie 9Soit f une appliation de R vers R. Etudier la ontinuité de f sur Rdans les as suivants.1. f(x) = 









√
−3x+ 2 si x <

2

3

3x− 2 si x >
2

3

lim
x→ 2

3

f(x) = f

(

2

3

)don f est ontinue2. f(x) = 





|x+ 2|
x+ 2

si x 6= −2

1 si x = −2

lim
x→−2

f(x) = f(−2)don f est ontinue
3. f(x) = {

ln(x)

x
si x > 0

0 si x 6 0

lim
x→0+

f(x) = −∞don f n'est pas ontinue4. f(x) = {

ln(x) si x > 1
ex − e si x < 1

lim
x→1

f(x) = 0 = f(1)don f est ontinue5. f(x) = {

ex si x > 0
0 si x < 0

lim
x→0−

f(x) = 0 6= f(0)don f n'est pas ontinueExerie 10Etudier la ontinuité des fontions f suivantes, sur les intervalles I don-nés.1. f(x) = 





x+
√
x

x2 +
√
x

si x > 0

1 si x = 0

ave I = R+

f est ontinue sur ]0,+∞[ (opérations usuelles ave des fontionsontinues), le seul problème de ontinuité possible est don en 0, où'est le terme √x qui domine (au numérateur et au dénominateur)en e�et x+
√
x

x2 +
√
x
=

√
x√
x
×

√
x+ 1

x
3

2 + 1
=

√
x+ 1

x
3

2 + 1

(dont la limite en 0vaut 1), don lim
x→0

x+
√
x

x2 +
√
x
= 1 = f(1), don f est ontinue en 02. f(x) = { ⌊x⌋

x
si x 6= 0

1 si x = 0

ave I =]− 1, 1[si x ∈] − 1, 0[, alors ⌊x⌋ = −1 et f(x) =
⌊x⌋
x

=
−1

x

et don

lim
0−

f = +∞, don f ne peut pas être ontinue.Il y a également un problème en 0+, puisque pour x ∈]0, 1[, ⌊x⌋ = 0,don f(x) = 0 et lim
0+

f = 0 6= f(0)3. f(x) = x2

⌊

1

x

⌋ ave I =

[

1

3
, 1

]3



pour x ∈
]

1

3
,
1

2

], alors 1

x
∈ [2, 3[, don ⌊

1

x

⌋

= 2et la fontion x → x2 étant ontinue, lim
x→ 1

3

+
f(x) =

1

9
× 2 =

2

9or f (

1

3

)

=
1

9
× 3 =

1

3

, don f n'est pas ontinueExerie 11Répondre aux questions suivantes pour1. f(x) = √
x ln(x) 2. f(x) = (

1

x

)ln(x)a) Déterminer le domaine de dé�nition Df de f1. la bonne dé�nition de f est limitée par le logarithme, don f estdé�nie sur ]0,+∞[2. Par dé�nition (

1

x

)ln(x)

= exp

(

ln(x) ln

(

1

x

))

=

exp (ln(x)(− ln(x))) =don f(x) = e−(lnx)2don f est dé�ne sur ]0,+∞[ ('est de nouveau le logarithme quilimite la dé�nition de f).b) Justi�er que f est ontinue sur Df1. et 2. Par opérations et omposition (ave des fontions ontinues),
f est ontinue dans les deux as.) Déterminer lim

x→0
f(x) ?1. d'après le ours (roissanes omparées), lim

x→0
f(x) = 02.lim

x→0
ln x = −∞ don lim

x→0
(lnx)2 = +∞ et lim

X→+∞

e−X = 0don par omposition lim
x→0

e−(lnx)2 = 0d) Peut-on proposer une valeur pour f(0) qui � prolonge f par onti-nuité � ?

1. et 2. on peut don e�etuer e que l'on appelle un prolongement de
f par ontinuité en dé�nissant la fontion f̃ sur R+ par f̃(x) = f(x)si x > 0 et f̃(0) = 0 qui est alors dé�nie et ontinue en 0Nota bene : on dé�nit une nouvelle fontion ar le domaine de dé�ni-tion hange (de fait rigoureusement e n'est pas la même fontion).

Utilisation des théorèmes générauxExerie 16Soit f la fontion dé�nie sur ]0,+∞[ par : f(x) = x− ln(x)1. Dresser le tableau des variations de f en préisant ses limites en 0et en +∞

f est dérivable sur ]0,+∞[ et ∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

xde fait f ′(x) > 0 sur ]0, 1[, f ′(1) = 0 et f ′(x) > 0 sur ]1,+∞[de plus lim
x→0

f(x) = +∞ ar lim
x→0

x = 0 et lim
x→0

ln x = −∞et lim
x→+∞

f(x) = +∞ ar f(x) = x − ln(x) = x

(

1− ln x

x

) et

lim
x→+∞

ln x

x
= 0 par roissanes omparées.On en déduit le tableau de variations omplet i-dessous (sahantque f(1) = 1) :

x

f ′(x)

f

0 1 +∞- 0 +

+∞

11

+∞+∞2. Montrer que l'équation f(x) = 2 d'inonnue x ∈]0,+∞[ admetexatement deux solutions, que l'on notera a et b, telles que :

0 < a < 1 < b4



f est ontinue en tant que somme de fontions ontinues, de plus

lim
x→0

f(x) = +∞ et f(1) = 1 don d'après le théorème des valeursintermédiaires, l'équation f(x) = 2 admet au moins une solutionsur ]0, 1].or f est stritement déroissante sur ]0, 1] don ette solution estunique, de plus ça ne peut pas être 1 ar f(1) = 1.Par le même raisonnement f , stritement roissante ette fois, ad-met une unique solution sur ]1,+∞[.�nalement, l'équation f(x) = 2 admet exatement deux solutions,une située sur l'intervalle ]0, 1[ et une située sur l'intevalle ]1,+∞[.3. On donne : ln(2) ≈ 0, 7. Montrer que : b ∈ [2, 4]Il su�t de aluler f(2) et f(4) : f(2) = 2− ln(2) < 2 ar ln(2) > 0et f(4) = 4− ln(4) = 4−2 ln(2) = 2(2− ln(2)) > 2 ar 2− ln(2) > 1d'après la valeur de ln(2) donnée par l'énonédon d'après le théorème des valeurs intermédiaires à nouveau,l'équation f(x) = 2 admet une solution sur [2, 4]. Or d'après laquestion préédente, ette équation admet une unique solution bsur ]1,+∞[, don b ∈ [2, 4]Exerie 17Soit f dé�nie sur R par : f(x) = ex + x1. Justi�er que f réalise une bijetion de R dans un intervalle J àpréiser.

f est dérivable sur R et ∀x ∈ R, f ′(x) = ex + 1 > 0, don f eststritement roissante sur R et réalise don une bijetion de R dans
J =

]

lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x)

[ (d'après le théorème de la bijetion).or lim
x→−∞

ex = 0 et lim
x→−∞

x = −∞ don lim
x→−∞

f(x) = −∞et lim
x→+∞

ex = +∞ et lim
x→+∞

x = +∞ don lim
x→+∞

f(x) = +∞don J =]−∞,+∞[= R2. Montrer que ∀n ∈ N, l'équation ex + x = n admet une unique
solution, qu'on notera unSoit n ∈ N, alors n ∈]−∞,+∞[ qui est l'ensemble image de f quiest bijetive, don l'équation f(x) = n, i.e. ex + x = n admet uneunique solution sur R.3. Montrer que : ∀n ∈ N, f(un+1)− f(un) > 0Par dé�nition de un, f(un) = n, don f(un+1) = n+ 1don f(un+1) > f(un) soit f(un+1)− f(un) > 04. En déduire la monotonie de la suite u = (un)n∈NComme f est roissante et que f(un+1) atteint une valeur plusimportant que f(un), on se doute que un+1 > un. On peut le dé-montrer en utilisant la réiproque.Par propriété, omme f est ontinue et stritement roissante, 'estaussi le as de f−1don f−1(f(un+1)) > f−1(f(un)) i.e. un+1 > unpuisque par dé�nition de f−1, f−1(f(un+1)) = un+1 et f−1(f(un)) =

un5. a. Montrer que pour n ∈ N
∗, on a : ln (n− ln(n)

)

6 un 6 ln(n)On va aluler les images par f (on onnait déjà elle de unqui vaut nde plus, f(ln (n− ln(n)
)

) = eln
(

n−ln(n)
)

+ n− ln(n)

f(ln
(

n− ln(n)
)

) = n− ln(n) + ln
(

n− ln(n)
)or n− ln(n) < n don par roissane de ln,

ln
(

n− ln(n)
)

< lnn et don − ln(n) + ln
(

n− ln(n)
)

< 0et en�n f(ln
(

n− ln(n)
)

) < npar ailleurs f(lnn) = e( lnn)+lnn = n+lnn don f(lnn) > nEn résumé, f(ln (n−ln(n)
)

) < f(un) < f(lnn) (ar f(un) = n)omme préédemment, en appliquant f−1 on trouve :

f−1(f(ln
(

n− ln(n)
)

)) < f−1(f(un)) < f−1(f(lnn))i.e. ln (n− ln(n)
)

6 un 6 ln(n)b. Déterminer lim
n→+∞

un puis lim
n→+∞

un

ln(n)On va exploiter le résultat préédent et omme à l'exerie 16on montre que lim
n→+∞

n− lnn = +∞5



en e�et n − lnn = n

(

1− lnn

n

) et lim
n→+∞

lnn

n
= 0 par rois-sanes omparées

lim
n→+∞

n − lnn = +∞ et lim
x→+∞

ln x = +∞ don par propriétésur la omposition des fontions et des suites

lim
n→+∞

ln
(

n− ln(n)
)

= +∞et don par théorème des gendarmes (version in�nie),

lim
n→+∞

un = +∞Pour lim
n→+∞

un

ln(n)

, on exploite à nouveau l'inégalité que l'on di-vise par lnn qui est stritement positif (dès lors que n > 2)don ln
(

n− ln(n)
)

lnn
6

un

lnn
6

ln(n)

lnn
= 1or n− lnn = n

(

1− lnn

n

) don

ln
(

n− ln(n)
)

= ln

(

n

(

1− lnn

n

))

= lnn + ln

(

1− lnn

n

)

don ln
(

n− ln(n)
)

lnn
= 1 +

ln

(

1− lnn

n

)

lnnet don lim
n→+∞

ln
(

n− ln(n)
)

lnn
= 1 en e�et :

lim
n→+∞

lnn

n
= 0 don lim

n→+∞

ln

(

1− lnn

n

)

= 0et lim
n→+∞

lnn = +∞ don lim
n→+∞

ln

(

1− lnn

n

)

lnn
= 0don par théorème des gendarmes, lim

n→+∞

un

lnn
= 1Exerie 18Soit f dé�nie sur R par f(x) =

ex

1 + ex

et g dé�nie sur R par :
g(x) = f(x)− x

1. Etudier les variations de f

f est dérivable sur R en tant que quotient de fontions dérivableset ∀x ∈ R, f ′(x) =
ex(1 + ex)− ex × ex

(1 + ex)2
=

ex

(1 + ex)2don ∀x ∈ R, f ′(x) > 0, don f est stritement roissante sur R2. Etudier les variations de g

g est dérivable et ∀x ∈ R, g′(x) = f ′(x)− 1don g′(x) =
ex

(1 + ex)2
=

ex − (1 + ex)2

(1 + ex)2
=

−1 − ex − e2x

(1 + ex)2don ∀x ∈ R, g′(x) < 0 (le numérateur est une somme de termesstritement négatifs)don g est stritement déroissante.3. Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution, qu'onnotera α

g est don bijetive de R dans ] lim
x→−∞

g(x), lim
x→+∞

g(x)[or lim
x→−∞

ex = 0 don lim
x→−∞

ex

1 + ex
= 0 et don lim

x→−∞

g(x) = +∞et lim
x→+∞

g(x) = −∞ ar lim
x→+∞

ex

1 + ex
= 1(en e�et ex

1 + ex
=

ex

ex
× 1

1 + 1
ex

=
1

1 + 1
ex

)don g est bijetive de R sur R, de fait l'équation g(x) = 0 admetune unique solution.4. En déduire le signe de g(x) pour x ∈ R

g est stritement déroissante et g(α) = 0don ∀x < α, g(x) > g(α) = 0 et ∀x > α, g(x) < 05. Soit u = (un)n∈N une suite telle que : { u0 > α

∀n ∈ N, un+1 = f(un)a. Montrer par réurrene que : ∀n ∈ N, un > αPour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : un > αInitialisation : u0 > α don P (0) est vraie.Hérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraie,alors par hypothèse un > α6



et f est roissante sur R, don f(un) > f(α) i.e. un+1 > 0don P (n+ 1) vraieet don par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraieb. En déduire que la suite u est déroissante. (On utilisera laquestion 3).D'après 4., ∀x ∈ R, g(x) < 0, i.e. f(x) < xdon ∀n ∈ N, f(un) < un, i.e. un+1 < un soit u déroissante.. Justi�er que u onverge, et que sa limite vaut α
u est déroissante et minorée (par α)don d'après le théorème de la limite monotone, u onverge.

Notons ℓ sa limite, alors par propriété lim
n→+∞

un+1 = ℓet par ontinuité de f (f est un quotient de fontions usuellesontinues) : lim
n→+∞

f(un) = f(ℓ)don par uniité de la limite f(ℓ) = ℓ, i.e. f(ℓ) − ℓ = 0, soit
g(ℓ) = 0don d'après 3., ℓ = α puisque ette équation admet une uniquesolution.
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