
ECG 1 - mathématiques Devoir en temps libre n°7 Pour le 24 février 2025Corrigé Total sur 18 pointsExerie 1 1 point par question - total : 4 pointsDans haun des as suivants, préiser si les produits AB et BA existe(nt) et, si oui, le(s) aluler.1. A =

(

1

3
−
2

5

) et B =





−1

1





AB =

(

1

3
× (−1)−

2

5
× 1

)

=

(

−
5

15
−

6

15

)

=

(

−
11

15

)

BA =









(−1)×
1

3
(−1)×

(

−
2

5

)

1×
1

3
1×

(

−
2

5

)









=







−
1

3

2

5
1

3
−
2

5





2. A =





1 1

−1 −1



 et B =





2 −2 4

−2 2 −4





AB =





1× 2 + 1× (−2) 1× (−2) + 1× 2 1× 4 + 1× (−4)

(−1)× 2 + (−1)× (−2) (−1)× (−2) + (−1)× 2 (−1)× 4 + (−1)× (−4)



 =





0 0 0

0 0 0





BA n'est pas dé�ni ar le nombre de olonnes de B est di�érent du nombre de lignes de A.3. A =





1 0 0

0 1 0



 et B =











1 4 7

2 5 8

3 6 9











AB =





1× 1 + 0× 2 + 0× 3 1× 4 + 0× 5 + 0× 6 1× 7 + 0× 8 + 0× 9

0× 1 + 1× 2 + 0× 3 0× 4 + 1× 5 + 0× 6 0× 7 + 1× 8 + 0× 9





=





1 4 7

2 5 8





BA n'est pas dé�ni.4. A =











1 4

2 5

3 6











et B =





1 0 0

0 1 0





De même, BA =





1 4

2 5





AB =











1× 1 + 4× 0 1× 0 + 4× 1 1× 0 + 4× 0

2× 1 + 5× 0 2× 0 + 5× 1 2× 0 + 5× 0

3× 1 + 6× 0 3× 0 + 6× 1 3× 0 + 6× 0











=











1 4 0

2 5 0

3 6 0











1



Exerie 2 - inversion matrie 2× 2 3 pointsSoit la matrie A =





1 5

−1 3



1. Montrer que A2 = 4A− 8I2 1 point
A2 =





1− 5 5 + 15

−1− 3 −5 + 9



 =





−4 20

−4 4



et 4A− 8I2 =





4− 8 20− 0

−4− 0 12− 8



 =





−4 20

−4 4



l'égalité est don véri�ée.2. En déduire que A est inversible et donner son inverse. 1 pointOn déduit de l'égalité préédente que A2
− 4A = −8I2don −

1

8
(A2

− 4A) = I2 puis −1

8
A(A− 4I2) = I2et don A

(

−
1

8
A+

1

2
I2

)

= I2On en déduit que A est inversible et que A−1 = −
1

8
A+

1

2
I23. Retrouver le résultat de la question préédente d'une autre manière. 1 pointEn alulant le déterminant : ad − bc = 1 × 3 − 5 × (−1) = 8, on retrouve que la matrie estinversible et de plus, dans e as, on onnait son inverse qui est :

A−1 =
1

ad− bc





d −b

−c a



 =
1

8





3 −5

1 1



pour être sûr qu'il s'agit de la même hose, on alule :
−
1

8
A+

1

2
I2 =

1

8
(−A + 4I2) =

1

8





−1 + 4 −5 + 0

1 + 0 −3 + 4



 =
1

8





3 −5

1 1



Exerie 3 - le lasio 11 pointsLe but de et exerie est de donner des formules expliites des suites (u
n
)
n∈N, (vn)n∈N et (w

n
)
n∈Ndé�nies par les premiers termes : u0 = 1 v0 = 0 w0 = 1et les relations de réurrenes 





u
n+1 = 3u

n
− 2v

n
− w

n

v
n+1 = u

n
− w

n

w
n+1 = 2u

n
− 2v

n1. Etude informatique préalableAve Python, érire un programme qui alule et représente les 100 premières valeurs de haque suite.On ommene par réer trois listes onte-nant les premiers termes respetifs de haquesuite puis on les omplète de manière itéra-tive et simultanée en alulant les nouveauxtermes à l'aide des préédents.En�n, on re-présente les trois listes. Finalement, on nevoit pas grand hose ar les dernières valeursdes suites (u
n
)
n∈N et (w

n
)
n∈N � érasent � lespréédentes. 1,5 points

U=[1]

V=[0]

W=[1]

for i in range (1 ,100) :

U. append (3* U[i -1] -2* V[i -1]-W[i -1])

V. append (U[i -1]-W[i -1])

W. append (2* U[i -1] -2* V[i -1])

import matplotlib . pyplot as plt

plt . plot(U,’*’)

plt . plot(V,’+’)

plt . plot(W,’o’)

plt . show ()2



2. Puissanes de matriesOn onsidère les matries
C =











3 −2 −1

1 0 −1

2 −2 0











D =











0 0 0

0 1 0

0 0 2











P =











1 1 1

1 1 0

1 0 1











Q =











−1 1 1

1 0 −1

1 −1 0









a) Caluler PQ, que peut-on en déduire sur P ? sur Q ? 1 point
PQ =











1 1 1

1 1 0

1 0 1





















−1 1 1

1 0 −1

1 −1 0











=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











= I3don P est inversible et Q = P−1b) Montrer que D = P−1CP 1 point
CP =











3 −2 −1

1 0 −1

2 −2 0





















1 1 1

1 1 0

1 0 1











=











3− 2− 1 3− 2 + 0 3 + 0− 1

1 + 0− 1 1 + 0 + 0 1 + 0− 1

2− 2 + 0 2− 2 + 0 2 + 0 + 0











=











0 1 2

0 1 0

0 0 2









don (sahant que P−1 = Q)
QCP =











−1 1 1

1 0 −1

1 −1 0





















0 1 2

0 1 0

0 0 2











=











0 0 0

0 1 0

0 0 2











= D) Exprimer C en fontion de D,P et P−1 0,75 pointOn déduit de la question préédente que PD = PP−1CP = I3CP = CPet don PDP−1 = CPP−1 = CI3 = Cd) Montrer par réurrene que ∀n ∈ N, Cn = PDnP−1 1,5 pointsPour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : Cn = PDnP−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔ C0 = PD0P−1
⇔ I3 = PI3P

−1 = PP−1 = I3don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraiedon par hypothèse Cn = PDnP−1don Cn+1 = Cn

× C = PDnP−1PDP−1 = PDnI3DP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1don P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.e) Pour n ∈ N
∗, expliiter Dn, puis Cn 1,5 pointsPar propriété sur les matries diagonales, pour n ∈ N

∗ :
Dn =











0n 0 0

0 1n 0

0 0 2n











=











0 0 0

0 1 0

0 0 2n











don Cn =











1 1 1

1 1 0

1 0 1





















0 0 0

0 1 0

0 0 2n





















−1 1 1

1 0 −1

1 −1 0









soit Cn =











1 1 1

1 1 0

1 0 1





















0 0 0

1 0 −1

2n −2n 0











et don Cn =











1 + 2n −2n −1

1 0 −1

2n −2n 0









Nota bene : on remarque que pour n = 0, la formule n'est pas véri�ée puisque C0 = I33



3. SuitesPour n ∈ N, on pose X
n
=











u
n

v
n

w
n









a) Montrer que le produit CX
n
est bien dé�ni puis que X

n+1 = CX
n

0,75 point
C possède 3 olonnes, e qui orrespond au nombre de lignes de X

n
, don le produit CX

n
est biendé�ni et CX

n
=











3 −2 −1

1 0 −1

2 −2 0





















u
n

v
n

w
n











=











3u
n
− 2vn− w

n

u
n
− w

n

2u
n
− 2v

n









or par dé�nitions des suites 3u
n
− 2vn− w

n
= u

n+1 u
n
− w

n
= v

n+1 2u
n
− 2v

n
= w

n+1don CX
n
=











u
n+1

v
n+1

w
n+1











i.e. CX
n
= X

n+1b) Montrer par réurrene que ∀n ∈ N, X
n
= CnX0 1 pointPour n ∈ N, on dé�nit l'assertion Q(n) : X

n
= CnX0Initiation : Q(0) est vraie ⇔ X0 = C0X0 ⇔ X0 = I3X0don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons que Q(n) est vraied'après la question préédente X

n+1 = CX
nor, par hypothèse de réurrene, X

n
= CnX0don X

n+1 = CCnX0 = Cn+1X0'est-à-dire que Q(n + 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie.) Que vaut X0 ? En déduire les formules expliites de X
n
, puis u

n
, v

n
et w

n
. 1,5 pointsPar dé�nition X0 =











u0

v0

w0











=











1

0

1











et d'après la partie 1. Cn =











1 + 2n −2n −1

1 0 −1

2n −2n 0









don X
n
=











1 + 2n −2n −1

1 0 −1

2n −2n 0





















1

0

1











et don X
n
=











1 + 2n − 1

1− 1

2n











=











2n

0

2n









don par dé�nition de X
n
, ∀x ∈ N, u

n
= 2n v

n
= 0 w

n
= 2nd) Déterminer les limites des suites (u

n
)
n∈N, (vn)n∈N et (w

n
)
n∈N ? 0,5 pointOn déduit immédiatement que lim

n→∞

u
n
= lim

n→∞

w
n
= +∞ (forme qn ave q > 1) et lim

n→∞

v
n
= 0

4


