
ECG 1a - Ly
ée La Pérouse - Keri
hen Mathématiques DS n°5 - 16 mars 2024Visez la qualité : 0 + 0 + 0 + 0 < 0, 5 Sans 
al
ulatri
eBon devoir !Exer
i
e 1 - vrai ou fauxIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses en justi�ant la réponse.a) Une fon
tion 
ontinue est bije
tiveb) Soit la fon
tion f dé�nie par f(x) = 





√
x si 0 6 x 6 1

1 + e
1

1−x si x > 1
alors f est 
ontinue sur R+
) Soit A la matri
e A =





3 0

2 1



, alors An =





3n 0

2n 1



d) La série ∑

n>0

n3 − 4

n2 + 11
est divergente.e) Sa
hant que la série ∑

n>1

1

n2

onverge, alors la série ∑

n>1

1

n2 + 1

onverge.

Exer
i
e 2 - 
ontinuité, limites de fon
tions et séries1. La fon
tion f dé�nie par f(x) = 









|x− 1| si x 6 −1

1− x2

x+ 1
si x > −1

est-elle 
ontinue ?2. Déterminer les limites suivantesa. lim
x→+∞

e3x − x

e2x + 1b. lim
x→−3

(x+ 3) ln(x+ 3)3. Déterminer si les séries suivantes sont 
onvergentes et si oui 
al
uler leur(s) somme(s)a. ∑

n>1

3n−1

2× 5nb. ∑

n>1

ln

(

n+ 1

n

)

1



Exer
i
e 31. On donne : 0, 69 < ln(2) < 0, 70On 
onsidère l'appli
ation g :
]0,+∞[ → R

x 7→ x2 + ln(x)a. Montrer que g est 
ontinue.b. Etudier les variations de g en pré
isant les limites aux extrémités de son ensemble de dé�nition.
. Montrer que l'équation g(x) = 0 (d'in
onnue x ∈]0,+∞[), admet une solution et une seule.On note α l'unique solution de 
ette équation.d. Montrer que 1

2
< α < 1e. En utilisant la méthode par di
hotomie, é
rire un programme ave
 Python qui permet de 
al
uler une valeurappro
hée de α à 10−3 près.f. Déterminer l'équation de la tangente à Cg, la 
ourbe représentative de g, au point d'abs
isse 1g. Représenter graphiquement CgOn pourra utiliser les éléments pré
édents et raisonner sur la prépondéran
e des termes en 0 et en +∞ pourreprésenter son allure.h. Ave
 Python, é
rire un programme qui représente la fon
tion g sur un intervalle au 
hoix (
hoix que l'on justi�era).2. On note I =

[

1

2
, 1

] et on 
onsidère l'appli
ation f :
I → R

x 7→ x− 1

4
x2 − 1

4
ln(x)a. Montrer que f est stri
tement 
roissante sur Ib. En utilisant la question 1., étudier le signe de f(x)− x sur I
. Justi�er que 1

2
< f

(

1

2

)

< f(1) < 1d. En déduire que ∀x ∈ I, f(x) ∈ I3. On 
onsidère la suite réelle (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et pour tout n ∈ N, un+1 = f(un)a. Cal
uler u1b. Montrer que ∀n ∈ N, un ∈ I
. Montrer par ré
urren
e que la suite (un)n∈N est dé
roissante.d. Montrer que la suite (un)n∈N 
onverge vers un réel ℓ tel que ℓ ∈ I et f(ℓ) = ℓe. En déduire que la suite (un)n∈N 
onverge vers le réel αf. Ave
 Python, é
rire un programme qui 
al
ule les 101 premiers termes de la suite et qui les représente graphique-ment.
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Exer
i
e 4On 
onsidère la matri
e A =

















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

















et les matri
es U1 =

















−1

1

0

1

















, U2 =

















0

−1

1

0

















, U3 =

















0

1

1

0

















U4 =

















1

0

0

1















1. Cal
uls matri
ielsa. Cal
uler AU1 et AU2b. Cal
uler AU3, respe
tivement AU4, et exprimer le résultat en fon
tion de U3, respe
tivement U3 et U42. a. Cal
uler A2, A3, puis véri�er que A3 = 4A2 − 4Ab. En déduire que A n'est pas inversible
. Montrer par ré
urren
e que, pour tout entier naturel n non nul, il existe deux réels an et bn tels que
An = anA

2 + bnAvéri�ant, pour tout entier naturel n non nul, an+1 = 4an + bn et bn+1 = −4an3. a. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, an+2 = 4an+1 − 4anb. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, une expression de an en fon
tion de n
. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression de bn en fon
tion de n4. Cal
uler An pour tout entier naturel n non nul.
Problème 1Le but de 
e problème est de 
al
uler les puissan
es nième d'une 
ertaine matri
e et d'appliquer 
e 
al
ul à un problème deprobabilitéPartie A - étude matri
ielleOn dé�nit les matri
es A,B, P et Q par
A =











4 3 3

4 3 6

4 6 3











B =
1

12
A P =











3 2 0

4 −1 1

4 −1 −1











Q =
1

22











2 2 2

8 −3 −3

0 11 −11









1. Cal
uler le produit matri
iel PQ, que peut-on en déduire ?2. Déterminer la matri
e D telle que D = P−1AP3. Montrer que A = PDP−14. Montrer par ré
urren
e que, pour tout nombre entier naturel n, on a : An = PDnP−15. Pour n ∈ N, déterminer l'expression de la matri
e An en fon
tion de n6. Exprimer Bn en fon
tion de An7. En déduire que, pour tout nombre entier naturel n :
Bn =















3

11
+

8

11
× 1

12n
3

11
− 3

11
× 1

12n
3

11
− 3

11
× 1

12n

4

11
− 4

11
× 1

12n
4

11
+

3

22
× 1

12n
+

1

2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

22
× 1

12n
− 3

2
× 1

4n
4

11
− 4

11
× 1

12n
4

11
+

3

22
× 1

12n
− 3

2
× 1

4n
4

11
+

3

22
× 1

12n
+

1

2
× 1

4n













3



Partie II - 
al
uls de probabilitésUn distributeur de jouets distingue trois 
atégories de jouets :� T : les jouets traditionnels� M : les jouets liés à la mode inspirés dire
tement d'un livre, un �lm . . . ;� S : les jouets s
ienti�ques vulgarisant une te
hnique ré
ente.Il estime que(i) Le 
lient qui a a
heté un jouet traditionnel une année pour Noël 
hoisira, l'année suivante, un jouet de l'une des trois
atégories ave
 une équiprobabilité ;(ii) Le 
lient qui a a
heté un jouet inspiré par la mode optera l'année suivante pour un jouet T ave
 la probabilité 1

4
, pourun jouet M ave
 la probabilité 1

4
, pour un jouet S ave
 la probabilité 1

2
;(iii) Le 
lient qui a a
heté un jouet inspiré par la s
ien
e optera l'année suivante pour un jouet T ave
 la probabilité 1

4
, pourun jouet M ave
 la probabilité 1

2
, pour un jouet S ave
 la probabilité 1

4Au départ, le volume des ventes de 
e 
ommerçant se 
ompose d'une part p0 =
45

100
de jouets de la 
atégorie T , d'une part

q0 =
25

100
de jouets de la 
atégorie M et d'une part r0 =

30

100
de jouets de la 
atégorie SOn note :� Tn l'événement � le 
lient a
hète un jouet de la 
atégorie T pour le Noël de l'année n � ;� Mn l'événement � le 
lient a
hète un jouet de la 
atégorie M pour le Noël de l'année n � ;� Sn l'événement � le 
lient a
hète un jouet de la 
atégorie S pour le Noël de l'année n �On désigne par pn, qn et rn, les probabilités respe
tives des événements Tn,Mn, Sn1. Justi�er que (Tn,Mn, Sn) forme un système 
omplet d'événements.2. Montrer que, pour tout n ∈ N, pn+1 =

1

3
pn +

1

4
qn +

1

4
rn3. De même exprimer, pour tout n ∈ N, qn+1 et rn+1 en fon
tion de pn, qn et rn4. Montrer que, pour tout n ∈ N, on a : 



pn+1

qn+1

rn+1











= B











pn

qn

rn











(B étant la matri
e dé�nie dans la partie I).
5. Montrer que, pour tout n ∈ N,











pn

qn

rn











= Bn











p0

q0

r0









6. Exprimer, pour tout n ∈ N, pn, qn, et rn en fon
tion de n7. Quelles parts à long terme les trois 
atégories de jouets représenteront-elles dans la vente ?8. Ave
 Python, que font les programmes suivants ?a. Premier programme :
import numpy . random as rd

def tirage_jouet () :

a=rd. randint (1 ,101)

if a <=45:

return 1

elif a >70:

return 3

else:

return 2

b. Deuxième programme :
x= tirage_jouet()

n=1

while x <3:

if x ==1:

x=rd. randint (1 ,4)

else :

r=rd. randint (1 ,5)

if r==1:

x=1

elif r==2:

x=2

else :

x=3

n=n+1

print (n)4


