ECG 1a - Lycée La Pérouse - Kerichen Mathématiques DS n°5 - 16 mars 2024

Corrigé Total sur 71 points

Exercice 1 - vrai ou faux 5 points - 1 point par question

Indiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses en justifiant la réponse.

a) Une fonction continue est bijective
Faux, la fonction carré par exemple est continue (polynomiale) mais pas bijective car f(—1) = f(1)
. . . vz si 0<2<1 .
b) Soit la fonction f définie par f(z) = ) alors f est continue sur R
1+em=—= =i z>1

C’est vrai, f est continue sur [0, 1] et sur |1, 400, il faut étudier la continuité en 1 :
d’une part lim f(z) =+v1=1= f(1) donc f est continue a gauche
x—1—

1
de plus lim 1 —z = 0~ donc lim = —c0 et lim e* = 0 donc par composition lim e™s = 0 et donc
z—1+ z—1t 1 — o X——00 r—1+

1im+ f(x)=1= f(1) donc f est continue & droite, donc f est continue en 1, donc f est continue
x—1

0 3" 0 9 0
c) Soit A la matrice A = , alors A" = C’est faux, on peut le montrer avec A? =
2 1 2" 1 8 1
3
n° —4
d) La série ——— est divergente.
) Z n? 411 &
>0
. R . . . n3 —4 3 1-3 1-— 2
C’est vrai, elle est méme grossiérement divergente puisque ———— = — X T =n X H
n?+11  n? 145 1+ 2
¢ donc lim 1oL _ 4 brati I =0, li 0 et done 127
et donc lim - Tl oo par opérations car lim -5 =0, lim -5 =0 et donc - ir

n

- 1 - 1
e) Sachant que la série E — converge, alors la série g PR converge.
n=1 n>1
) . qo TS - 1 9 9 1 1
C’est vrai, car il s’agit de séries & termes positifs, de plus E — converge et Vn € Non” <n”+1= —— < — (la
= n?+1 n

fonction inverse étant décroissante sur |0, +oo[), d’ou le résultat par théoréme de comparaison.



Exercice 2 - continuité, limites de fonctions et séries 8 points

1. La

le—1] s z<-1
fonction f définie par f(z) = ¢ 1 _ .2 est-elle continue ? 2 points
sio x> -1
z+1

f est continue sur | — oo, 1] et sur |1, +00[, respectivement, comme composée de fonctions continues et comme quotient
de fonctions continues, il faut donc étudier la continuité en 1 :

d’une part lim f(z) =|—1-1|=|—-2] =2 = f(—1) par continuité de la fonction valeur absolue, donc f est continue
r—1—
a gauche en 1
1— 22 1—2)(1 1— 22
de plus g (1—2)(1+2) =1—x donc lim Y e lim 1-2=2= f(=1) donc f est continue a droite
r+1 z+1 z—-1+ x+1  z—-1+

en

1, donc f est continue en 1, donc f est continue sur R

2. Déterminer les limites suivantes

3z
. e = .
a. mEIqILloo e} 1,5 points
On factorise par les termes prépondérants : €3 au numérateur et e?® au dénominateur :
e+l e (1+4) e 144 1+ 5 )
€T 1 — —3z
or lim —— = 0 par croissances comparéeset lim —— = 0 (limite usuelle) donc, par opérations, lim 631' =
z—>4o00 3T z—4o00 2T z—+o00 ] 4 ==
1-0 . T . e — g . . 11— =%
—— =1letcomme lim — = 400 on trouve finalement par produit lim ——— = lim €"x S = +oo
1+0 z—+oo T z—+oo €2 4 1 T—+00 por
b. lim (x + 3)In(z + 3) 1 point
r——3
lim (2 + 3) = 0 et par croissances comparées lim X In(X) =0
r——3 z—0
donc par composition (X = x + 3), lims(x +3)In(z+3)=0
T——
3. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes et si oui calculer leur(s) somme(s)
3n—1
a. 2 points
2 x /" P
n>1
On va se ramener & une série géométrique, pour cela on passe par les sommes partielles :
mogl o I 1 3R 1R /3\"
our n € N*, = X — = — -
pout DD Dh ey R 6Z<5)
k=1 k=1 k=1
n 3 k n 3 k n 3 k 3
or -] = -] —1let — | est une série géométrique convergente (car |q| = - < 1
S(3) =2 (2) 1> (3) géométrique convergente (car g = < 1)
k=1 k=0 k=0
+oo k
3 1 1 5
deplusZ(—) = T=5 =7
P 5 - £ 2
n k +oo k +oo k
3 3 3 5 3
donc — | est une série convergente et, -] = -] —1l==—-1==
> (3) vergenteer Y- (2) =30 (3) ~1=5-1=3
k=1 k=1 k=0
31 X3t 131
d t éri te et = x ===
onc Z 5 x n St une série convergente e Z %" 631
n>1 n=1
1
b. Zln <nZ ) 1,5 points

n+1

n

n+1

Comme Vn € N*, In ( ) = In(n+ 1) —In(n) par propriété du logarithme, la série Z In (

) s’écrit alors
nz=1

n
Z(ln(n + 1) —In(n)) qui est une série télescopique, elle est donc de méme nature que la suite (In(n))pen qui est
nz=1

divergente

plus précisément, en étudiant les sommes partielles, pour n € N*, Zln <%) = Z(ln(k +1) —In(k)) =
k=1 k=1
In(n+1) —In(1) = In(n + 1) par télescopage
= k+1
or lim In(n+1)= +oco donc Zln <%) diverge vers +o00
k=1

n—-+oo



Exercice 3 23 points

. i 10,400 — R
1. On donne : 0,69 < In(2) < 0,70  On considére I’application g :
x — 22 +In(x)
a. Montrer que g est continue. 0,5 point

g est continue en tant que somme de fonctions usuelles continues (la fonction carré et la fonction In).

b. Etudier les variations de g en précisant les limites aux extrémités de son ensemble de définition. 1,5 points

1
Vz €]0,+oo[,¢'(z) = 2z + —, de fait ¢’(z) > 0 (opérations avec des termes strictement positifs) donc g est
X

strictement croissante sur |0, +o0]

de plus d’aprés les limites usuelles, lim In(z) = —oco, lim In(z) = +oc et lim z? = 400
x—0 T— 400 r— 400
et 1im0 x? = 0 (par continuité de la fonction carré) donc d’une part par addition 1im0 g(x) = —o0
Tr—r Tr—r

et d’autre part par addition encore lim g(z) = +oo
Tr——+00

c. Montrer que I’équation g(z) = 0 (d’inconnue = €]0, +00[), admet une solution et une seule. 1 point
On note « I'unique solution de cette équation.

D’aprés les questions précédentes, g est continue et strictement croissante sur |0, +oo[, donc d’aprés le théoréme de
la bijection, g réalise une bijection de ]0, +oo] sur | 1im0 g(x), 1irJ1rr1 g(x)[ i.e. sur R d’aprés la question précédente
r—r Tr—r+00

or 0 € R, donc 0 admet un unique antécédent par la fonction g, i.e. ’équation g(x) = 0 admet une unique solution.

1
d. Montrer que 3 <a<l 1,5 points

1 1\” 1\ 1 1
g <§) = <§> +1In <§> =1 —1In(2) < 0 d’apreés 'encadrement de In(2) donnée par I’énoncé (In(2) > 0,69 > Z)

par ailleurs g(1) = 12 +In(1) =1 >0
donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (g est toujours continue), ’équation g(x) = 0 admet une

1 1 1
solution sur {5, 1] et méme sur ] 2 1 { car g (5) #0et g(1)#0

1
or d’aprés la question précédente, cette équation admet une unique solution a sur ]0, +ool, donc a € } 2 1 [

1 1 1
Option B (la réciproque) : le calcul de ¢ (5) et g(1) permet d’écrire g (5) <0<g(l)ie.g (5) < gla) < g(1)

or ¢ est continue, strictement croissante et bijective, donc par propriété, sa réciproque g~ ! est également continue
et strictement croissante. De fait on peut composer I'inégalité par g~! en conservant son sens :

97! (!] (%)) < g (g(a) < g7 (g(1)) ie. % <a<lcarg log=id ;mzoijznumpy as op
b =1
e. En utilisant la méthode par dichotomie, écrire un programme avec Python qui while b-a>10%*(-3):
permet de calculer une valeur approchée de o &4 1073 prés. 2 points c=1(+b)/2
if (c**2 +np.log(c))<0 :
f. Déterminer I’équation de la tangente & %, la courbe représentative de g, au a=c
point d’abscisse 1 1 point elzic

L’équation de la tangente est y = ¢'(1)(z—1)+g(1) =3(z—1)+1ie.y =3x—2 print(c, "est une valeur
, 1 approchée de alpha a
carg(l):Qxl—i—I:?)etg(l):l 0,0001 pras")



g. Représenter graphiquement %, 2 points
On pourra utiliser les éléments précédents et raisonner sur la prépondérance des termes / Gy
en 0 et en +o0o pour représenter son allure. 5
Comme nous ’avons vu plus haut avec les limites, en 0,In(z) tend vers —oo alors que z? 4
tend vers 0, la courbe de g va donc étre semblable & celle de In quand z tend vers 0 /
en 400, les deux termes tendent vers +0o mais comme 2” est prépondérant sur In(z), la 4
courbe de g va se rapprocher de la courbe de la fonction carré (on peut aussi remarquer /
que pour x > 1, g(x) > x?). Par aileurs, g(2) = 4 + In(2) ~ 4,7 d’aprés 1’énoncé 9
par ailleurs, la tangente dont on a calculé I’équation a la question précédente nous permet
d’améliorer la précision du tracé. 1]

h. Avec Python, écrire un programme qui repré- ~ import numpy as np 0 >
sente la fonction g sur un intervalle au choix ;:?ogt(xr)n?tplothb -Pyplot as plt / ] i
(choix que l’on justifiera). 1,5 points return'x**%np Log (x) -1 Ty
On commence par définir la fonction g, puis ~*=2P-linspace (0.1,10,100) /

. . ’ y=g(x) -2
on la représente avec 100 points sur l'intervalle
R plt.plot(x,y)
10, 1; 10[ car g n’est pas définie en 0 plt.show () 3
1 I —- R
2. On note I = [5, 1} et on considére 'application f : 1, 1
x = z—-z°—=In(z)
4 4
a. Montrer que f est strictement croissante sur I 2 points
1 1 1 1 4o—222-1
Vee |=,1|,flz)=1—- - x2r—-x~-=—"—
{2 ] F@) 4 4 4z

x> 0 donc f'(z) est du signe du trinome —222 + 4z — 1 dont le discriminant vaut A = 16 —4 x (=2) x (=1) =8

—44+/8 Va2 V2 V2

ce trinome admet donc deux racines : z1 = =]—-———=1——ctdeméme zo =1+

2 % (—2) 4 2 2

—22% + 4x — 1 est donc strictement positif entre les racines (a = —2 < 0) i.e sur Jx1, 23] et donc a fortiori sur

1 2 1 2 1 2 1
I=|=,1|, en effet \/§>1:>£>—:>—£<——:>1—£<—etdemaniéreévidentex2>1

2 2 2 2 2 2 2

do — 222 — 1 . , . .
donc (z > 0) Vo € I, — 0w 0i.e. f'(z) > 0 donc f est strictement croissante sur I
x
b. En utilisant question 1., étudier le signe de f(x) — z sur I 1 point
1 1 1 1

Soit z € I alors f(z) —x = foQ 1 In(z) = fZ(xQ +In(z)) = fzg(x)

donc f est de signe opposé a celui de g

1
or d’aprés I’étude de g, g(x) est négatif sur [5, a} et positif sur [a, 1]

1
donc f(xz) — x est positif sur [5, a} et négatif sur [a, 1] (et méme strictement si on exclut « des intervalles).

1 1
c. Justifier que B <f (5) <f(l)<1 1,5 points

2
pacasionae 1.1 (3) =13 ((3) -0 (3)) =3 - (5 -0) = 35 (w2 )

1 1 1 1 1 1 1
or d’apreés I'encadrement de In(2) donné par ’énoncé In(2) — 1 > 0 et donc 3 +Z (ln(2) — Z) > 3 ie. f (5) > 3
1, 1 1 3
de plus f(1) =1— 2 x1*—2l(l) =1— 7 =2 <1

4
1
de plus f est strictement croissante sur I d’ou f 3

> < f(1) donc finalement % <f (%) < f(l)<1

1
Nota bene : on aurait aussi pu utiliser la question précédente (et la stricte croissance) : f (—) — = > 0cet

2 2
f(1)—1<0
d. En déduire que Vz € I, f(z) € I 1 point
1
f est strictement croissante sur I donc Vo € I, f (5) < flz) < f(1)



1 1 1
et d’aprés la question précédente, f <§> >3 et f(1) <1 donc Vz € 1, 5 < flx) <1, ie f(z) el

3. On consideére la suite réelle (u,)nen définie par ug = 1 et pour tout n € Nyu,11 = f(un)

a. Calculer uq 0,5 point
3
Par définition, u; = f(ug) = f(1) car up = 1 donc uy = 1 (f(1) a été calculé plus haut)

b. Montrer que Vn € N,u,, € 1 1 point

Du grand classique, par récurrence ! Pour n € N, on définit P(n) : u,, € I
1

Initialisation : ug = 1 donc ug € I = {5, 1} donc P(0) est vraie

Heérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

par hypothése u,, € I donc d’aprés 2.d. f(u,) € I, ie. upy1 € 1

donc P(n+ 1) est vraie, d’ou ’hérédité

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. u, € I

c. Montrer par récurrence que la suite (u,)nen est décroissante. 1 point

Pour n € N, on définit P(n) : up+1 < up
3
Initialisation : ug =1 et u; = 1 donc uy < g, i.e. P(0) est vraie
Heérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie
par hypothése u,+1 < u,, avec u,, € I et u,y1 € I, done f(un+1) < f(un) car f est croissante sur [
e Upto < Upyr car f(un) = tng1 b f(tuny1) = Upta, i.6. P(n+ 1) est vraie, d’ou ’hérédité
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. (un)nen est décroissante.

d. Montrer que la suite (u,)nen converge vers un réel £ tel que £ € T et f(¢) =4 1,5 points
(un)nen est décroissante et minorée (par 0 par exemple), donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, (4, )nen
converge vers un réel ¢

1
de plus Vn € Nyu,, € I = 3 1] , donc ¢ € I par passage a la limite dans les inégalités, de plus par propriété
Unt1 — L et f(un) = f(£) car f est continue sur [
or f(uy) = up4+1 donc par unicité de la limite f(¢) = ¢

e. En déduire que la suite (u,)nen converge vers le réel « 1 point
Soit x € I, d’aprés la question 2.b., f(z) =z < f(z) —z=0<g(x) =0
or d’aprés l.c. g(x) =0z =adonc f(z) =z zr=a
comme f(¢) =¥, on en déduit que ¢ = « (c’est la seule possibilité pour ¢)

f. Avec Python, écrire un programme qui calcule les 101 premiers termes de la suite et qui les représente graphique-

ment.1,5 points

import numpy as np
u=[1] #on créée une liste pour pouvoir représenter les termes ensuite
for n in range (1,101)
u.append(uln-1]-1/4*(uln-1]**2+np.log(uln-1]1))) # on calcule u(n) en fonction du
précédent et on compléte la liste
import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot(u,’+’)
plt.show ()



Exercice 4

On considére la matrice A =

1. Calculs matriciels

a. Calculer AU; et AUy

AU,

1
1
1
1

0
1
1
0

0
1
1

0

o O =

T e e

AU = 04,1 également

S = o= O

[ e )

= o O

et les matrices U; = ,

-14+0+0+1
—-1+1+0+0
—-1+1+0+0
-14+0+0+1

b
1 0 0 1 0 0+0+0+40
11 10 1 0+1+140
AUs = =
11 10 1 0+1+140
1 0 0 1 0 0+0+0+40
1 0 0 1 1 1+04+0+1
11 10 0 1+04+0+0
AU, = =
11 10 0 1+04+0+0
1 0 0 1 1 1+04+0+1
2. a. Calculer A%, A3 puis vérifier que A3 =442 —4A
Calculons :
1 0 0 1 1 0 0 1 1+04+0+1
1 11 10 1+14+1+0
1 1 1 1 0 1+1+1+0
100 1/\1 001 14+0+0+1
puis A% = A%. A=
2 0 0 2 1 0 0 1 24+0+0+42
3 2 2 1 11 10 3+24+2+1
3 2 2 1 11 10 3+24+2+1
2 0 0 2 1 0 0 1 24+0+0+42
2 0 0 2 1 0 0 1
) 3 2 21 11 1 0
Or4A—4A=4 —4
3 2 21 11 1 0
2 0 0 2 1 0 0 1

On va le démontrer par 'absurde :

. En déduire que A n’est pas inversible

alors on peut utiliser sa matrice inverse A~! : A3

ie. A2 =4A4"142

o o o O

supposons que A est inversible

= 04,1 et AU2 =

T

—4A7 A =4A — 4, = 4(A — I}) ce qui est faux car

0
U3:1
1
0
0 01
1 10
1 10
0 01

U,

12 points

- o O =

1 point

0+0+0+40
0-1+1+4+0
0-1+1+40
0+0+0+40

. Calculer AUs, respectivement AUy, et exprimer le résultat en fonction de Us, respectivement Us et Uy 1,5 points

0 0
21 2o — 2, et
P 1
0 0
P 0 2 0 1
1 1 0 1 0
= + = +2 = Uy + 2U,
1 1 0 1 0
P 0 P 0 1
1,5 points
0+04+04+0 0+0+0+0 1+0+0+1 2 0 0 2
0414140 0+1+140 1404040 [3 2 2 1
0414140 0414140 1404+040] |3 2 2 1
0+04+04+0 0+0+0+0 1+0+0+1 2 0 0 2
0+04+04+0 0+0+0+0 2+0+0+2 40 0 4
04+2+2+0 0+2+2+0 3+0+0+1| [8 4 4 4
0424240 0424240 34+40+0+1| |8 4 4 4
0+04+04+0 0+0+0+0 2+0+0+2 40 0 4
8 0 0 8 40 0 4 40 0 4
s s Jaaao] fs a4l
12 8 8 4| |4 4 4 0 8 4 4 4
8 0 0 8 40 0 4 40 0 4
1,5 points
=4A% —4A = ATTA? = A7 (442 - 44)



0 0 01 0 0 0 4

1010 4040 )
A—I4: dOIlC4(A—I4): #A

1 1 0 0 4 4 0 0

10 0 0 4 0 0 O

c. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, il existe deux réels a,, et b, tels que
A" = a, A% + b, A
vérifiant, pour tout entier naturel n non nul, a1 = 4a, + b, et b,+1 = —4a, 1,5 points
Pour n € N*, on définit P(n) : 3(an,b,) € R* A" = a,,A? + b, A
Initialisation : A' = A =0 x A% +1 x A donc P(0) est vraie avec a; =0 et by =1
Heérédité : soit n € N*, on suppose que P(n) est vraie
par définition, A" ™! = AA™ donc A" = A(a, A% + b, A) par hypothése,
soit A" =, A x A2 + b, A x A =a,A>+b,A>
or A =4A? —4A donc A" = a,,(4A% — 4A) + b, A% = (4a, + b,) A% —dap, A = a, 1 A + by A
i.e. P(n+ 1) est vraie, d’ou I’hérédité, de plus on a montré au passage que a,4+1 = 4a, + b, et b,11 = —4ay,
donc Vn € N*, P(n) est vraie, i.e. A” = a, A* + b, A est décroissante.

3. a. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, a2 = 4a,4+1 — 4a, 0,5 point

D’aprés la question précédente, Vn € N* a,11 = 4a, + by et b1 = —4day,
donc pour ap42 = 4an+1 + bnt1 = dany1 — 4ay,

b. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, une expression de a,, en fonction de n 2 points

D’aprés la question précédente, (ay)nen+ est une suite récurrentes linéaire d’ordre 2, on étudie donc 1’équation
caractéristique 22 — 4z +4 =0 < (x — 2)2 = 0 qui admet 2 pour seule racine

donc I(\, i) € R?,Vn € N* a,, = \2" + un2"

en particulier a1 = 2A+2u et ao = 4X+2 x 4pu =4\ + 8u

or, d’aprés c. a; =0 car by = 1, donc as = 4a; + b1 =1

1
A=—=
22X+2u=0 A= — = —
donc t2p o= H o PN K o 14
AN+8u=1 —4pu + 8u = 1 par substitution dp=1 p=-
1 1 1 4
donc Vn € Nya, = —— x 2" 4+ -n2" = — x 2"(n — 1) = 2" %(n — 1)
4 4 4
c. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression de b,, en fonction de n 1 point
Vn € N* b, 11 = —4a, donc pour tout n > 2, on a b, = —4a,_1
et donc b, = —4(n—1-1)2""12= —(n-2)22 x 2" 3 = —(n — 2)2"!
et on remarque que cette formule est encore valide pour n = 1, donc Vn € N* b, = —(n — 2)2n—1
4. Calculer A™ pour tout entier naturel n non nul. 1,5 points
En faisant le bilan de ce qui précéde, pour n € N*, A" = a,,A®> + b, A donc
2 0 0 2 1 0 0 1 2 0 0 2 2 0 0 2
5 2 2 1 11110 5 3 2 2 1 2 2 20
A" = (n—1)2"" —(n—2)2"~ =2""7|(n-1) —(n-2)
3 2 2 1 1 1 1 0 3 2 2 1 2 2 20
2 0 0 2 1 0 0 1 2 0 0 2 2 0 0 2
2 00 2 2n~t 0 0 2n~t
g [T 1 2 2 n-1 (n+1)2n=2 2=t on=l (p —1)2n2
n+1 2 2 n—1 (n+1)2n=2 2on=t 9n=l (p —1)2n2
2 00 2 2n~t 0 0 2n~t



Probléme 1

24 points

Le but de ce probléme est de calculer les puissances n'®™® d’une certaine matrice et d’appliquer ce calcul & un probléme de

probabilité

Partie A - étude matricielle

On définit les matrices A, B, P et @ par

4 3 3 3 2 0
1
A=1|4 3 6 B:EA P=14 -1 1 Q=
4.6 3 4 -1 -1

1. Calculer le produit matriciel PQ, que peut-on en déduire?

1l suffit de calculer : PQ =
3 2 0 2 2 2 3x24+2x8+0 3x24+2x%x(=3)+0
1
4 -1 1 59 8 -3 -3 =5 4x2—-1x8+0
4 -1 -1 0 11 -11 4x2—-1x8+0
6+ 16 6—6 6—6 22 0 0 1 0 0
1 1
doncPQzﬁ §-8 8+3+11 8+3-11[=5510 22 0|=]0 1 0 =13
8§—-8 8+3—-11 8+3+11 0O 0 22 0 0 1

donc P est inversible et Q = P~ 1

2. Déterminer la matrice D telle que D = P~1AP

Calculons (sachant que P! = Q)

2 2 2
BY) 8§ -3 -3
0 11 -11
1,5 points

3x2+2x(=3)+0
4x2—-1x(=3)+1x11 4x2-1x(=3)+1x(-11)
4x2—-1x(=3)—1x11 4x2—-1x(=3)—1x(-11)

1,5 points

04+11x6-11x3

24(1— 1)
0-3-3x(-1)
0-33x1+33x(~1)

2 2 2 4 3 3 2Xx4+2x4+2%x4 2x34+2%x34+2%x6 2x34+2x64+2x%x3
1 1
P‘lAzﬁ 8 3 —3|[[43 6]=57[8x4-3x4-3x4 8x3-3x3-3x6 8x3-3x6-3x3
0 11 —-11)\4 6 3 04+11x4—11x4 0+11x3—-11x6
8+8+8 6+6+12 6+12+6 24 24 24
1 1
donc P71A = — — 12— —9— —18—9| == -3 _
onc 53 [32-12-12 24-9-18 24-18-9 57 | 8 3 -3
44 — 44 33 — 66 66 — 33 0 -33 33
donc P~1AP =
24 24 24\ [3 2 0 24(3 + 4+ 4) 24(2—1-1)
1
3|8 3 3|4 -1 1 [=558x3-3x4-3x4 8x2-3x(-1)=3x(-1)
0 -33 33/ \4 —1 -1 0-33x4+33x4 0—33x(—1)+33x(—1)
24 x 11 0 0 12x2x11 0 0
1 1
doncP‘lAPzﬁ 24-12-12 16+3+3 0-3+3| =55 0 2 0 | =
0 0 —33-33 0 0 —66

3. Montrer que A = PDP !

On déduit de la question précédente que PD = PP™YAP = [3AP = AP
et donc PDP™' = APP ' = AL, = A
4. Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, on a : A® = PD"P~!
Pour n € N, on définit I'assertion P(n) : A" = PD"P~!
Initialisation : P(0) est vraie < A° = PD'P~! & I3 = P3P~ = PP~ ' = I3
donc P(0) est vraie
Hérédité : soit n € N, supposons P(n) vraie
donc par hypothése A = PD"P~!
donc A" = A" x A= PD"P~'PDP ' = PD"[,DP ' = PD"DP~! = ppnrtip-1
donc P(n + 1) est vraie
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. A" = PD"P~!

12 0 0
0 1 0|=D
0 0 -3
1 point
1,5 points



5. Pour n € N, déterminer ’expression de la matrice A™ en fonction de n 2 points

On va utiliser la relation démontrée ci-dessus : A™ = PD™P~!. Tout d’abord, par propriété sur les matrices diagonales,

2" 0 0 12" 0 0 3 2 0\ ([127 0 o0 2 2 2
D=0 1 0 |[=]0 1 o0 |[domcA"=[4 -1 1 0 1 0 % 8 -3 -3
0 0 (=3)" 0 0 (=3)" 4 -1 -1/ \o o0 (3" 0 11 -11

3x 12" 2 0 2 2 2

ooan L
soit A" = 55 | 4x 12" -1 (=3)" 8 -3 -3
4x12" -1 —(=3)" 0 11 -11

Ix12"x24+2x840 3x12" x2+4+2x(=3)+0 3x12" x242x(=3)+0
A":% 4x12" x2—-1x840 4x12"x2—-1x(=3)+(=3)" x11 4x12"x2—-1x(=3)+(-3)" x (—11)
4x12" x2—-1x840 4x12"x2—-1x(=3)—(=3)" x11 4x12"x2—-1x(=3)—(-3)" x (-11)
6 x 12" 416 6 x 12" — 6 6 x 12" — 6
A"zﬁx% 8x 12" =8 8x 12" +3+11(=3)" 8x 12" +3 — 11(-3)"
8x 12" —8 8x12"+3—11(—3)" 8x 12"+ 3+ 11(—3)"
3x 12" +8 3x12" -3 3x 12" -3
A":% 4x 12" — 4 4x12"+g+%(—3)" 4x12”+g—1—21(—3)”
4% 12" — 4 4x12"+g—%(73)" 4x12”+g+1—21(73)”
. Exprimer B" en fonction de A" 0,5 point

Par définition B — %A donc B" = < ! A) _ ( ! > A — L gn

12 12 127
. En déduire que, pour tout nombre entier naturel n : 2,5 points
3 8 1 3 3 1 3 3 1
— 4+ =X — — - — X — — — — X —
11 11 127 11 11 127 11 11 127
. 4 4 1 4+3><1+1>< 1”4+3X1 1 "

B = 1 11 127 11 22 12n 2 4 1 22 1270 2 4
4 4 1 4 3 11 n" 4 3 11 "
— = — X — — 4 —X-— —=X|—= — =X — F+ =X |-
1 11 127 11 22 12n 2 4 1 22 127 2 4

D’apres les deux questions précédentes :

3% 12" + 8 3% 12" — 3 3% 12" — 3
11 311 311
no Lo L ax19m—a ax19n 424 (23) Ax 120+ S (=3
R I A SR N
Ax12"—4 4x 12742 - S (23)" 4x 12"+ > 4 —(—3)"
1 X X 1—1—2 2( ) X +2+12( )
?(3“2 +8) 1 @(3“32 fl?l,) 1 ﬁ(3x132 fl?l,)
1
o Ll ax12n ) — (4x127 4+ 24— (—3)") — [4x12n+ 2 (3
B"=— | a4 ) (A1t 5T o (125 - 5 (59)
1 1 311 1 311
— Ax12"—4) — (4x12" 42— (3 — (4x 12+ 2 (=3
Ton (4 ) (g ()T g (412 g 4 5 (53)
3x12" 8 3x12" 3 3x12" 3
127 1on 127 127 127 127
o1 |ax1r 1 4x12r 30 1 11 (-3)" 4x12r 3 1 11 (-3)
B'=— | - ST 0 i -
| 120 "12r 1 21 T i 12n T2 T T2 X T
A 44 31 il (S axie 31 11 (=3
T L e A R T g 2T I
Poe o P L T
pro Llao 2 ai2e p (2] a4k — (22} e S (L3 (L
11 127 2 1n 2 1 2 X 1n 2 1 Ton B 1
4 111 1\" 111 1\"
PR 4+gx——x<—> 4*; —+—><<—>



1 54 8 1 3 1 5 3
11 127 11 127 11 127
Bn L, 4 1 4+3 1 1 \" 1 it 1 1 "
= | — — — - X =+ =X |—= — - X = = — X | —=
11 127 11 127 2 4 11 127 2 4
1 A 4 1 4+3><1 11>< 1\" 1 4+3><1+11>< n\"
11 127 11 27127 2 4 11 27 12n 2 4
3.8 33 33
11 11 x 127 11 11 x 127 11 11 x 127
. 4 4 4+3X1+11X1"4+3X1 11X1"
BY=111 "Tixi2n 11 11x2 127  11x2 4 11  11x2 7127 11x2 4
4 4 3 1 11 \" 4 3 1 11 n\"
4—— —Ft X — = — X | == —F — X —+ — X | ==
127 11  11x2 7127 11x2 4 11  11x2 7127  11x2 4
3 8 1 3 3 1 3 3 1
— + — X — — — — X — — — — X —
11 11 7 127 11 117 127 N 11 117 127 N
. 4 4><1 4+3><1+1>< 1 4+3><1 1>< 1
BU=171 " 11 12" 11" 22 12" "2 4 11 227 127 2 4
4 4 1 4 3 1 1 1\" 4 3 1 1 1\"
—— — X— —+ —=X-— ==X |—= —F+ =X —+=x|—-
11 117127 11 227 12n 2 4 11 227 127 2 4

Partie II - calculs de probabilités

Un distributeur de jouets distingue trois catégories de jouets :
e T : les jouets traditionnels

e M : les jouets liés a la mode inspirés directement d’un livre, un film ... ;
e S : les jouets scientifiques vulgarisant une technique récente.

Il estime que

(i) Le client qui a acheté un jouet traditionnel une année pour Noél choisira, ’année suivante, un jouet de I'une des trois
catégories avec une équiprobabilité ;

1
(ii) Le client qui a acheté un jouet inspiré par la mode optera 'année suivante pour un jouet T avec la probabilité T pour

1 1
un jouet M avec la probabilité vk pour un jouet S avec la probabilité —;

1
(iii) Le client qui a acheté un jouet inspiré par la science optera I’année suivante pour un jouet 7" avec la probabilité —, pour

1 1
un jouet M avec la probabilité > pour un jouet S avec la probabilité —

45
Au départ, le volume des ventes de ce commercant se compose d’une part py = 100 de jouets de la catégorie 7', d’'une part

25 30
qo = 100 de jouets de la catégorie M et d’une part rg = 100 de jouets de la catégorie S
On note :

e T, I'événement « le client achéte un jouet de la catégorie T pour le Noél de ’année n » ;
o M, D’événement « le client achéte un jouet de la catégorie M pour le Noél de ’année n » ;
e S, ’événement « le client achéte un jouet de la catégorie S pour le Noél de ’année n »

On désigne par p,, q, et r,, les probabilités respectives des événements T,,, M., S,

1. Justifier que (T, M,,, S,,) forme un systéme complet d’événements. 1 point

L’ensemble (T}, M,, S,,) forme un systéme complet d’événements car T,,, M, S, sont trois événements incompatibles
deux & deux et leur réunion décrit bien I'univers des possibles (on ne distingue que trois catégories de jouets ici).

1 1 1
2. Montrer que, pour tout n € N, p,11 = gpn + an + ZT" 1,5 points

Comme (75, M,,, S,,) forme un systéme complet d’événements, on peut appliquer la formule des probabilités totales :
P(Tnt1) = P(T0) Pr, (Tot1) + P(My) Pag,, (Tos1) + P(Sn) Ps,, (Tnt1)
et d’apreés les notations de I’énoncé P(T),) = p,, donc P(Ty+1) = pn+1, P(My,) = gn et P(S,,) = ry, de plus Pr, (Th41) =

1 1
3 (d’apres ’hypothése (1)), P, (Th+1) = 1 (d’apres ’hypothese (ii)) et Ps, (Th41) =

1
=1 (d’aprés I’hypotheése (iii)

d’o Lt Lgn 41
ou pp, = 5Pn “4n “I'n
Pn+1 3p 4q 47"

3. De méme exprimer, pour tout n € N, g,+1 et 7,41 en fonction de p,, g, et r, 2 points
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En appliquant & nouveau la formule des probabilités totales, on trouve :
P(MnJrl) = P(Tn)PTn (Mn+1) + P(Mn)PMn (MnJrl) + P(Sn)PSn (MnJrl) et,
P(Sn11) = P(T5)Pr, (Snt1) + P(My) P, (Sn+1) + P(Sn) Ps,, (Snt1)

1 . 1 1 N
or Pr,(Mp+1) = Pr, (Sp41) = 3 (hypothese (1)), Par, (Mp+1) = 1 et Pur, (Snt1) = 3 (hypothese (ii))
1 1
et Psn (Mn+1) = 5 et Psn (Mn-‘,-l) = Z(hypothése (111))
- 1 1 1 1 1 1
d’ott gni1 = gpn =+ an + §Tn et gny1 = gpn + 5‘]71 + ZTn
Pn+1 Pn
. Montrer que, pour tout n € N,ona: | g, | = B | ¢, | (B étant la matrice définie dans la partie I).
Tn+1 Tn
Par définition de B,
4 3 3
B _ Lty _ L, 1, |4 3 6
r r 4 6 3 r 4p,, + 6qy,, + 37 = - il
' ! ! o PR
R . ) . 4 1 3 1 6
d’aprés les relations trouvées aux questions 2. et 3. et car — = -, — = — et — = —
12 3'12 4 12 2
Pn Do
. Montrer que, pour tout n € N, | ¢,, | = B" | ¢o
Tn To
Pn Po
Par récurrence, évidemment ! Pour n € N, on définit I'assertion Q(n) : | ¢, | = B" | qo
Tn To
Po Po Po Po Po bo
Initiation : Q(O) est vraie < q | = B ol =] = I3 Gol<=lw]l =19
To To To To To To
ce qui est vrai, donc Q(0) est vraie
Heérédité : soit n € N, supposons que Q(n) est vraie
Pn+1 Pn Pn Po
d’aprés la question précédente | ¢, | = B | ¢, | et par hypothése de récurrence, | ¢, | = B" | qo
Tn+1 Tn Tn To

Dn+1 Po Do
donc | gui1 | =BB" | qo | = B"™ | qo | cest-a-dire que Q(n + 1) est vraie, d’oti I'hérédité

Tn+1 To To
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, Q(n) est vraie.

. Exprimer, pour tout n € N, p,,, ¢, et r, en fonction de n

1 point

pn+1
Qn-i—l

Tn+1

1 point

2 points

1l s’agit d’expliciter le résultat de la question précédente grace a ’expression de la matrice B" trouvée a la question

0
A.7 et sachant que d’aprés les hypothéses de I’énoncé, py = 100’ qo = 100 et rg = 100’ on trouve alors :
3 8 1 3 3 1 3 3 1 45
— 4 — X — — = — X — — = — X — Bl
Dn 1 11 127 11 11 12 n 11 11 12 n 100
4 4><1 4_’_3><1+1>< 1 4+3><1 1>< 1 25
n [ = 111 117127 11 227 127 2 4 1 22 12 2 4 100
- 4 4 y 1 4 3 y 1 1 o 1\" 4 n 3 y 1 n 1 y " 30
11 1 127 11 22 12 2 4 1 22 127 2 4 100
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donc

donc

Pn
dn

T'n

donc

H 3 8 Ly, /3 3 1), 30703
Pn 100 11" 127 100 \11 11 = 12» 00 \ 11
_ |4 (a4 1N 2504 3 1 1 1"+30 4
@~ 1100 117120 ) T100 \11 T 22 “12n T2 4 100 \ 11
n 45 4 4 1 +25 4+3 o1 1"+30 4+
100 115 127) T100\11 22 C 12 2 4 100 \ 11
45 25 30\ 3  45x8-25x3-30x3
Pn 100~ 100 ~ 100 100 x 11 x 127
- 45 25 30 i+(745)x8+3><25+3x30 25 30 lx
] 100 100 100/ 11 100 x 22 x 127 100 100/ 2
n 45 25 30 i+(745)x8+3x25+3><30+ 25 ﬂ 1
100 100 100/ 11 100 x 22 x 127 100 100 2
3 195
100 x 11 x 127 220><12n
4 195 5 1 \" 4 39
11 100 x 22 x 127 100 ~ 2 4 440 x 120 4
S U B IV SO A A 4 L+_ ,1
11 100 x 22 x 12~ 100 ~ 2 4 440 x 12n
3,39 4 39 1 ,1”et 439 L
Prn= 11 T 220% 127" T 11 T 10 x 127 40 1 =7 440><12n M)

. Quelles parts a long terme les trois catégories de jouets représenteront-elles dans la vente 7

1 1 1\"
_7_X —_—
127 2 4
1 +1>< 1\"
127 2 4

n

’fl

car 195 =39 x 5

1 n
Comme 12" — 400 et (Z) — 0 (formes géométriques : ¢" avec respectivement |g| > 1 et |q| < 1)

alors

par opérations p,, — Tl

yqn —

4
—etr, —

11 11

4
les jouets liés & la mode 11 de méme que les jouets scientifiques.

. Avec Python, que font les programmes suivants ?

a.

Premier programme :

import numpy.random as rd

def tirage_jouet ()
a=rd.randint (1,101)
if a<=45:
return 1
elif a>70:
return 3
else:
return 2

. Deuxiéme programme :

x=tirage_jouet ()

n=1
while x<3:
if x==1:

x=rd.randint (1,4)
else :
r=rd.randint (1,5)
if r==1:
x=1
elif r==2:
x=2
else :
x=3
n=n+1
print (n)

oy

1,5 points

N . ", . 3
donc a terme, les jouets traditionnels représentent Tl des ventes,

1,5 points

Ce premier programme modélise le tirage aléatoire d’un jouet parmi les trois

catégories & 'instant 0. Le résultat 1 représente un jouet traditionnel qui aura
une probabilité d’étre tiré de 0,45 puisque la fonction randint renverra ici un
nombre aléatoire entre 1 et 100 de maniére équiprobable. De méme, le résultat
2 représente un jouet lié & la mode qui aura une probabilité d’étre tiré de 0,25
et le résultat 3 représente un jouet scientifique qui aura une probabilité d’étre

tiré de 0,3

2 points

Ce programme simule une succession de tirages parmi les jouets avec les probabilités
de ’énoncé, et renvoie le numéro du tirage pour lequel un jouet scientifique (représenté
par le 3) a été obtenu pour la premiére fois.
De maniére chronologique, le programme commence par un premier tirage aléatoire
grace a la fonction définie précédemment et il initialise & 1 le compteur de tirage (qui
correspond a la variable n).
Ensuite la boucle while permet de modéliser I'expérience « jusqu’au » premier tirage
d’un jouet scientifique. Dans la boucle, c’est-a-dire tant que la condition n’est pas réali-
sée, si le tirage valait 1 (ce qui correspond & un jouet traditionnel) alors le rang (’année)
suivant(e) un jouet peut-étre tiré dans chacune des trois catégories avec équiprobabilité
d’ou l'utilisation de rd.randint(1,4) qui donner 1,2 ou 3 de maniére équiprobable.

Si le tirage valait 2 (ce qui correspond & un jouet lié¢ & la mode) alors le rang (I’année)
suivant(e) un jouet peut-étre tiré dans chacune des trois catégories avec des probabili-
tés différentes, d’ou I'utilisation de rd.randint (1,4) car les résultats 1 et 2 ne doivent

sortir qu’une fois sur 4 dans ce cas (et le résultat 3 une fois sur 2).
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