
ECG 1a - Lyée La Pérouse - Kerihen Mathématiques DS n°5 - 16 mars 2024Corrigé Total sur 71 pointsExerie 1 - vrai ou faux 5 points - 1 point par questionIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses en justi�ant la réponse.a) Une fontion ontinue est bijetiveFaux, la fontion arré par exemple est ontinue (polynomiale) mais pas bijetive ar f(−1) = f(1)b) Soit la fontion f dé�nie par f(x) = 


√
x si 0 6 x 6 1

1 + e
1

1−x si x > 1
alors f est ontinue sur R+C'est vrai, f est ontinue sur [0, 1] et sur ]1,+∞[, il faut étudier la ontinuité en 1 :d'une part lim

x→1−
f(x) =

√
1 = 1 = f(1) don f est ontinue à gauhede plus lim

x→1+
1 − x = 0− don lim

x→1+

1

1− x
= −∞ et lim

X→−∞

eX = 0 don par omposition lim
x→1+

e
1

1−x = 0 et don
lim

x→1+
f(x) = 1 = f(1) don f est ontinue à droite, don f est ontinue en 1, don f est ontinue) Soit A la matrie A =





3 0

2 1



, alors An =





3n 0

2n 1



C'est faux, on peut le montrer ave A2 =





9 0

8 1



d) La série ∑
n>0

n3 − 4

n2 + 11
est divergente.C'est vrai, elle est même grossièrement divergente puisque n3 − 4

n2 + 11
=

n3

n2
× 1− 4

n3

1 + 11

n2

= n× 1− 4

n3

1 + 11

n2et don lim
n→+∞

n3 − 4

n2 + 11
= +∞ par opérations ar lim

n→+∞

,
4

n3
= 0, lim

n→+∞

11

n2
= 0 et don 1− 4

n3

1 + 11

n2

→ 1e) Sahant que la série ∑
n>1

1

n2
onverge, alors la série ∑

n>1

1

n2 + 1
onverge.C'est vrai, ar il s'agit de séries à termes positifs, de plus ∑

n>1

1

n2
onverge et ∀n ∈ N, n2

6 n2 + 1 ⇒ 1

n2 + 1
6

1

n2
(lafontion inverse étant déroissante sur ]0,+∞[), d'où le résultat par théorème de omparaison.
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Exerie 2 - ontinuité, limites de fontions et séries 8 points1. La fontion f dé�nie par f(x) = 




|x− 1| si x 6 −1

1− x2

x+ 1
si x > −1

est-elle ontinue ? 2 points
f est ontinue sur ]−∞, 1] et sur ]1,+∞[, respetivement, omme omposée de fontions ontinues et omme quotientde fontions ontinues, il faut don étudier la ontinuité en 1 :d'une part lim

x→1−
f(x) = |− 1− 1| = |− 2| = 2 = f(−1) par ontinuité de la fontion valeur absolue, don f est ontinueà gauhe en 1de plus 1− x2

x+ 1
=

(1− x)(1 + x)

x+ 1
= 1− x don lim

x→−1+

1− x2

x+ 1
= lim

x→−1+
1− x = 2 = f(−1) don f est ontinue à droiteen 1, don f est ontinue en 1, don f est ontinue sur R2. Déterminer les limites suivantesa. lim

x→+∞

e3x − x

e2x + 1
1,5 pointsOn fatorise par les termes prépondérants : e3x au numérateur et e2x au dénominateur :

e3x − x

e2x + 1
=

e3x
(

1− x
e3x

)

e2x
(

1 + 1

e2x

) =
e3x

e2x
× 1− x

e3x

1 + 1

e2x

= ex × 1− x
e3x

1 + 1

e2xor lim
x→+∞

x

e3x
= 0 par roissanes omparées et lim

x→+∞

1

e2x
= 0 (limite usuelle) don, par opérations, lim

x→+∞

1− x
e3x

1 + 1

e2x

=

1− 0

1 + 0
= 1 et omme lim

x→+∞

x

ex
= +∞ on trouve �nalement par produit lim

x→+∞

e3x − x

e2x + 1
= lim

x→+∞

ex× 1− x
e3x

1 + 1

e2x

= +∞b. lim
x→−3

(x+ 3) ln(x+ 3) 1 point
lim

x→−3
(x+ 3) = 0 et par roissanes omparées lim

x→0
X ln(X) = 0don par omposition (X = x+ 3), lim

x→−3
(x+ 3) ln(x+ 3) = 03. Déterminer si les séries suivantes sont onvergentes et si oui aluler leur(s) somme(s)a. ∑

n>1

3n−1

2× 5n
2 pointsOn va se ramener à une série géométrique, pour ela on passe par les sommes partielles :pour n ∈ N

∗,

n
∑

k=1

3k−1

2× 5k
=

n
∑

k=1

1

2× 3
× 3k

5k
=

1

6

n
∑

k=1

(

3

5

)kor n
∑

k=1

(

3

5

)k

=

n
∑

k=0

(

3

5

)k

− 1 et n
∑

k=0

(

3

5

)k est une série géométrique onvergente (ar |q| = 3

5
< 1)de plus +∞

∑

k=0

(

3

5

)k

=
1

1− 3

5

=
1
2

5

=
5

2don n
∑

k=1

(

3

5

)k est une série onvergente et +∞
∑

k=1

(

3

5

)k

=

+∞
∑

k=0

(

3

5

)k

− 1 =
5

2
− 1 =

3

2don ∑
n>1

3n−1

2× 5n
est une série onvergente et +∞

∑

n=1

3n−1

2× 5n
=

1

6
× 3

2
=

1

4b. ∑
n>1

ln

(

n+ 1

n

) 1,5 pointsComme ∀n ∈ N
∗, ln

(

n+ 1

n

)

= ln(n+1)− ln(n) par propriété du logarithme, la série∑
n>1

ln

(

n+ 1

n

) s'érit alors
∑

n>1

(ln(n+ 1)− ln(n)) qui est une série télesopique, elle est don de même nature que la suite (ln(n))n∈N qui estdivergenteplus préisément, en étudiant les sommes partielles, pour n ∈ N
∗,

n
∑

k=1

ln

(

k + 1

k

)

=

n
∑

k=1

(ln(k + 1) − ln(k)) =

ln(n+ 1)− ln(1) = ln(n+ 1) par télesopageor lim
n→+∞

ln(n+ 1) = +∞ don n
∑

k=1

ln

(

k + 1

k

) diverge vers +∞2



Exerie 3 23 points1. On donne : 0, 69 < ln(2) < 0, 70 On onsidère l'appliation g :
]0,+∞[ → R

x 7→ x2 + ln(x)a. Montrer que g est ontinue. 0,5 point
g est ontinue en tant que somme de fontions usuelles ontinues (la fontion arré et la fontion ln).b. Etudier les variations de g en préisant les limites aux extrémités de son ensemble de dé�nition. 1,5 points
∀x ∈]0,+∞[, g′(x) = 2x +

1

x
, de fait g′(x) > 0 (opérations ave des termes stritement positifs) don g eststritement roissante sur ]0,+∞[de plus d'après les limites usuelles, lim

x→0
ln(x) = −∞, lim

x→+∞

ln(x) = +∞ et lim
x→+∞

x2 = +∞et lim
x→0

x2 = 0 (par ontinuité de la fontion arré) don d'une part par addition lim
x→0

g(x) = −∞et d'autre part par addition enore lim
x→+∞

g(x) = +∞. Montrer que l'équation g(x) = 0 (d'inonnue x ∈]0,+∞[), admet une solution et une seule. 1 pointOn note α l'unique solution de ette équation.D'après les questions préédentes, g est ontinue et stritement roissante sur ]0,+∞[, don d'après le théorème dela bijetion, g réalise une bijetion de ]0,+∞[ sur ] lim
x→0

g(x), lim
x→+∞

g(x)[ i.e. sur R d'après la question préédenteor 0 ∈ R, don 0 admet un unique antéédent par la fontion g, i.e. l'équation g(x) = 0 admet une unique solution.d. Montrer que 1

2
< α < 1 1,5 points

g

(

1

2

)

=

(

1

2

)2

+ ln

(

1

2

)

=
1

4
− ln(2) < 0 d'après l'enadrement de ln(2) donnée par l'énoné (ln(2) > 0, 69 >

1

4
)par ailleurs g(1) = 12 + ln(1) = 1 > 0don d'après le théorème des valeurs intermédiaires (g est toujours ontinue), l'équation g(x) = 0 admet unesolution sur [1

2
, 1

] et même sur ]1
2
, 1

[ ar g(1

2

)

6= 0 et g(1) 6= 0or d'après la question préédente, ette équation admet une unique solution α sur ]0,+∞[, don α ∈
]

1

2
, 1

[Option B (la réiproque) : le alul de g

(

1

2

) et g(1) permet d'érire g(1

2

)

< 0 < g(1) i.e. g(1

2

)

< g(α) < g(1)or g est ontinue, stritement roissante et bijetive, don par propriété, sa réiproque g−1 est également ontinueet stritement roissante. De fait on peut omposer l'inégalité par g−1 en onservant son sens :
g−1

(

g

(

1

2

))

< g−1 (g(α)) < g−1 (g(1)) i.e. 1
2
< α < 1 ar g−1 ◦ g =ide. En utilisant la méthode par dihotomie, érire un programme ave Python quipermet de aluler une valeur approhée de α à 10−3 près. 2 pointsf. Déterminer l'équation de la tangente à Cg, la ourbe représentative de g, aupoint d'absisse 1 1 pointL'équation de la tangente est y = g′(1)(x−1)+g(1) = 3(x−1)+1 i.e. y = 3x−2ar g′(1) = 2× 1 +

1

1
= 3 et g(1) = 1

import numpy as np

a = 1/2

b = 1

while b-a >10**( -3) :

c = (a + b) / 2

if (c**2 +np.log (c)) <0 :

a=c

else :

b=c

print (c, "est une valeur

approchée de alpha à

0 ,0001 près")
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g. Représenter graphiquement Cg 2 pointsOn pourra utiliser les éléments préédents et raisonner sur la prépondérane des termesen 0 et en +∞ pour représenter son allure.Comme nous l'avons vu plus haut ave les limites, en 0, ln(x) tend vers −∞ alors que x2tend vers 0, la ourbe de g va don être semblable à elle de ln quand x tend vers 0en +∞, les deux termes tendent vers +∞ mais omme x2 est prépondérant sur ln(x), laourbe de g va se rapproher de la ourbe de la fontion arré (on peut aussi remarquerque pour x > 1, g(x) > x2). Par aileurs, g(2) = 4 + ln(2) ≃ 4, 7 d'après l'énonépar ailleurs, la tangente dont on a alulé l'équation à la question préédente nous permetd'améliorer la préision du traé.h. Ave Python, érire un programme qui repré-sente la fontion g sur un intervalle au hoix(hoix que l'on justi�era). 1,5 pointsOn ommene par dé�nir la fontion g, puison la représente ave 100 points sur l'intervalle
]0, 1; 10[ ar g n'est pas dé�nie en 0

import numpy as np

import matplotlib . pyplot as plt

def g(x):

return x**2+ np.log (x)

x=np. linspace (0.1 ,10 ,100)

y=g(x)

plt .plot(x,y)

plt .show ()

012
345
-1-2-3

1 2 x

y

Cg

T1

b

b

2. On note I =

[

1

2
, 1

] et on onsidère l'appliation f :
I → R

x 7→ x− 1

4
x2 − 1

4
ln(x)a. Montrer que f est stritement roissante sur I 2 points

∀x ∈
[

1

2
, 1

]

, f ′(x) = 1− 1

4
× 2x− 1

4
× 1

x
=

4x− 2x2 − 1

4x
x > 0 don f ′(x) est du signe du trin�me −2x2 + 4x− 1 dont le disriminant vaut ∆ = 16− 4× (−2)× (−1) = 8e trin�me admet don deux raines : x1 =

−4 +
√
8

2× (−2)
= 1−

√
4
√
2

4
= 1−

√
2

2
et de même x2 = 1 +

√
2

2
−2x2 + 4x − 1 est don stritement positif entre les raines (a = −2 < 0) i.e sur ]x1, x2[ et don a fortiori sur
I =

[

1

2
, 1

], en e�et √2 > 1 ⇒
√
2

2
>

1

2
⇒ −

√
2

2
< −1

2
⇒ 1−

√
2

2
<

1

2
et de manière évidente x2 > 1don (x > 0) ∀x ∈ I,

4x− 2x2 − 1

4x
> 0 i.e. f ′(x) > 0 don f est stritement roissante sur Ib. En utilisant question 1., étudier le signe de f(x)− x sur I 1 pointSoit x ∈ I alors f(x)− x = −1

4
x2 − 1

4
ln(x) = −1

4
(x2 + ln(x)) = −1

4
g(x)don f est de signe opposé à elui de gor d'après l'étude de g, g(x) est négatif sur [1

2
, α

] et positif sur [α, 1]don f(x)− x est positif sur [1
2
, α

] et négatif sur [α, 1] (et même stritement si on exlut α des intervalles).. Justi�er que 1

2
< f

(

1

2

)

< f(1) < 1 1,5 pointsPar dé�nition de f, f

(

1

2

)

=
1

2
− 1

4

(

(

1

2

)2

− ln

(

1

2

)

)

=
1

2
− 1

4

(

1

4
− ln(2)

)

=
1

2
+

1

4

(

ln(2)− 1

4

)or d'après l'enadrement de ln(2) donné par l'énoné ln(2)− 1

4
> 0 et don 1

2
+
1

4

(

ln(2)− 1

4

)

>
1

2
i.e. f (1

2

)

>
1

2de plus f(1) = 1− 1

4
× 12 − 1

4
ln(1) = 1− 1

4
=

3

4
< 1de plus f est stritement roissante sur I d'où f

(

1

2

)

< f(1) don �nalement 1

2
< f

(

1

2

)

< f(1) < 1Nota bene : on aurait aussi pu utiliser la question préédente (et la strite roissane) : f

(

1

2

)

− 1

2
> 0 et

f(1)− 1 < 0d. En déduire que ∀x ∈ I, f(x) ∈ I 1 point
f est stritement roissante sur I don ∀x ∈ I, f

(

1

2

)

6 f(x) 6 f(1)4



et d'après la question préédente, f (1

2

)

>
1

2
et f(1) < 1 don ∀x ∈ I,

1

2
6 f(x) 6 1, i.e. f(x) ∈ I3. On onsidère la suite réelle (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et pour tout n ∈ N, un+1 = f(un)a. Caluler u1 0,5 pointPar dé�nition, u1 = f(u0) = f(1) ar u0 = 1 don u1 =

3

4
(f(1) a été alulé plus haut)b. Montrer que ∀n ∈ N, un ∈ I 1 pointDu grand lassique, par réurrene ! Pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un ∈ IInitialisation : u0 = 1 don u0 ∈ I =

[

1

2
, 1

] don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse un ∈ I don d'après 2.d. f(un) ∈ I, i.e. un+1 ∈ Idon P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un ∈ I. Montrer par réurrene que la suite (un)n∈N est déroissante. 1 pointPour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un+1 6 unInitialisation : u0 = 1 et u1 =
3

4
don u1 6 u0, i.e. P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse un+1 6 un ave un ∈ I et un+1 ∈ I, don f(un+1) 6 f(un) ar f est roissante sur Ii.e. un+2 6 un+1 ar f(un) = un+1 et f(un+1) = un+2, i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. (un)n∈N est déroissante.d. Montrer que la suite (un)n∈N onverge vers un réel ℓ tel que ℓ ∈ I et f(ℓ) = ℓ 1,5 points

(un)n∈N est déroissante et minorée (par 0 par exemple), don d'après le théorème de la limite monotone, (un)n∈Nonverge vers un réel ℓde plus ∀n ∈ N, un ∈ I =

[

1

2
, 1

]

, don ℓ ∈ I par passage à la limite dans les inégalités, de plus par propriété
un+1 → ℓ et f(un) → f(ℓ) ar f est ontinue sur Ior f(un) = un+1 don par uniité de la limite f(ℓ) = ℓe. En déduire que la suite (un)n∈N onverge vers le réel α 1 pointSoit x ∈ I, d'après la question 2.b., f(x) = x ⇔ f(x)− x = 0 ⇔ g(x) = 0or d'après 1.. g(x) = 0 ⇔ x = α don f(x) = x ⇔ x = αomme f(ℓ) = ℓ, on en déduit que ℓ = α ('est la seule possibilité pour ℓ)f. Ave Python, érire un programme qui alule les 101 premiers termes de la suite et qui les représente graphique-ment.1,5 points
import numpy as np

u=[1] #on créée une liste pour pouvoir représenter les termes ensuite

for n in range (1 ,101) :

u. append (u[n -1] -1/4*( u[n -1]**2+ np.log (u[n -1]))) # on calcule u(n) en fonction du

précédent et on complète la liste

import matplotlib . pyplot as plt

plt .plot (u,’+’)

plt .show ()
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Exerie 4 12 pointsOn onsidère la matrie A =

















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

















et les matries U1 =

















−1

1

0

1

















, U2 =

















0

−1

1

0

















, U3 =

















0

1

1

0

















U4 =

















1

0

0

1















1. Caluls matriielsa. Caluler AU1 et AU2 1 point
AU1 =

















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

































−1

1

0

1

















=

















−1 + 0 + 0 + 1

−1 + 1 + 0 + 0

−1 + 1 + 0 + 0

−1 + 0 + 0 + 1

















=

















0

0

0

0

















= 04,1 et AU2 =

















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

































−1

1

0

1

















=

















0 + 0 + 0 + 0

0− 1 + 1 + 0

0− 1 + 1 + 0

0 + 0 + 0 + 0

















don
AU2 = 04,1 égalementb. Caluler AU3, respetivement AU4, et exprimer le résultat en fontion de U3, respetivement U3 et U4 1,5 points
AU3 =

















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

































0

1

1

0

















=

















0 + 0 + 0 + 0

0 + 1 + 1 + 0

0 + 1 + 1 + 0

0 + 0 + 0 + 0

















=

















0

2

2

0

















= 2

















0

1

1

0

















= 2U3 et
AU4 =

















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

































1

0

0

1

















=

















1 + 0 + 0 + 1

1 + 0 + 0 + 0

1 + 0 + 0 + 0

1 + 0 + 0 + 1

















=

















2

1

1

2

















=

















0

1

1

0

















+

















2

0

0

2

















=

















0

1

1

0

















+ 2

















1

0

0

1

















= U3 + 2U4

2. a. Caluler A2, A3, puis véri�er que A3 = 4A2 − 4A 1,5 pointsCalulons : A2 =
















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

































1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

















=

















1 + 0 + 0 + 1 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 + 0 1 + 0 + 0 + 1

1 + 1 + 1 + 0 0 + 1 + 1 + 0 0 + 1 + 1 + 0 1 + 0 + 0 + 0

1 + 1 + 1 + 0 0 + 1 + 1 + 0 0 + 1 + 1 + 0 1 + 0 + 0 + 0

1 + 0 + 0 + 1 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 + 0 1 + 0 + 0 + 1

















=

















2 0 0 2

3 2 2 1

3 2 2 1

2 0 0 2















puis A3 = A2 · A =
















2 0 0 2

3 2 2 1

3 2 2 1

2 0 0 2

































1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

















=

















2 + 0 + 0 + 2 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 + 0 2 + 0 + 0 + 2

3 + 2 + 2 + 1 0 + 2 + 2 + 0 0 + 2 + 2 + 0 3 + 0 + 0 + 1

3 + 2 + 2 + 1 0 + 2 + 2 + 0 0 + 2 + 2 + 0 3 + 0 + 0 + 1

2 + 0 + 0 + 2 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 + 0 2 + 0 + 0 + 2

















=

















4 0 0 4

8 4 4 4

8 4 4 4

4 0 0 4















Or 4A2−4A = 4

















2 0 0 2

3 2 2 1

3 2 2 1

2 0 0 2

















−4

















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

















=

















8 0 0 8

12 8 8 4

12 8 8 4

8 0 0 8

















−

















4 0 0 4

4 4 4 0

4 4 4 0

4 0 0 4

















=

















4 0 0 4

8 4 4 4

8 4 4 4

4 0 0 4

















= A3b. En déduire que A n'est pas inversible 1,5 pointsOn va le démontrer par l'absurde : supposons que A est inversiblealors on peut utiliser sa matrie inverse A−1 : A3 = 4A2 − 4A ⇒ A−1A3 = A−1(4A2 − 4A)i.e. A2 = 4A−1A2 − 4A−1A = 4A− 4I4 = 4(A− I4) e qui est faux ar6



A− I4 =

















0 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 0 0 0

















don 4(A− I4) =

















0 0 0 4

4 0 4 0

4 4 0 0

4 0 0 0

















6= A2. Montrer par réurrene que, pour tout entier naturel n non nul, il existe deux réels an et bn tels que
An = anA

2 + bnAvéri�ant, pour tout entier naturel n non nul, an+1 = 4an + bn et bn+1 = −4an 1,5 pointsPour n ∈ N
∗, on dé�nit P (n) : ∃(an, bn) ∈ R

2, An = anA
2 + bnAInitialisation : A1 = A = 0×A2 + 1×A don P (0) est vraie ave a1 = 0 et b1 = 1Hérédité : soit n ∈ N

∗, on suppose que P (n) est vraiepar dé�nition, An+1 = AAn don An+1 = A(anA
2 + bnA) par hypothèse,soit An+1 = anA×A2 + bnA×A = anA

3 + bnA
2or A3 = 4A2 − 4A don An+1 = an(4A

2 − 4A) + bnA
2 = (4an + bn)A

2 − 4anA = an+1A
2 + bn+1Ai.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'hérédité, de plus on a montré au passage que an+1 = 4an + bn et bn+1 = −4andon ∀n ∈ N

∗, P (n) est vraie, i.e. An = anA
2 + bnA est déroissante.3. a. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, an+2 = 4an+1 − 4an 0,5 pointD'après la question préédente, ∀n ∈ N

∗, an+1 = 4an + bn et bn+1 = −4andon pour an+2 = 4an+1 + bn+1 = 4an+1 − 4anb. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, une expression de an en fontion de n 2 pointsD'après la question préédente, (an)n∈N∗ est une suite réurrentes linéaire d'ordre 2, on étudie don l'équationaratéristique x2 − 4x+ 4 = 0 ⇔ (x − 2)2 = 0 qui admet 2 pour seule rainedon ∃(λ, µ) ∈ R
2, ∀n ∈ N

∗, an = λ2n + µn2nen partiulier a1 = 2λ+ 2µ et a2 = 4λ+ 2× 4µ = 4λ+ 8µor, d'après . a1 = 0 ar b1 = 1, don a2 = 4a1 + b1 = 1don {2λ+ 2µ = 0

4λ+ 8µ = 1
⇔
{

λ = −µ

−4µ+ 8µ = 1 par substitution ⇔
{

λ = −µ

4µ = 1
⇔











λ = −1

4

µ =
1

4don ∀n ∈ N, an = −1

4
× 2n +

1

4
n2n =

1

4
× 2n(n− 1) = 2n−2(n− 1). En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression de bn en fontion de n 1 point

∀n ∈ N
∗, bn+1 = −4an don pour tout n > 2, on a bn = −4an−1et don bn = −4(n− 1− 1)2n−1−2 = −(n− 2)22 × 2n−3 = −(n− 2)2n−1et on remarque que ette formule est enore valide pour n = 1, don ∀n ∈ N

∗, bn = −(n− 2)2n−14. Caluler An pour tout entier naturel n non nul. 1,5 pointsEn faisant le bilan de e qui préède, pour n ∈ N
∗, An = anA

2 + bnA don
An = (n−1)2n−2

















2 0 0 2

3 2 2 1

3 2 2 1

2 0 0 2

















−(n−2)2n−1

















1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 0 1

















= 2n−2

















(n− 1)

















2 0 0 2

3 2 2 1

3 2 2 1

2 0 0 2

















− (n− 2)

















2 0 0 2

2 2 2 0

2 2 2 0

2 0 0 2

































An = 2n−2

















2 0 0 2

n+ 1 2 2 n− 1

n+ 1 2 2 n− 1

2 0 0 2

















=

















2n−1 0 0 2n−1

(n+ 1)2n−2 2n−1 2n−1 (n− 1)2n−2

(n+ 1)2n−2 2n−1 2n−1 (n− 1)2n−2

2n−1 0 0 2n−1
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Problème 1 24 pointsLe but de e problème est de aluler les puissanes nième d'une ertaine matrie et d'appliquer e alul à un problème deprobabilitéPartie A - étude matriielleOn dé�nit les matries A,B, P et Q par
A =











4 3 3

4 3 6

4 6 3











B =
1

12
A P =











3 2 0

4 −1 1

4 −1 −1











Q =
1

22











2 2 2

8 −3 −3

0 11 −11









1. Caluler le produit matriiel PQ, que peut-on en déduire ? 1,5 pointsIl su�t de aluler : PQ =










3 2 0

4 −1 1

4 −1 −1











1

22











2 2 2

8 −3 −3

0 11 −11











=
1

22











3× 2 + 2× 8 + 0 3× 2 + 2× (−3) + 0 3× 2 + 2× (−3) + 0

4× 2− 1× 8 + 0 4× 2− 1× (−3) + 1× 11 4× 2− 1× (−3) + 1× (−11)

4× 2− 1× 8 + 0 4× 2− 1× (−3)− 1× 11 4× 2− 1× (−3)− 1× (−11)









don PQ =
1

22











6 + 16 6− 6 6− 6

8− 8 8 + 3 + 11 8 + 3− 11

8− 8 8 + 3− 11 8 + 3 + 11











=
1

22











22 0 0

0 22 0

0 0 22











=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











= I3don P est inversible et Q = P−12. Déterminer la matrie D telle que D = P−1AP 1,5 pointsCalulons (sahant que P−1 = Q) :
P−1A =

1

22











2 2 2

8 −3 −3

0 11 −11





















4 3 3

4 3 6

4 6 3











=
1

22











2× 4 + 2× 4 + 2× 4 2× 3 + 2× 3 + 2× 6 2× 3 + 2× 6 + 2× 3

8× 4− 3× 4− 3× 4 8× 3− 3× 3− 3× 6 8× 3− 3× 6− 3× 3

0 + 11× 4− 11× 4 0 + 11× 3− 11× 6 0 + 11× 6− 11× 3









don P−1A =
1

22











8 + 8 + 8 6 + 6 + 12 6 + 12 + 6

32− 12− 12 24− 9− 18 24− 18− 9

44− 44 33− 66 66− 33











=
1

22











24 24 24

8 −3 −3

0 −33 33









don P−1AP =

1

22











24 24 24

8 −3 −3

0 −33 33





















3 2 0

4 −1 1

4 −1 −1











=
1

22











24(3 + 4 + 4) 24(2− 1− 1) 24(1− 1)

8× 3− 3× 4− 3× 4 8× 2− 3× (−1)− 3× (−1) 0− 3− 3× (−1)

0− 33× 4 + 33× 4 0− 33× (−1) + 33× (−1) 0− 33× 1 + 33× (−1)









don P−1AP =
1

22











24× 11 0 0

24− 12− 12 16 + 3 + 3 0− 3 + 3

0 0 −33− 33











=
1

22











12× 2× 11 0 0

0 22 0

0 0 −66











=











12 0 0

0 1 0

0 0 −3











= D3. Montrer que A = PDP−1 1 pointOn déduit de la question préédente que PD = PP−1AP = I3AP = APet don PDP−1 = APP−1 = AI3 = A4. Montrer par réurrene que, pour tout nombre entier naturel n, on a : An = PDnP−1 1,5 pointsPour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : An = PDnP−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔ A0 = PD0P−1 ⇔ I3 = PI3P
−1 = PP−1 = I3don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraiedon par hypothèse An = PDnP−1don An+1 = An ×A = PDnP−1PDP−1 = PDnI3DP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1don P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. An = PDnP−18



5. Pour n ∈ N, déterminer l'expression de la matrie An en fontion de n 2 pointsOn va utiliser la relation démontrée i-dessus : An = PDnP−1. Tout d'abord, par propriété sur les matries diagonales,
Dn =











12n 0 0

0 1n 0

0 0 (−3)n











=











12n 0 0

0 1 0

0 0 (−3)n











don An =











3 2 0

4 −1 1

4 −1 −1





















12n 0 0

0 1 0

0 0 (−3)n











1

22











2 2 2

8 −3 −3

0 11 −11









soit An =
1

22











3× 12n 2 0

4× 12n −1 (−3)n

4× 12n −1 −(−3)n





















2 2 2

8 −3 −3

0 11 −11











An =
1

22











3× 12n × 2 + 2× 8 + 0 3× 12n × 2 + 2× (−3) + 0 3× 12n × 2 + 2× (−3) + 0

4× 12n × 2− 1× 8 + 0 4× 12n × 2− 1× (−3) + (−3)n × 11 4× 12n × 2− 1× (−3) + (−3)n × (−11)

4× 12n × 2− 1× 8 + 0 4× 12n × 2− 1× (−3)− (−3)n × 11 4× 12n × 2− 1× (−3)− (−3)n × (−11)











An =
1

11
× 1

2











6× 12n + 16 6× 12n − 6 6× 12n − 6

8× 12n − 8 8× 12n + 3 + 11(−3)n 8× 12n + 3− 11(−3)n

8× 12n − 8 8× 12n + 3− 11(−3)n 8× 12n + 3 + 11(−3)n











An =
1

11













3× 12n + 8 3× 12n − 3 3× 12n − 3

4× 12n − 4 4× 12n +
3

2
+

11

2
(−3)n 4× 12n +

3

2
− 11

2
(−3)n

4× 12n − 4 4× 12n +
3

2
− 11

2
(−3)n 4× 12n +

3

2
+

11

2
(−3)n











6. Exprimer Bn en fontion de An 0,5 pointPar dé�nition B =
1

12
A don Bn =

(

1

12
A

)n

=

(

1

12

)n

An =
1

12n
An7. En déduire que, pour tout nombre entier naturel n : 2,5 points

Bn =















3

11
+

8

11
× 1

12n
3

11
− 3

11
× 1

12n
3

11
− 3

11
× 1

12n

4

11
− 4

11
× 1

12n
4

11
+

3

22
× 1

12n
+

1

2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

22
× 1

12n
− 1

2
×
(

−1

4

)n

4

11
− 4

11
× 1

12n
4

11
+

3

22
× 1

12n
− 1

2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

22
× 1

12n
+

1

2
×
(

−1

4

)n













D'après les deux questions préédentes :
Bn =

1

12n
× 1

11













3× 12n + 8 3× 12n − 3 3× 12n − 3

4× 12n − 4 4× 12n +
3

2
+

11

2
(−3)n 4× 12n +

3

2
− 11

2
(−3)n

4× 12n − 4 4× 12n +
3

2
− 11

2
(−3)n 4× 12n +

3

2
+

11

2
(−3)n













Bn =
1

11















1

12n
(3 × 12n + 8)

1

12n
(3× 12n − 3)

1

12n
(3× 12n − 3)

1

12n
(4 × 12n − 4)

1

12n

(

4× 12n +
3

2
+

11

2
(−3)n

)

1

12n

(

4× 12n +
3

2
− 11

2
(−3)n

)

1

12n
(4 × 12n − 4)

1

12n

(

4× 12n +
3

2
− 11

2
(−3)n

)

1

12n

(

4× 12n +
3

2
+

11

2
(−3)n

)















Bn =
1

11













3× 12n

12n
+

8

12n
3× 12n

12n
− 3

12n
3× 12n

12n
− 3

12n
4× 12n

12n
− 4

12n
4× 12n

12n
+

3

2
× 1

12n
+

11

2
× (−3)n

12n
4× 12n

12n
+

3

2
× 1

12n
− 11

2
× (−3)n

12n
4× 12n

12n
− 4

12n
4× 12n

12n
+

3

2
× 1

12n
+

11

2
× (−3)n

12n
4× 12n

12n
+

3

2
× 1

12n
+

11

2
× (−3)n

12n













Bn =
1

11















3 +
8

12n
3− 3

12n
3− 3

12n

4− 4

12n
4 +

3

2
× 1

12n
+

11

2
×
(

−1

4

)n

4 +
3

2
× 1

12n
− 11

2
×
(

−1

4

)n

4− 4

12n
4 +

3

2
× 1

12n
− 11

2
×
(

−1

4

)n

4 +
3

2
× 1

12n
+

11

2
×
(

−1

4

)n















ar (−3)n

12n
=

(

− 3

12

)n

=

(

−1

4

)n
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Bn =

















1

11

(

3 +
8

12n

)

1

11

(

3− 3

12n

)

1

11

(

3− 3

12n

)

1

11

(

4− 4

12n

)

1

11

(

4 +
3

2
× 1

12n
+

11

2
×
(

−1

4

)n)
1

11

(

4 +
3

2
× 1

12n
− 11

2
×
(

−1

4

)n)

1

11

(

4− 4

12n

)

1

11

(

4 +
3

2
× 1

12n
− 11

2
×
(

−1

4

)n)
1

11

(

4 +
3

2
× 1

12n
+

11

2
×
(

−1

4

)n)

















Bn =















3

11
+

8

11× 12n
3

11
− 3

11× 12n
3

11
− 3

11× 12n
4

11
− 4

11× 12n
4

11
+

3

11× 2
× 1

12n
+

11

11× 2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

11× 2
× 1

12n
− 11

11× 2
×
(

−1

4

)n

4− 4

12n
4

11
+

3

11× 2
× 1

12n
− 11

11× 2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

11× 2
× 1

12n
+

11

11× 2
×
(

−1

4

)n















Bn =















3

11
+

8

11
× 1

12n
3

11
− 3

11
× 1

12n
3

11
− 3

11
× 1

12n
4

11
− 4

11
× 1

12n
4

11
+

3

22
× 1

12n
+

1

2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

22
× 1

12n
− 1

2
×
(

−1

4

)n

4

11
− 4

11
× 1

12n
4

11
+

3

22
× 1

12n
− 1

2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

22
× 1

12n
+

1

2
×
(

−1

4

)n













Partie II - aluls de probabilitésUn distributeur de jouets distingue trois atégories de jouets :� T : les jouets traditionnels� M : les jouets liés à la mode inspirés diretement d'un livre, un �lm . . . ;� S : les jouets sienti�ques vulgarisant une tehnique réente.Il estime que(i) Le lient qui a aheté un jouet traditionnel une année pour Noël hoisira, l'année suivante, un jouet de l'une des troisatégories ave une équiprobabilité ;(ii) Le lient qui a aheté un jouet inspiré par la mode optera l'année suivante pour un jouet T ave la probabilité 1

4
, pourun jouet M ave la probabilité 1

4
, pour un jouet S ave la probabilité 1

2
;(iii) Le lient qui a aheté un jouet inspiré par la siene optera l'année suivante pour un jouet T ave la probabilité 1

4
, pourun jouet M ave la probabilité 1

2
, pour un jouet S ave la probabilité 1

4Au départ, le volume des ventes de e ommerçant se ompose d'une part p0 =
45

100
de jouets de la atégorie T , d'une part

q0 =
25

100
de jouets de la atégorie M et d'une part r0 =

30

100
de jouets de la atégorie SOn note :� Tn l'événement � le lient ahète un jouet de la atégorie T pour le Noël de l'année n � ;� Mn l'événement � le lient ahète un jouet de la atégorie M pour le Noël de l'année n � ;� Sn l'événement � le lient ahète un jouet de la atégorie S pour le Noël de l'année n �On désigne par pn, qn et rn, les probabilités respetives des événements Tn,Mn, Sn1. Justi�er que (Tn,Mn, Sn) forme un système omplet d'événements. 1 pointL'ensemble (Tn,Mn, Sn) forme un système omplet d'événements ar Tn,Mn, Sn sont trois événements inompatiblesdeux à deux et leur réunion dérit bien l'univers des possibles (on ne distingue que trois atégories de jouets ii).2. Montrer que, pour tout n ∈ N, pn+1 =

1

3
pn +

1

4
qn +

1

4
rn 1,5 pointsComme (Tn,Mn, Sn) forme un système omplet d'événements, on peut appliquer la formule des probabilités totales :

P (Tn+1) = P (Tn)PTn
(Tn+1) + P (Mn)PMn

(Tn+1) + P (Sn)PSn
(Tn+1)et d'après les notations de l'énoné P (Tn) = pn don P (Tn+1) = pn+1, P (Mn) = qn et P (Sn) = rn de plus PTn

(Tn+1) =
1

3
(d'après l'hypothèse (i)), PMn

(Tn+1) =
1

4
(d'après l'hypothèse (ii)) et PSn

(Tn+1) =
1

4
(d'après l'hypothèse (iii)d'où pn+1 =

1

3
pn +

1

4
qn +

1

4
rn3. De même exprimer, pour tout n ∈ N, qn+1 et rn+1 en fontion de pn, qn et rn 2 points10



En appliquant à nouveau la formule des probabilités totales, on trouve :
P (Mn+1) = P (Tn)PTn

(Mn+1) + P (Mn)PMn
(Mn+1) + P (Sn)PSn

(Mn+1) et
P (Sn+1) = P (Tn)PTn

(Sn+1) + P (Mn)PMn
(Sn+1) + P (Sn)PSn

(Sn+1)or PTn
(Mn+1) = PTn

(Sn+1) =
1

3
(hypothèse (i)), PMn

(Mn+1) =
1

4
et PMn

(Sn+1) =
1

2
(hypothèse (ii))et PSn

(Mn+1) =
1

2
et PSn

(Mn+1) =
1

4
(hypothèse (iii))d'où qn+1 =

1

3
pn +

1

4
qn +

1

2
rn et qn+1 =

1

3
pn +

1

2
qn +

1

4
rn4. Montrer que, pour tout n ∈ N, on a : 



pn+1

qn+1

rn+1











= B











pn

qn

rn











(B étant la matrie dé�nie dans la partie I). 1 pointPar dé�nition de B,

B











pn

qn

rn











=
1

12
A











pn

qn

rn











=
1

12











4 3 3

4 3 6

4 6 3





















pn

qn

rn











=
1

12











4pn + 3qn + 3rn

4pn + 3qn + 6rn

4pn + 6qn + 3rn











=













4

12
pn +

3

12
qn +

3

12
rn

4

12
pn +

3

12
qn +

6

12
rn

4

12
pn +

6

12
qn +

3

12
rn













=











pn+1

qn+1

rn+1









d'après les relations trouvées aux questions 2. et 3. et ar 4

12
=

1

3
,
3

12
=

1

4
et 6

12
=

1

25. Montrer que, pour tout n ∈ N,











pn

qn

rn











= Bn











p0

q0

r0











1 pointPar réurrene, évidemment ! Pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion Q(n) :











pn

qn

rn











= Bn











p0

q0

r0









Initiation : Q(0) est vraie ⇔











p0

q0

r0











= B0











p0

q0

r0











⇔











p0

q0

r0











= I3











p0

q0

r0











⇔











p0

q0

r0











=











p0

q0

r0









e qui est vrai, don Q(0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons que Q(n) est vraied'après la question préédente 




pn+1

qn+1

rn+1











= B











pn

qn

rn











et par hypothèse de réurrene, 




pn

qn

rn











= Bn











p0

q0

r0









don 


pn+1

qn+1

rn+1











= BBn











p0

q0

r0











= Bn+1











p0

q0

r0











'est-à-dire que Q(n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie.6. Exprimer, pour tout n ∈ N, pn, qn, et rn en fontion de n 2 pointsIl s'agit d'expliiter le résultat de la question préédente grâe à l'expression de la matrie Bn trouvée à la questionA.7 et sahant que d'après les hypothèses de l'énoné, p0 =
45

100
, q0 =

25

100
et r0 =

30

100
, on trouve alors :











pn

qn

rn











=















3

11
+

8

11
× 1

12n
3

11
− 3

11
× 1

12n
3

11
− 3

11
× 1

12n
4

11
− 4

11
× 1

12n
4

11
+

3

22
× 1

12n
+

1

2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

22
× 1

12n
− 1

2
×
(

−1

4

)n

4

11
− 4

11
× 1

12n
4

11
+

3

22
× 1

12n
− 1

2
×
(

−1

4

)n
4

11
+

3

22
× 1

12n
+

1

2
×
(

−1

4

)n



























45

100
25

100
30

100
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+
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× 1
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4
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100
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4
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+
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+

1
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×
(

−1

4
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+
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100

(

4
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+
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×
(

−1
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4
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+
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×
(
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4

)n)

+
30

100

(

4

11
+
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+
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×
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45
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+
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+
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+
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100× 22× 12n
+
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25

100
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)

1

2
×
(

−1

4

)n
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45

100
+

25

100
+
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100

)

4
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+
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11
+
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100× 11× 12n

4

11
+

195

100× 22× 12n
− 5

100
× 1

2
×
(

−1

4
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4

11
+

195

100× 22× 12n
+

5

100
× 1

2
×
(

−1

4

)n















=















3

11
+

39

220× 12n

4

11
+

39

440× 12n
− 1

40
×
(

−1

4

)n

4

11
+

39

440× 12n
+

1

40
×
(

−1

4

)n















ar 195 = 39× 5don pn =
3

11
+

39

220× 12n
, qn =

4

11
+

39

440× 12n
− 1

40
×
(

−1

4

)n et qn =
4

11
+

39

440× 12n
+

1

40
×
(

−1

4

)n7. Quelles parts à long terme les trois atégories de jouets représenteront-elles dans la vente ? 1,5 pointsComme 12n → +∞ et (−1

4

)n

→ 0 (formes géométriques : qn ave respetivement |q| > 1 et |q| < 1)alors par opérations pn → 3

11
, qn → 4

11
et rn → 3

11
don à terme, les jouets traditionnels représentent 3

11
des ventes,les jouets liés à la mode 4

11
de même que les jouets sienti�ques.8. Ave Python, que font les programmes suivants ?a. Premier programme : 1,5 points

import numpy . random as rd

def tirage_jouet () :

a=rd. randint (1 ,101)

if a <=45:

return 1

elif a >70:

return 3

else:

return 2

Ce premier programme modélise le tirage aléatoire d'un jouet parmi les troisatégories à l'instant 0. Le résultat 1 représente un jouet traditionnel qui auraune probabilité d'être tiré de 0, 45 puisque la fontion randint renverra ii unnombre aléatoire entre 1 et 100 de manière équiprobable. De même, le résultat
2 représente un jouet lié à la mode qui aura une probabilité d'être tiré de 0, 25et le résultat 3 représente un jouet sienti�que qui aura une probabilité d'êtretiré de 0, 3b. Deuxième programme : 2 points

x= tirage_jouet()

n=1

while x <3:

if x==1:

x=rd. randint (1 ,4)

else :

r=rd. randint (1 ,5)

if r ==1:

x=1

elif r==2:

x=2

else :

x=3

n=n+1

print (n)

Ce programme simule une suession de tirages parmi les jouets ave les probabilitésde l'énoné, et renvoie le numéro du tirage pour lequel un jouet sienti�que (représentépar le 3) a été obtenu pour la première fois.De manière hronologique, le programme ommene par un premier tirage aléatoiregrâe à la fontion dé�nie préédemment et il initialise à 1 le ompteur de tirage (quiorrespond à la variable n).Ensuite la boule while permet de modéliser l'expériene � jusqu'au � premier tiraged'un jouet sienti�que. Dans la boule, 'est-à-dire tant que la ondition n'est pas réali-sée, si le tirage valait 1 (e qui orrespond à un jouet traditionnel) alors le rang (l'année)suivant(e) un jouet peut-être tiré dans haune des trois atégories ave équiprobabilitéd'où l'utilisation de rd.randint(1,4) qui donner 1, 2 ou 3 de manière équiprobable.Si le tirage valait 2 (e qui orrespond à un jouet lié à la mode) alors le rang (l'année)suivant(e) un jouet peut-être tiré dans haune des trois atégories ave des probabili-tés di�érentes, d'où l'utilisation de rd.randint(1,4) ar les résultats 1 et 2 ne doiventsortir qu'une fois sur 4 dans e as (et le résultat 3 une fois sur 2).
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