
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 13 - séries numériques réelles Mars 2025Quelques 
orrigésExer
i
e 1Déterminer la nature des séries suivantes :2. ∑
n>1

n2 − 2

n3On a besoin des résultats sur les séries de Riemann, n2 − 2

n3
=

1

n
−

2

n3on voit alors que ∑

n>1

n2 − 2

n3
est la 
ombinaison linéaire de deux séries de Riemann, une divergente

∑

n>1

1

n
et une 
onvergente ∑

n>1

1

n3
, don
 ∑

n>1

n2 − 2

n3
est divergenteExer
i
e 3Pour n entier tel que n > 2, on pose un = ln

(

1−
1

n

)1. Cal
uler lim
n→+∞

un, peut-on 
on
lure sur la nature de la série ∑

n>2

un ?
lim

n→+∞

1

n
= 0 don
 lim

n→+∞

1−
1

n
= 1don
 par 
ontinuité du logarithme, lim

n→+∞

ln

(

1−
1

n

)

= ln(1) = 0 i.e. lim
n→+∞

un = 02. Pour n > 2, mettre 1−
1

n
sous forme d'une fra
tion, puis transformer l'expression de un

un = ln

(

1−
1

n

)

= ln

(

n− 1

n

)

= ln(n− 1)− ln(n)3. En déduire que la série ∑

n>2

un est divergente et 
al
uler lim
n→+∞

n
∑

k=2

ukIndi
ation : on devra re
onnaitre une série très parti
ulière.d'après la question 2. n
∑

k=2

uk =
n

∑

k=2

(ln(k− 1)− ln(k)) = ln(1)− ln(n) = − ln(n) par téles
opageor ln(n) → +∞ don
 lim
n→+∞

n
∑

k=2

(ln(k − 1)− ln(k)) = −∞don
 ∑

n>2

ln

(

1−
1

n

) i.e. ∑
n>2

un diverge vers −∞Nota bene : il s'agit don
 d'un 
as où un → 0 mais la série ∑

un ne 
onverge pas.
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Exer
i
e 4Pour n ∈ N
∗, on pose : un =

1

n(n + 1)(n+ 2)On note Sn la somme partielle d'indi
e n de la série ∑

n>1

un1. Déterminer les réels a, b et c tels que : ∀n ∈ N
∗, un =

a

n
+

b

n + 1
+

c

n + 2On part du terme le plus � 
ompliqué � et on e�e
tue une rédu
tion au même dénominateur :
a

n
+

b

n + 1
+

c

n + 2
=

a(n+ 1)(n+ 2) + bn(n + 2) + cn(n+ 1)

n(n + 1)(n+ 2)

=
a(n2 + 3n+ 2) + b(n2 + 2n) + c(n2 + n)

n(n + 1)(n+ 2)
=

(a+ b+ c)n2 + (3a+ 2b+ c)n+ 2a

n(n+ 1)(n+ 2)pour réaliser l'égalité ave
 un on peut identi�er les 
oe�
ients du polyn�me en n de 
haque nu-mérateur, on obtient alors 2a = 1, 3a+ 2b+ c = 0 et a+ b+ c = 0don
 a =
1

2
et 





b+ c = −
1

2

2b+ c = −
3

2

⇔











c = −
1

2
− b

b = −
3

2
+

1

2

⇔







c =
1

2
b = −12. Soit n ∈ N

∗. Déterminer l'expression de Sn en fon
tion de n, en utilisant des téles
opages.Soit n ∈ N, alors grâ
e à la question pré
édente, on peut é
rire :
Sn =

n
∑

k=1

uk =
n

∑

k=1

(

1

2
×

1

k
−

1

k + 1
+

1

2
×

1

k + 2

)

=
n

∑

k=1

(

1

2
×

1

k
−

1

2
×

1

k + 1
−

1

2
×

1

k + 1
+

1

2
×

1

k + 2

)

=
1

2

n
∑

k=1

(

1

k
−

1

k + 1
−

1

k + 1
+

1

k + 2

)

=
1

2

n
∑

k=1

(

1

k
−

1

k + 1

)

+
1

2

n
∑

k=1

(

1

k + 2
−

1

k + 1

)

=
1

2

(

1−
1

n+ 1
+

1

n + 2
−

1

2

) par téles
o-pages don
 Sn =
1

4
+

1

2

(

1

n+ 2
−

1

n + 1

)3. En déduire que la série ∑

n>1

un est 
onvergente, et 
al
uler sa somme.
1

n+ 1
→ 0 et 1

n+ 2
→ 0 don
 Sn →

1

4don
 ∑

n>1

un est 
onvergente et +∞
∑

n=1

un =
1

4

2



Exer
i
e 6Soit u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N des suites telles que : ∀n ∈ N, 0 6 vn 6 un1. a. On suppose que la série ∑

n>0

un est 
onvergente. Montrer que la série ∑

n>0

vn est elle aussi
onvergente.
f. 
ours.Le résultat ainsi démontré est en
ore valable pour des séries qui ne 
ommen
ent qu'au rang1, ou 2, ou 3...et
.b. En déduire que la série ∑

n>2

1

n2 ln(n)
est 
onvergente.2. a. On suppose que la série ∑

n>0

vn est divergente. Montrer que la série ∑

n>0

un est divergente,vers +∞.
f. 
ours.Le résultat ainsi démontré est en
ore valable pour des séries qui ne 
ommen
ent qu'au rang1, ou 2, ou 3...et
.b. En déduire que la série ∑

n>3

ln(n)

n
est divergente.Pour n > 3, ln(n) > ln(3), (
ar ln est 
roissante) don
 ln(n) > 1 
ar ln(3) > 1 et don


ln(n)

n
>

1

ndon
 pour n > 3,
n

∑

k=3

ln(k)

k
>

n
∑

k=3

1

kor en utilisant le résultat sur les séries de Riemann, en parti
ulier la série harmonique, ∑
n>1

1

ndiverge vers +∞ don
 ∑

n>3

1

n
diverge vers +∞et il s'agit d'une série à termes positifs don
 ∑

n>3

1

n
n'est pas majorée et don
 d'après l'in-égalité démontrée pré
édemment, la série ∑

n>3

ln(n)

n
n'est pas majorée non plusor elle est à termes positifs, don
 elle diverge vers +∞
. Montrer que la série ∑

n>3

1

n− 1 + (−1)ne−n
est divergente.soit n > 3, alors −1 6 (−1)n 6 1 et don
 −e−n

6 (−1)ne−n
6 e−n (
ar e−n

> 0)
omme a fortiori n > 0, alors e−n < 1, don
 −1 6 (−1)ne−n
6 1,don
 n− 2 6 n− 1 + (−1)ne−n

6 n, don
 0 < n− 1 + (−1)ne−n
6 net don
 1

n− 1 + (−1)ne−n
>

1

n

ar la fon
tion inverse est dé
roissante sur ]0,+∞[puis on 
on
lut 
omme au b. en 
omparant à la série harmonique.
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Séries usuellesExer
i
e 8Cet exer
i
e vise à démontrer la 
onvergen
e des séries géométriques dérivée et dérivée se
onde et à
al
uler leurs sommes.Soit q un nombre réel tel que |q| < 1.1. Soit p un entier, ave
 p > 2.a. Justi�er que la série ∑

n>p

qn est 
onvergente.Soit n ∈ N, tel que n > p, alors n
∑

k=p

qk =
qp − qn+1

1− q
et |q| < 1 ⇒ qn → 0don
 qp − qn+1

1− q
→

qp

1− q
et don
 ∑

n>p

qn 
onverge et +∞
∑

k=p

qk =
qp

1− qb. Cal
uler la somme de 
ette série. 
f. 
i-dessus2. a. Justi�er que la série ∑

n>1

nqn est 
onvergente.Soit n ∈ N
∗, pour x ∈]− 1; 1[, on pose f(x) =

n
∑

k=0

xkalors f(x) = 1− xn+1

1− x
(somme des termes d'une suite géométrique)par ailleurs f est dérivable et d'une part f ′(x) =

n
∑

k=0

kxk−1 =

n
∑

k=1

kxk−1 et d'autre part,
f ′(x) =

(−(n + 1)xn)(1− x)− (1− xn+1)(−1)

(1− x)2
=

−(n+ 1)xn + (n+ 1)xn+1 + 1− xn+1

(1− x)2don
 ∀n ∈ N,

n
∑

k=1

kxk−1 =
−(n+ 1)xn + nxn+1 + 1

(1− x)2or (
omme |x| < 1) par 
roissan
e 
omparée nxn → 0 don
 (n + 1)xn → 0 et nxn+1 → 0don
 −(n + 1)xn + nxn+1 + 1

(1− x)2
→

1

(1− x)2
, de fait ∑

n>1

nxn−1 
onvergeet don
 +∞
∑

n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2
, de fait par opération +∞

∑

n=1

nxn =
x

(1− x)2b. Cal
uler la somme de 
ette série.
f. 
i-dessus3. a. Justi�er que la série ∑

n>1

n2qn est 
onvergente.On poursuit ave
 f(x) dé�ni plus haut, alors d'une part f ′′(x) =
n

∑

k=1

k(k − 1)xk−2d'autre part f ′′(x) =
(−n(n + 1)xn−1 + n(n + 1)xn)(1− x)2 − ((n+ 1)xn + nxn+1 + 1)(−2(1− x))

(1− x)4

=
(−n(n + 1)xn−1 + n(n+ 1)xn)(1− x) + 2((n+ 1)xn + nxn+1 + 1)

(1− x)3on peut simpli�er un peu, mais aussi voir qu'au numérateur, à part le 2, tous les termestendent vers 0 quand n tend vers +∞don
 ∑

n>1

n(n− 1)xn−2 
onverge et +∞
∑

n=1

n(n− 1)xn−2 =
2

(1− x)34



b. Cal
uler la somme de 
ette série.Pour n ∈ N,

n
∑

k=1

k2qk =

n
∑

k=1

k(k − 1)qk +

n
∑

k=1

kqk = q2
n

∑

k=1

k(k − 1)qk−2 +

n
∑

k=1

kqkdon
 par opération sur les sommes de séries 
onvergentes, d'après les résultats de la questionpré
édente et de la question 2. :
+∞
∑

n=1

n2qn = q2 ×
2

(1− q)3
+

q

(1− q)2
=

2q2 + q(1− q)

(1− q)3
=

q2 + q

(1− q)3Exer
i
e 9Justi�er que la série suivante est 
onvergente, et 
al
uler sa somme.7. ∑
n>1

n2 + (−1)n

3nOn sépare les sommes, d'une part ∑
n>1

(−1)n

3n

onverge (
ar (−1)n

3n
=

(

−
1

3

)n et (∣∣∣
∣

−
1

3

∣

∣

∣

∣

=
1

3
< 1))et +∞

∑

n=1

(−1)n

3n
=

1

1−
(

−1

3

) − 1 =
3

4
− 1 = −

1

4d'autre partpour n ∈ N,

n
∑

k=1

k2

3k
=

n
∑

k=1

k(k − 1) + k

3k
=

n
∑

k=1

k(k − 1)

3k
+

n
∑

k=1

k

3k
=

1

32

n
∑

k=2

k(k − 1)

3k−2
+

1

3

n
∑

k=1

k

3k−1on re
onnait deux séries géométriques (dérivée se
onde et dérivée) 
onvergentes (|q| = 1

3
< 1) et

+∞
∑

n=2

n(n− 1)

3n−2
=

2
(

1− 1

3

)3
=

2× 33

23
=

33

22
et +∞

∑

n=1

n

3n−1
=

1
(

1− 1

3

)2
=

32

22don
 ∑

n>1

n2

3n

onverge et +∞

∑

n=1

n2

3n
=

1

32
×

33

22
+

1

3
×

32

22
=

3

4
+

3

4
=

6

4
=

3

2don
 ∑

n>1

n2 + (−1)n

3n

onverge et +∞

∑

n=1

n2 + (−1)n

3n
=

6

4
−

1

4
=

5

49. ∑
n>0

n2(−1)n

4n

∑

n>0

n2(−1)n

4n
=

∑

n>0

n2

(

−
1

4

)n

=
∑

n>0

(n(n− 1) + n)

(

−
1

4

)n

=
∑

n>0

n(n− 1)

(

−
1

4

)n

+
∑

n>0

n

(

−
1

4

)n

=
∑

n>2

n(n−1)

(

−
1

4

)n

+
∑

n>1

n

(

−
1

4

)n

=

(

−
1

4

)2
∑

n>2

n(n−1)

(

−
1

4

)n−2

−
1

4

∑

n>1

n

(

−
1

4

)n−1don
 ∑

n>0

n2(−1)n

4n

onverge (
omme 
ombinaison linéaire de séries 
onvergentes) et

+∞
∑

n=0

n2(−1)n

4n
=

(

−
1

4

)2

×

+∞
∑

n=2

n(n− 1)

(

−
1

4

)n−2

−
1

4

+∞
∑

n=1

n

(

−
1

4

)n−1

=

(

−
1

4

)2

×
2

(

1−
(

−1

4

))3
−

1

4
×

1
(

1−
(

−1

4

))2
=

(

−
1

4

)2

×
2

(

5

4

)3
−

1

4
×

1
(

5

4

)2

=

(

−
1

4

)2

×
2× 43

53
−

1

4
×

42

52
=

2× 4

125
−

4

25
=

8

125
−

20

125
= −

12

125
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