ECG 1 - maths appli. - Lycée La Pérouse - Kerichen Mathématiques DS n°5 - 15 mars 2025

Visez la qualité : 0+0+0+4+0<0,5 Sans calculatrice
Bon devoir!

Exercice 1 - vrai ou faux

Indiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses en justifiant la réponse.

. In(z)3
a) Mim —5— =
2 si <0
b) Soit la fonction f définie par f(z) = 1 ] 0 alors f est continue sur R
— >
In(1+ x) S
1 2
c) Soit A la matrice A = , alors A est inversible

3 6

2
n°—>5
d) La série ——— est grossiérement divergente.
) n§>0 g et g

9n
e) La série — est divergente.
) 7;) o g

Exercice 2 - limites de fonctions et séries
1. Déterminer les limites suivantes

272 _ 1
a. lim S8 b, lim 2n(e+3)

T—>—2 42 z—0~ X

2. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes et si oui calculer leur(s) somme(s)

a. Z (e_" — e_"_l) b. Z %

n>0 n>1

Exercice 3 - matrice et suites

2 0 1 2" 0 3"-2"
1. On considére la matrice A= [ (0 3 1 |, montrer par récurrence que Vn € N, A" = | 0 3» n37!
0 0 3 0 O 3"

2. On considére les suites (an)nen €t (bn)nen définies par ag = 2,by = 0 et pour tout n € N :
Ap+1 = 2an + 3" et anrl = 3bn + 3"
a=2

. Compléter le programme ci-contre pour qu’il affiche la valeur de a,, foz: in range(...,...):

print (...)

Q

Pour tout n € N, on pose X,, = | b,
377/
b. Montrer que Vn € N, X, 11 = AX,,
c. Etablir que Vn € N, X,, = A" X,
d. En déduire en utilisant 1. que Vn € N, a,, = 2" + 3" et b, = n3" ! puis déterminer les limites des suites (an)neN
et (bn)nGN



Probléme 1
On considére la fonction f :]0, +oo[— R définie, pour tout = de 0, 4+o0[, par :
f(z) =e* —eln(z)

On admet les encadrements numériques suivants :
2,7<e<2,8 7,3<e’<7,4 0,6<In(2)<0,7

Partie I : étude de la fonction f

1. Justifier que f est dérivable 2 fois sur |0, +-o00| et calculer, pour tout z de ]0,+oo [, f'(x) et f"(x)
Dresser le tableau de variations de f” avec la limite de f’ en 0 et la limite de f’ en +oo et préciser f'(1)
Dresser le tableau de variations de f avec la limite de f en 0 et la limite de f en 400 et préciser f(1)
Donner 'allure de la courbe représentative de f

Etudier les variations de la fonction u :]0, +00 [ R définie par u(z) = f'(z) — z

S

En déduire que 'équation f'(x) = x, d’inconnue z €]0, +o00[, admet une solution et une seule, notée a, et montrer :
l<a<?2

7. Ecrire un programme Python qui permet de déterminer une valeur approchée de o & 1075 prés.

Partie II : étude d’une suite, étude d’une série

On considére la suite réelle (uy), o définie par :

Uo =2
Vn € Ny upyr = f(un)

1. Ecrire un programme Python permettant de calculer et de représenter graphiquement les 100premiers termes de la
suite (un)

2. Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u,, > 2

. o L : 2,400 — R
3. Etudier les variations, puis le signe, de la fonction g :
x = f(z)—=z
4. En déduire que la suite (u,), oy €st croissante.

5. Démontrer que la suite (uy),y admet 400 pour limite.

6. Avec Python, définir une fonction qui, pour un réel A, renvoie le premier entier naturel N tel que uy > A
eI
7. Démontrer : Vz € [2, +o0 [, 2In(z) <z < )
6—e
2
6—e

n
9. Montrer que Vn € N, u,, > 2 <T) , puis retrouver le résultat de la question 5..

8. En déduire : Vn € N u, 41 >

Un

2 n
10. Justifier que que la série Z (—) converge.
n>0 6—e

1
11. Montrer que la série Z — converge.

n>0 "



Probléme 2

Partie A - puissances d’une matrice

S Wl
O Wl
[N}
|
[\

(an]

—

—

—

On définit les matrices M =

0 0 11 -1 0 2 -2

Wl—Wl= O

1. Calculer PQ, que peut-on en déduire ?

2. On définit la matrice D par D = P~!MP
Déterminer la matrice D

. Montrer que M = PDP~!

3
4. Montrer que, pour tout entier naturel n, M™ = PD"P~}
5. Pour n € N, calculer D"

6

. Déterminer, pour tout entier naturel n, la premiére colonne de la matrice M"

Partie B - étude d’une expérience aléatoire

On dispose de trois urnes :

e 'urne 1 contient trois boules numérotées de 1 & 3
e 'urne 2 contient deux boules numérotées 1 et une boule portant le numéro 2
e l'urne 3 contient deux boules numérotées 1 et une boule portant le numéro 3

On effectue des tirages successifs avec remise d’une boule dans ces urnes selon le protocole suivant :

e le premier tirage s’effectue dans l'urne 1
e 4 lissue de chaque tirage, on décide de faire le tirage suivant dans 'urne portant le numéro de la boule tirée. Ainsi, si la
boule tirée au troisiéme tirage porte le numéro 2, alors le quatriéme tirage se fait dans 'urne 2.

On définit, pour chaque entier k > 1, les événements suivants :

> Ay : «le k*™® tirage améne une boule portant le numéro 1 »
> By : «le k*™° tirage améne une boule portant le numéro 2 »
> Cf : «le k°™° tirage ameéne une boule portant le numéro 3 »

Et on note, pour chaque entier k& > 1,a;, = P(Ag), b = P(Bx) et ¢, = P(Cy)
1. a. Déterminer, en justifiant, les valeurs des probabilités a1, by et c;

b. Déterminer la valeur de bo, en justifiant.

c. A lissue du deuxiéme tirage, on constate que la boule tirée porte le numéro 2. Déterminer la probabilité que le
premier tirage ait amené la boule numéro 2.

2. Pour k € N*, on note Uy, la matrice-colonne suivante : | b,
Ck

a. Soit k € N*, donner en les justifiant les probabilités Pa, (Ax+1), P, (Ar+1) et Po, (Ak+1)

. 1
En déduire que a1 = 30k + gbk + 3¢k

b. De la méme maniére, déterminer, pour k € N*, les expressions de by11 et cxy1 en fonction de ag, by et ci

c. Déterminer la matrice A de .#3(R), telle que, pour tout entier naturel k£ non nul, Ugy1 = AU



1
3. Onpose Uy = |0
0

a. Vérifier que U; = AU,

b. Montrer alors que pour tout k de N, on a U, = A*U,

1
c. Vérifier que A = M + g[g

k k—j
k 1 -
d. Montrer par récurrence que, pour tout k de N, A¥ = E < > <§> MY
; J
Jj=0
k 1 k—7j k . b
kN 2\ 1\ k 2\ /1\"
4. . Simplifi fonction de & 1 Sk = = = t Ty = —= -
o gt n o 1 sommes 5. 3° (%) (2) (8) o3 () (-2)' ()

j=0 =0

b. En déduire les 3 éléments de la premiére colonne de la matrice A*

1 1\* 1 1\*
c. Vérifier alors que pour k € N*, on a a, = 3 <1 + <§> ) et b =cx = 1 <1 — (5) )

d. Calculer les limites de ag, by et ¢ et interpréter les résultats.



