
ECG 1 - maths appli. - Ly
ée La Pérouse - Keri
hen Mathématiques DS n°5 - 15 mars 2025Visez la qualité : 0 + 0 + 0 + 0 < 0, 5 Sans 
al
ulatri
eBon devoir !Exer
i
e 1 - vrai ou fauxIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses en justi�ant la réponse.a) lim
x→+∞

ln(x)3

x2
= 0b) Soit la fon
tion f dé�nie par f(x) = 





x2 si x 6 0
1

ln(1 + x)
si x > 0

alors f est 
ontinue sur R
) Soit A la matri
e A =





1 2

3 6



, alors A est inversibled) La série ∑
n>0

n2 − 5

n3 + 6
est grossièrement divergente.e) La série ∑

n>0

9n

11
est divergente.Exer
i
e 2 - limites de fon
tions et séries1. Déterminer les limites suivantesa. lim

x→−2

x2 − 2x− 8

x+ 2
b. lim

x→0−

4 ln
(

x+ 1

2

)

x2. Déterminer si les séries suivantes sont 
onvergentes et si oui 
al
uler leur(s) somme(s)a. ∑
n>0

(

e−n
− e−n−1

) b. ∑
n>1

n

7nExer
i
e 3 - matri
e et suites1. On 
onsidère la matri
e A =











2 0 1

0 3 1

0 0 3











, montrer par ré
urren
e que ∀n ∈ N, An =











2n 0 3n − 2n

0 3n n3n−1

0 0 3n









2. On 
onsidère les suites (an)n∈N et (bn)n∈N dé�nies par a0 = 2, b0 = 0 et pour tout n ∈ N :
an+1 = 2an + 3n et bn+1 = 3bn + 3na. Compléter le programme 
i-
ontre pour qu'il a�
he la valeur de an

a=2

for i in range (... ,...):

a =...

print (...)Pour tout n ∈ N, on pose Xn =











an

bn

3n









b. Montrer que ∀n ∈ N, Xn+1 = AXn
. Etablir que ∀n ∈ N, Xn = AnX0d. En déduire en utilisant 1. que ∀n ∈ N, an = 2n + 3n et bn = n3n−1 puis déterminer les limites des suites (an)n∈Net (bn)n∈N 1



Problème 1On 
onsidère la fon
tion f :]0,+∞[→ R dé�nie, pour tout x de ]0,+∞[, par :
f(x) = ex − e ln(x)On admet les en
adrements numériques suivants :

2, 7 < e < 2, 8 7, 3 < e2 < 7, 4 0, 6 < ln(2) < 0, 7Partie I : étude de la fon
tion f1. Justi�er que f est dérivable 2 fois sur ]0,+∞[ et 
al
uler, pour tout x de ]0,+∞ [, f ′(x) et f ′′(x)2. Dresser le tableau de variations de f ′ ave
 la limite de f ′ en 0 et la limite de f ′ en +∞ et pré
iser f ′(1)3. Dresser le tableau de variations de f ave
 la limite de f en 0 et la limite de f en +∞ et pré
iser f(1)4. Donner l'allure de la 
ourbe représentative de f5. Étudier les variations de la fon
tion u :]0,+∞ [→ R dé�nie par u(x) = f ′(x)− x6. En déduire que l'équation f ′(x) = x, d'in
onnue x ∈] 0,+∞[, admet une solution et une seule, notée α, et montrer :
1 < α < 27. E
rire un programme Python qui permet de déterminer une valeur appro
hée de α à 10−5 près.Partie II : étude d'une suite, étude d'une sérieOn 
onsidère la suite réelle (un)n∈N

dé�nie par :






u0 = 2

∀n ∈ N, un+1 = f (un)1. E
rire un programme Python permettant de 
al
uler et de représenter graphiquement les 100premiers termes de lasuite (un)2. Montrer que, pour tout n de N, un existe et un > 23. Etudier les variations, puis le signe, de la fon
tion g :
[2,+∞[ → R

x 7→ f(x)− x4. En déduire que la suite (un)n∈N
est 
roissante.5. Démontrer que la suite (un)n∈N
admet +∞ pour limite.6. Ave
 Python, dé�nir une fon
tion qui, pour un réel A, renvoie le premier entier naturel N tel que uN > A7. Démontrer : ∀x ∈

[

2,+∞

[

, 2 ln(x) 6 x 6
ex

38. En déduire : ∀n ∈ N, un+1 >
6− e

2
un9. Montrer que ∀n ∈ N, un > 2

(

6− e

2

)n, puis retrouver le résultat de la question 5..10. Justi�er que que la série ∑
n>0

(

2

6− e

)n 
onverge.11. Montrer que la série ∑
n>0

1

un


onverge.
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Problème 2Partie A - puissan
es d'une matri
eOn dé�nit les matri
es M =













0
2

3

2

3
1

3
0 0

1

3
0 0













P =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











et Q =
1

4











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2









1. Cal
uler PQ, que peut-on en déduire ?2. On dé�nit la matri
e D par D = P−1MPDéterminer la matri
e D3. Montrer que M = PDP−14. Montrer que, pour tout entier naturel n,Mn = PDnP−15. Pour n ∈ N, 
al
uler Dn6. Déterminer, pour tout entier naturel n, la première 
olonne de la matri
e MnPartie B - étude d'une expérien
e aléatoireOn dispose de trois urnes :� l'urne 1 
ontient trois boules numérotées de 1 à 3� l'urne 2 
ontient deux boules numérotées 1 et une boule portant le numéro 2� l'urne 3 
ontient deux boules numérotées 1 et une boule portant le numéro 3On e�e
tue des tirages su

essifs ave
 remise d'une boule dans 
es urnes selon le proto
ole suivant :� le premier tirage s'e�e
tue dans l'urne 1� à l'issue de 
haque tirage, on dé
ide de faire le tirage suivant dans l'urne portant le numéro de la boule tirée. Ainsi, si laboule tirée au troisième tirage porte le numéro 2, alors le quatrième tirage se fait dans l'urne 2.On dé�nit, pour 
haque entier k > 1, les événements suivants :
⊲ Ak : � le kème tirage amène une boule portant le numéro 1 �
⊲ Bk : � le kème tirage amène une boule portant le numéro 2 �
⊲ Ck : � le kème tirage amène une boule portant le numéro 3 �Et on note, pour 
haque entier k > 1, ak = P (Ak), bk = P (Bk) et ck = P (Ck)1. a. Déterminer, en justi�ant, les valeurs des probabilités a1, b1 et c1b. Déterminer la valeur de b2, en justi�ant.
. A l'issue du deuxième tirage, on 
onstate que la boule tirée porte le numéro 2. Déterminer la probabilité que lepremier tirage ait amené la boule numéro 2.2. Pour k ∈ N

∗, on note Uk la matri
e-
olonne suivante : 


ak

bk

ck









a. Soit k ∈ N
∗, donner en les justi�ant les probabilités PAk

(Ak+1), PBk
(Ak+1) et PCk

(Ak+1)En déduire que ak+1 =
1

3
ak +

2

3
bk +

2

3
ckb. De la même manière, déterminer, pour k ∈ N

∗, les expressions de bk+1 et ck+1 en fon
tion de ak, bk et ck
. Déterminer la matri
e A de M3(R), telle que, pour tout entier naturel k non nul, Uk+1 = AUk
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3. On pose U0 =











1

0

0









a. Véri�er que U1 = AU0b. Montrer alors que pour tout k de N, on a Uk = AkU0
. Véri�er que A = M +
1

3
I3d. Montrer par ré
urren
e que, pour tout k de N, Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j4. a. Simpli�er en fon
tion de k les sommes Sk =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

2

3

)j (
1

3

)k−j et Tk =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

−
2

3

)j (
1

3

)k−jb. En déduire les 3 éléments de la première 
olonne de la matri
e Ak
. Véri�er alors que pour k ∈ N
∗, on a ak =

1

2

(

1 +

(

−
1

3

)k
) et bk = ck =

1

4

(

1−

(

−
1

3

)k
)d. Cal
uler les limites de ak, bk et ck et interpréter les résultats.
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