ECG 1 - maths appli. - Lycée La Pérouse - Kerichen Mathématiques DS n°5 - 15 mars 2025
Corrigé Total sur 69,5 points

Exercice 1 - vrai ou faux 1 point par question - total sur 5 points

Indiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses en justifiant la réponse.

In(z)3 1 A

a) lim n(:g) =0 C’est vrai par croissance comparée (forme (n@))” avec a > 0)

r—+oo I xr

2 si <0
b) Soit la fonction f définie par f(x) = 1 ] 0 alors f est continue sur R
G (1+2) s1 x>
1
C’est faux car lim ——— = 400 ce qui ne peut étre égal a f(0)

=0+ In(1 4 x)
en effet 1im+ In(1 + z) = In(1) = 0 par continuité de In et méme lim+ In(l1+2) =0"carx >0=1+z > 1 donc
z—0 z—0

In(1 4+ x) > 0 (par croissance de In) et on conclut par opération (inversion d’une limite nulle).

c) Soit A la matrice A = (; §>, alors A est inversible

C’est faux car det A =1 x 6 — 2 x 3 =0 donc A n’est pas inversible.

" n?—5 N . , o N
d) La série E m est grossiérement divergente. C’est faux car une série diverge grossiérement lorsque son terme
n

n>=0
2 2 5 5 2
.n=5 n7(l—2% 1—-% . . n®—5
général ne tend pas vers 0 or ici = ( ’?) = "26 et donc par opérations lim =0
n3+6 n3(1+—3) n(1+—3) n—+oo n3 + 6
n n
9n
e) La série E 1 est divergente.
n=>0
971
C’est vrai, on peut voir qu’elle est grossiérement divergente, car lim 9" = +oo(¢" avec ¢ > 1) et donc lim — = +co
n—-+o0o n—-+o0o
gn 1
ou remarquer qu’elle est proportionnelle & une série géométrique divergente (¢ > 1) car 1-1 "
n=0 n=>0



Exercice 2 - limites de fonctions et séries 4 points

1. Déterminer les limites suivantes

a.

x? —2x —8

im 1 point
z——2 T+ 2

. . . 0 . .
En remplacant x par —2 dans l’expression on trouve une forme indéterminée de type « 0 », ce qui nous oriente

vers une factorisation par x + 2 au numérateur, et on trouve en effet z> — 22 — 8 = (z + 2)(z — 4)

2 _92p — 2 —4 2 _2p —
doncz z 8:(z+ )@ ):x74etdonc hmw: lim z—4=-6
T+ 2 T+ 2 T——2 T+ 2 z——2
41n (z + %
im M 1 point
x—0~ xr

1l s’agit simplement d’un quotient de limite,

1 1
sachant que lim 41In (x + 5) =41In (—) = —41n(2) (et —41n(2) < 0) et que lim =0~

rz—0— 2 x—0—

41 1
on trouve lim M

V4
fi 1
e - oo (forme « — = » avec £ < 0)

2. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes et si oui calculer leur(s) somme(s)

a.

Z (67” — 67”71) 1 point

n=0

On peut décomposer la série en deux séries géométriques, mais il est plus simple de reconnaitre une série télesco-
pique, qui est alors de méme nature que e~ " et donc convergente car ¢ " — 0
pour bien le mettre en évidence, on peut poser pour n € N,u,, = e~ " et on a alors

n

n n
Z (7% —e~h1) = Z (efk: _ e*(kJrl)) — Z(uk — Upy1) = Uy — Upni1 APreés télescopage
k=0 k=0 k=0

or —(n+1) = +ooet lim e* =0 donc par composition u,; = e
X——00

—(n+) 0

et donc Z (e*k — e*kfl) — ug et ug = 1 donc la série Z (e*" — 67”71) converge vers 1

n=0
7% 1 point
n=1
N R | 1 1\ k1
PournGN,Z%:? k7k—1:§ k<?>
k=1 k=1 k=1
n 1 k—1 1 00 1 n—1 1 -
or ; k (?) est une série géométrique (dérivée) convergente (|q| = - <1)et Z: n (?) _ W -

17 7
donc Z — converge et Z == —2 ===
n>1 776 6 36



Exercice 3 - matrice et suites 6,5 points

2 0 1 2" 0 3" -2"
1. On considére la matrice A= |0 3 1 |, montrer par récurrence que Vn € NJ A" = | 0 3* pn3°! 2 points
0 0 3 0 0 3"
2" 0 3" -2"
Comme suggéré, on procéde par récurrence, pour n € N, on définit A" = 0 3* n3"!
0 0 3"
20 0 3°-2° 1 0 1-1
Initialisation : P(0) est vraie <> A = [ 0 3° 0x3°'|eL=[0 1 0 |eoh=1I
0 0 3° 00 1
ce qui est vrai, donc P(0) est vraie
Heérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie
2" 0 3" =27 2" 0 3" -—-2" 2 0 1
par hypothése A" = | 0 3" p3" ' | donc A" =A"A=| 0 3* p3*! 0 3 1
0 0 3" 0 0 3" 0 0 3
2"x2 0 2" 4+3(3"-2") ontt g gt ot
donc A" =1 0 3"x3 3"+n3"'x3|=| 0 3" (n+1)3"

0 0 3" x 3 0 0 3ntt
car 2" 4 3(3" —2") = 2" 43" 3 x 2n =3t 2 x 2" = 3" 9"t ot 3" 4 3"t x 3 =3" 4 n3" = (n+ 1)3"
donc P(n + 1) est vraie et donc par théoréme de récurrence, ¥n € N, P(n) est vraie.

2. On considére les suites (an)nen €t (bn)nen définies par ag = 2,by = 0 et pour tout n € N :
Ap+1 = 2an + 3" et bn+1 = 3bn + 3"

a. Compléter le programme ci-contre pour qu’il affiche la valeur de a,, 1 point

On calcule les termes de maniére itérative en partant de ag jusqu’a a, (attention a=2
for i in range(l,n+1):

chaque terme dépend du précédent mais aussi de n du fait du terme 3"). acoka+t3rx(i-1)
Nota bene : tel quel le programme ne fonctionne pas, il faut définir n au préalable. print (a)
Qn
Pour tout n € N, on pose X,, = | b,
371
b. Montrer que Vn € N, X,, 11 = AX,, 1 point
On calcule :
2 0 1 an 2an, + 3" Gnt1
AX, =10 3 1 by | = | 36, +3" | = | buy1 | = Xn+1 d’aprés la définition ci-dessus.
0 0 3/ \3" 3t 3t
c. Etablir que Vn € N, X,, = A" X 1 point

Pour n € N, on définit I’assertion Q(n) : X,, = A" X
Initiation : P(0) est vraie & X, = A'X) < Xy = [3Xo < Xo = Xo ce qui est vrai donc P(0) est vraie

Heérédité : soit n € N, supposons que P(n) est vraie

d’aprés la question précédente X,, 11 = AX,, et par hypothése de récurrence, X,, = A" X
donc X, 1 = AA" Xy = A" X c’est-a-dire que P(n + 1) est vraie

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie et donc X,, = A" X

d. En déduire en utilisant 1. que ¥n € N, a,, = 2" + 3" et b, = n3" ! puis déterminer les limites des suites (a,)nen

et (bp)nen 1,5 points
ao 2 2" 0 3" -2" 2 2x 2" 43" 2"
Par définition Xg = [ by | = [ 0| et d’aprés 1.c. A" Xg= | 0 3" n3* ! 0] = n3" !
3° 1 0 0 3" 1 3"
or X,, = A" X, d’aprés la question précédente, donc a,, = 2x 2" +3"—2" = (2—1)2"+3" = 2" +3" et b,, = n3"
, R .. n . .. L n3"™
d’apres les limites usuelles (¢" avec ¢ > 1) puis par addition a,, — 400 et par opérations b,, — +oo car b,, = 5



Probléme 1
On considére la fonction f :]0, +oo[— R définie, pour tout z de |0, +o0[, par : f(z) = e* —eln(x) 30 points
On admet les encadrements numériques suivants : 2,7 <e < 2,8 7,3<e*<7,4 0,6 <In(2)<0,7
Partie I : étude de la fonction f
12,5 points
1. Justifier que f est dérivable 2 fois sur ]0, +oo[ et calculer, pour tout z de |0, +o00l, f'(z) et f”(z) 1 point

Les fonctions x +— €* et x — In(z) sont dérivables sur l'intervalle |0, +-o00[ en tant que fonctions usuelles donc la fonction
f est dérivable sur |0, +00] comme somme de fonctions dérivables sur |0, +o00| et Va €]0, +oc[, f/(z) = €* — £
x

1
1 est alors elle-méme dérivable pour les méme raisons, z — — étant dérivable sur |0, +oo|
X
(&
et Vo €]0,+ool, f(z) = e” + =

2. Dresser le tableau de variations de f’ avec la limite de f’ en 0 et la limite de f’ en +oc et préciser f'(1) 1,5 points

e
Pour tout x €]0, +o0 |, f’(z) =e¢” + — >0
x
la fonction f est donc strictement croissante sur ]0, +oo| x 0 1 +00
par ailleurs, 1imO e” = e’ =1 (par continuité de = + e%)
T—

et lim < = 400 donc lim fl(x) = - £ O/
z—

x—0 2

deplus lim e” = +ocet lim — =0donc lim f'(z) =+ —

— o0 r—+00 I T —+00 —o0

enfin f/(1) =e' — % = 0 d’ou le tableau ci-contre

3. Dresser le tableau de variations de f avec la limite de f en 0 et la limite de f en +oco et préciser f(1 2 points

)
La fonction f’ est strictement croissante sur |0, +-o00[ ainsi Vo €]0, 1], f'(z) < f'(1) = 0et Vz €] 1, +oo[, f'(z) > f/(1) =0
donc f est strictement décroissante sur |0, 1] et strictement croissante sur [1, 4+o00[
par ailleurs, déterminons la limite de f en O :

comme lim e” =1 et lim In(z) = —oo, alors par addition lim f(z) = 400
z—0 z—0 z—0

1 1
déterminons alors la limite de f en +oo : pour > 0, f(z) = ¢” — eln(z) = €” (1 - e@) et lim n(x) = 0 par

e z—4oo eF
croissances comparées
donc lir}rl f(x) = +oo par somme et produit et enfin f(1) = e' —eln(1) = e, on peut alors établir le tableau suivant
Tr—+00

T 0 1 +00

“+00 “+00

! ~.

e

4. Donner l'allure de la courbe représentative de f 1,5 points

Le tableau de variations donne presque l'allure de f, il faut représen-
ter la décroissance de f sur 'intervalle |0, 1], puis sa croissance sur
Pintervalle [1, +o00]

par ailleurs f(1) = e et avec les valeurs données par I’énoncé, on peut
trouver ’encadrement 5,3 < f(2) < 5,8

enfin comme e” prédomine « rapidement » sur In(x), on peut présu-
mer que f aura « rapidement » une croissance exponentielle.

S N W e Ul N
. . ; ; . . .
t t t t t t t

0 T 5 E
5. Etudier les variations de la fonction u :]0, +-00 [ R définie par u(z) = f'(z) — = 2,5 points

La fonction u est dérivable sur ]0, +00] car c’est la somme de fonctions dérivables sur ]0, +o00[ et
2, 2 2 (LT
N e B e e fe—a a7 (e”—1)+e
Vx>0,u(ac)—f(x)—1—e””+§—1_ = = =
comme 2% > 0, on en déduit que le signe de /() est celui de 22 (e — 1) +e
or,z >0 d’otte® > e’ =1 et donc e® —1 > 0, de plus, 2°> >0 et e > 0

d’ott par produit, addition et quotient de termes positifs, Vo > 0,u/(x) > 0 donc la fonction u est donc strictement




croissante sur |0, +o00[

par ailleurs, d’aprés 2. lim f/(x) = —oco et lim z = 0 d’ou lim u(x) = —c0
x—0 x—0 z—0
. . e e x
déterminons alors la limite de f en 400 : pour « €]0,4+00[, on a u(x) =e* — — —x =€ (1 - —I)
x xe® e
x e
et par croissances comparées, lim — =0,deplus lim — =0et lim e =400, dot lim wu(z)=+o0
z——+o0 et r——+oo re’ z——+00 z——+00

6. En déduire que 'équation f'(x) = z, d’inconnue z €] 0, +oo[, admet une solution et une seule, notée «, et montrer :
l<a<?2 2,5 points

Soit z €]0,+o0l, f'(x) =z < f'(z) —x =0« u(z) =0
on cherche donc & montrer que ’équation u(z) = 0 admet une unique solution sur ]0, +o0[
la fonction u est continue sur ]0, +o0o[ (par opération car f’ et z + x le sont) et strictement croissante sur |0, +00|)
donc, d’apreés le théoréeme de la bijection :
la fonction u réalise une bijection de ]0, +-o0o[ sur | lim u(z), lim wu(z)[=] — oo, +oo[=R
x—0 xr—~+00
or 0 € R donc I'équation u(z) = 0 < f'(z) = x admet une unique solution « sur 0, +o0|
. / / 2 €
par ailleurs u(1) = f/(1) —1=0—-1=-1<0et u(2) = f'(2) —2=¢ —5—2
or, d’aprés les encadrements donnés par ’énoncé,
e e e e
onae?>73et = <1,4d0nc—+2<4,4d0nce2>§+2501te2—§—2>01.e.u(2)>O
finalement u(1) < 0 et u(2) > 0 avec u continue, donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation

u(z) = 0 admet une solution sur l'intervalle [1; 2]
or « est I'unique solution de cette équation sur |0, +oo[ donc a € [1;2] et méme « €]1;2[ car u(1) # 0 et u(2) #0

Option B : avec les mémes calculs on obtient u(1) < u(a) < u(2)
or, par propriété u étant strictement croissante et continue, alors u=! : R —]0, +o0] est strictement croissante sur R
puis en appliquant v~ !, on obtient alors 1 < av < 2

import numpy as np

7. Ecrire un programme Python qui permet de déterminer une valeur a=1
hée de v & 107° pres. 1,5 point b=2
approchée de « a preés ,9 points while (b-a)>10%%(-5) :
Aprés avoir importé numpy pour la fonction exponentielle, il s’agit m=(a+b) /2

d’un algorithme de dichotomie classique, avec une fonction crois- lfbnp -exp(m) -np.e/m-m>0 :
=m

sante ici, on peut renvoyer comme résultat le dernier intervalle else

[a, b] trouvé ou le dernier « milieu » calculé. a=n
print ([a,b])

Partie II : étude d’une suite, étude d’une série

. ug =2 .
définie par : 17,5 points

On consideére la suite réelle (uy,)
Vn € Nyupt1 = f (un)

neN

1. Ecrire un programme Python permettant de calculer et de représenter graphiquement les 100 premiers termes de la

suite (un),cy 1,5 points
Programme classique, on calcule de maniére itérative les imgort pumpy as np
. . . u=
termes de la suite et on les inclut progressivement dans une L=[2]
liste avec append pour pouvoir les représenter ensuite. for i in range(1,100):
Pour la représentation, il n’est pas nécessaire ici de définir u=np.exp(u) -np.e*np. log(u)
une liste d’abscisses, car par défaut, les abscisses seront : b1t I};iiffzindf‘:z)
0,1,2,...,99 plt.show ()
2. Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u,, > 2 1 point

Rar récurrence, évidemment ! Pour n € N, on définit P(n) : u, existe et u, > 2
Initialisation : ug = 2 donc ug existe et ug > 2, i.e. P(0) est vraie

Heérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

par hypotheése u,, > 2 donc f(u,) est bien définie et d’aprés ’étude de f a la question I1.3. f(u,) > e, et a fortiori
fluy) =2 1ie. upy1 = 2 donec P(n + 1) est vraie, d’ou ’hérédité

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e. u, existe et u, > 2



. _— o : 2,400 — R :
. Etudier les variations, puis le signe, de la fonction g : 2 points
x = flz)—=z

Par définition de g, elle est dérivable (différence de fonctions dérivables) et
Vo > 2,4 (x) = f(x) -1
or d’aprés la question I.2. f est croissante, donc Vo > 2, f'(z) > f/(2)
/ x € / 2 €
et fllx)y=e"——=f'(2)—1=e —5—1
x
de plus, d’aprés les valeurs données par I’énoncé e? > 7,3 > 2,4 > g + 1 donc e* — g —1>0ie f'(2)—1>0

donc f'(2) > 1 et donc Vz > 2, f'(x) > f(2) > 1 donc f'(z) — 1 > 0 i.e. ¢’(z) > 0 donc g est (strictement) croissante
enfin g(2) = f(2) — 2 = €? — eln(2) — 2 et d’aprés les valeurs données par I’énoncé :

d’une part In(2) < 1=eln(2) < e <3 donceln(2) +2<5

d’autre part e? > 7 donc €? > eln(2) + 2 soit e? — eln(2) — 2 > 0 i.e. g(2) > 0

donc, g étant croissante, Va > 2, g(z) > 0

. En déduire que la suite (uy), oy est croissante. 1 point

D’apres I1.2., Vn € N, u,, > 2
et d’apres I1.3., Vo > 2, f(z) —2 > 0
donc ¥n € N, f(un) —up > 01ie. upy1 —up > 0 et done (uy), oy est croissante

. Démontrer que la suite (uy), .y admet +oo pour limite. 2 points

Raisonnement par I’absurde classique : supposons que la (uy,), o S0it majorée

alors, étant croissante (d’aprés I1.4), d’aprés le théoréme de limite monotone, elle converge et on note alors £ sa limite
tout d’abord, Vn € N, u,, > 2 = ¢ > 2 par passage a la limite dans l'inégalité

par ailleurs, par continuité de f,u, — €= f(u,) — f(¢)

de plus par propriété, u, — € = upy1 — £

or Vn € Ny up+1 = f(u,) donc par unicité de la limite, f(¢) = ¢ ie. f({)—£=0

autrement dit g(£) = 0 (avec £ > 2), ce qui est contradictoire, car d’apres I1.3., Vo > 2, g(x) > 0

donc notre hypothése de départ est fausse, i.e. la suite (uy), oy n’est pas majorée

comme elle est toujours croissante, d’aprés le théoréme de limite monotone, elle diverge vers +oo

. Avec Python, définir une fonction qui, pour un réel A, renvoie le premier entier naturel N tel que uy > A 1,5 points

Il s’agit d’'une question classique de dépassement de seuil, qui def seuil (A):

u=2
oriente donc vers l'utilisation d’une boucle while, que ’on integre n=0
ici dans une fonction pour répondre a la question. On calcule donc while u<A:
les termes de la suite de maniére itérative dans la boucle (comme u=np.exp (u)-np.exnp.log(u)
n=n+1

plus haut), en incrémentant le rang de la suite.
return n

. Démontrer : Vx € [2, 400 |:,21n(1') <z < % 3 points

On va démontrer séparément les deux parties de 'inégalité, en passant a chaque fois par I’étude d’une fonction
xT

pour x €€ [2,400], on pose h(z) =z — 21In(z) et i(x) = % — z alors h et i sont dérivables et

2 e’ e’ —3
Yz € [2, 400 W (z) =1— = et i'(z) = — — 1 =
x € [2,+oo[, W (2) . e1 i’ (x) 3 3
étude de h : or z > 2 = — < — car la fonction inverse est décroissante sur |0, +00]

x

donc % < 1 puis f% > —1letenfinl-— % > 0i.e. h'(x) > 0 donc h est croissante et donc Vz € [2,+o00[, h(z) = h(2)

or h(2) =2 —2In(2) et 2In(2) < 1,4 d’apreés les données de ’énoncé, donc h(2) > 0

et donc Va € [2,4+00[, h(z) > 0 i.e. 2 > 2In(x) d’ou la premiére partie de Iinégalité

étude de i : & > 2 = € > €? par croissance de ’exponentielle

or d’aprés les données de 1’énoncé, e? > 3 donc pour z > 2 ¢ > 3 donc e” — 3 > 0 donc #'(x) > 0 i.e. la fonction i est

croissante donc Vz € [2, +o0],i(x) > i(2)
3

ori(2) = % —2 et par croissance de exponentielle, e > e? et d’apreés les données de 1’énoncé, e? > 6 donc — > — > 2
3 T
et donc % —22>01ie.i(2) > 0 donc Vx € [2,400[,i(x) >0 ie. % >z d’on l’autre partie de I'inégalité
x x
finalement Vo € [2,400[,2In(z) <z et & < % donc Vz € [2,400[,2In(z) < = < %



6—e

8. En déduire : Vn € Ny uyq1 > Tun 1 point

10.

11.

Soit n € N, par définition, u,+1 = f(u,) = e“* — eln(u,,), de plus Vn € Ny u,, > 2

e
or d’aprés la question précédente (car w, > 2) d’une part - > u, d’autre part 21In(u,) < up

U eu
donc e*” > 3u, et —In(u,) > f?n puis —eln(u,) > an
donc en additionnant les inégalités,

6u, —
2

6 —e)u, . 6—e
(
— Le Upy1 =2 ——un

“Un soit evn — eln(u,) > 5

e —eln(uy,) > 3u, — euTn donc e —eln(u,) >

n
€ . . . .
. Montrer que Vn € N, u,, > 2 (T) , puis retrouver le résultat de la question 5. 2 points

6—e\"
Du grand classique, par récurrence ! Pour n € N, on définit P(n) : u, > 2 ( 5 )

0
PP . —€
Initialisation : P(0) est vraie < ug > 2 5 Sug=2x1
ce qui est vrai car ug = 2, donc P(0) est vraie

Heérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

- n - B N n o o n+1
par hypothése u,, > 2 6-—c donc u Uy = 2 6—c 6—c i.e. u Uy = 2 6-c
2 2 2 2 2 2
1

. 6—e 6—e\"" . . .
or d’aprés la question précédente w1 > (T) Uy, donc up41 = 2 (T) i.e. P(n+1) est vraie, d’ou I’hérédité

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie

par ailleurs, d’apres les données de ’énoncé e < 3 = —e > —3 donc 6 — e > 3 donc

n

6 — 6—e\"
donc lim ( °) = +oo (forme ¢" avec ¢ > 1) donc par par produit lim 2 ( e) = +400

n—-+oo 2 n—-+oo

et donc par théoréme des gendarmes (version infinie), on retrouve lirf Up = +00
n—-+0oo

2 n
Justifier que que la série Z (—) converge 1 point
n=0 6—e

6—e 2
D’apres la question précédente, (T) > 1donc 0 < (6—) < 1 car la fonction inverse est strictement décroissante
sur ]0, +o0]
2 n
donc la série —— | converge car il s’agit d’une série géométrique (forme ™) avec |q| < 1
> (66) g g g que ( > q") lq]

n=0 n=0
1
Montrer que la série E — converge 1,5 points
Un
n=0
. . 6—e\" 1 1 .
D’apres la question I1.9., Vn € N, u,, > 2 5 (et uy, > 0) donc 0 < — < W car la fonction inverse est
Up, G—c
2
- . T 1/ 2 \"
décroissante sur |0, +oo[ soit 0 < — < =
n 2\6—e

2 \" 1 2 \"
or d’aprés la question précédente, la série Z ( ) converge donc la série Z — <—> converge par opération
nso\0—e w02 \b6—e

sur les séries convergentes

. 1 . . .
donc la série E — converge d’apreés le théoréme de comparaison sur les séries a termes positifs

n=0 n



Probléme 2 24 points

Partie A - puissances d’une matrice

0 2 2
3 3 2 =2 0 1 1 1
1
On définit les matrices M = % 0 0 P=11 1 1 et Q = 1 -1 1 1 7,5 points
1 _ _
19 o 1 1 1 0 2 2
3
1. Calculer PQ, que peut-on en déduire ? 1,5 points
2 =2 0 1 1 1 2—(-2) 2—2 2—2 4 0 0
1 1
PQ=11 1 1| -1 1 1 [=7] 1-1 1+1+2 141-2]=710 4 0[=1s
1 1 =1 0 2 -2 1-1 1+41-2 1+1+42 0 0 4
donc P est inversible et P~ = Q
2. On définit la matrice D par D = P~'M P, déterminer la matrice D 1,5 points
On s’attend a ce que D soit une matrice diagonale et comme Q = P~!, D = QMP :
0 2 2 2 N 2 2 . 2 2 2
11 1 3 3 2 -2 0 1 1 1 3 3 3 3 3 3
D = 1 1 1 1 L 0 0 1 1 1 = 1 1 1 1 2 2 0
41 3 4 3 3
0o 2 =2 1 1 1 -1 0o 2 =2 2 2
- 0 0 = —= 0
§L 4 4 2 2 4 2 2 ’ ’
S 2y S 0 8 2
1 1 1 3 3 3 + 3 + 3 3 3 3 3 0 0 3 0 0
1 L 11 2 2 ol = 1 4 2 2 4 2 2 ol = 1 0 8 ol=10 2 0
4l 3 3 41 3"3°3 3 3 3 4 ] 3
0 2 =2 2 2 4 4 4 4 0 0 0 0 0 0
3 3 0 3 3 3 + 3 0
3. Montrer que M = PDP~! 1 point

Il faut inverser la formule qui définit D :
D=P'MP= PD=PP 'MP= PD=I3MP= PD=MP= PDP '=MPP '= PDP '=MI;=M

4. Montrer que, pour tout entier naturel n, M" = PD"P~! 1,5 points
On procéde par récurrence, pour n € N, on définit ’assertion P(n): M™ = PD"P~!

Initialisation : P(0) est vraie <& M° = PD°P~! & I3 = PI;P~*
ce qui est le cas car PIsP~! = PP~! = I5 donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, supposons P(n) vraie

donc par hypothése M™ = PD"P~!

donc M" ' = M™ x M = PD"P~'PDP~' = PD"I3DP~' = PD"DP~' = PD""' P~ ie. P(n + 1) est vraie
donc par théoréme de récurrence, ¥Vn € N, P(n) est vraie, i.e. M" = PD"P~!

5. Pour n € N, calculer D" 0,5 point

2\" 2\"
Par propriété sur les matrices diagonales : Vn € N*, D™ = Diag <<§) , (5) ,0> et DY = I3

6. Déterminer, pour tout entier naturel n, la premiére colonne de la matrice M™ 1,5 points

M"™ = PD"P~! et on cherche & calculer la premiére colonne de M™ donc il suffit de calculer la premiére colonne de
2\" 2\"
(g) 0 0 . 1 ... ... . (3)
prpL, D"PT =] (2) ol=1-1 ... .. |== <2)
3 4 4 3

0 0 0 0



Partie B - étude d’une expérience aléatoire

On dispose de trois urnes : 16,5 points

e 'urne 1 contient trois boules numérotées de 1 4 3
e 'urne 2 contient deux boules numérotées 1 et une boule portant le numéro 2
e 'urne 3 contient deux boules numérotées 1 et une boule portant le numéro 3

On effectue des tirages successifs avec remise d’'une boule dans ces urnes selon le protocole suivant :

e le premier tirage s’effectue dans l'urne 1
e A l'issue de chaque tirage, on décide de faire le tirage suivant dans 'urne portant le numéro de la boule tirée. Ainsi, si la
boule tirée au troisiéme tirage porte le numéro 2, alors le quatriéme tirage se fait dans 'urne 2.

On définit, pour chaque entier k > 1, les événements suivants :

> A : «le k*™° tirage améne une boule portant le numéro 1 »
> By : «le k*M° tirage améne une boule portant le numéro 2 »
> Cf @ «le kM tirage améne une boule portant le numéro 3 »

Et on note, pour chaque entier k& > 1,a;, = P(Ag), b = P(Bx) et ¢, = P(Cy)

1. a. Déterminer, en justifiant, les valeurs des probabilités ai,b; et ¢; 0,5 point
Le premier tirage s’effectue dans 'urne 1 dans laquelle on peut tirer de maniére équiprobable une boule n°1, une

1

boule n°2 ou une boule n°3, donc a1 = by = c¢; = 3
b. Déterminer la valeur de bs, en justifiant. 1,5 points

Ay, By, C; forment un systéme complet d’événements, donc d’aprés la formule des probabilités totales :
P(Bz) = P(A1)Pa,(B2) + P(B1) P, (B2) + P(C1)Pc, (Ba)
or P(A1) = P(By) = P(Cy) = = (comme vu au l.a), il y a autant de chances de tirer chacun des numéros au

premier tirage et donc de choisir chacune des urnes au deuxiéme

1
or d’aprés les hypothéses, P4, (Bs2) = 3 (car le deuxiéme tirage a alors lieu dans l'urne 1)

1
de méme Pp, (B3) = 3 (tirage dans I'urne 2) et Pc, (B2) = 0 (tirage dans 'urne 3)
1 1 1 1 2

dOnCP(BQ):§X§+§X§:§

c. A lissue du deuxiéme tirage, on constate que la boule tirée porte le numéro 2. Déterminer la probabilité que le

premier tirage ait amené la boule numéro 2. 1 point
P(B,)Pg,(B Lxl
On cherche Pp,(Bj) et on utilise la formule de Bayes : Pp,(B;) = (B1)Pp, (Bs) =33 =
P(B,) 2 2
ay
2. Pour k € N*, on note U}, la matrice-colonne suivante : | b,
Ck
a. Soit k € N*, donner en les justifiant les probabilités Pa, (Ax+1), P, (Ak+1) et Po, (Ak+1) 1,5 points

. 1
En déduire que a1 = 3k + §bk + SCk

1

P, (Aps1) = 3 car le tirage s’effectue alors dans I'urne 1 ou1 il y a une boule n°1 sur les trois,
2

Pp, (Ag41) = 3 car le tirage s’effectue alors dans I'urne 2 ou il y a deux boules n°1 sur les trois et
2

Po, (Agy1) = 3 car le tirage s’effectue alors dans l'urne 3 ot il y a deux boules n°1 sur les trois.

puis par le méme raisonnement qu’au 1.b), Ay, B, Cj forment un systéme complet d’événements, donc d’aprés
la formule des probabilités totales :



P(Agt1) = P(Ag)Pa, (Akt1) + P(Bi) P, (Ak41) + P(Cr) Poy (A1)
or P(Axy1) = aky1, P(Ag) = ag, P(By) = b, et P(Cy) = ¢, et d’aprés le début de la question,

2 2
on trouve = — =b -
n trouve a1 3ak+3 k+3ck

b. De la méme maniére, déterminer, pour k € N*, les expressions de by11 et cxr1 en fonction de ay, by et ¢ 1 point

1 1
De maniére analogue, on trouve Pa, (Axy1) = 3 Pp, (Ag+1) = 3 P, (Ak+1) =0
et P(Bk-i-l) = P(Ak)PAk (Bk-i—l) + P(Bk)PBkl(Bk+1)1+ P(Ck)PCk (Bk+1) (probabilités totales)

donc by = §ak + §bk et de méme ¢4 = §ak + §Ck
c. Déterminer la matrice A de .#3(R), telle que, pour tout entier naturel k non nul, U1 = AUy 1 point
1 + 2b n 2
—ayp + = —cp
Qi1 EREE R ax + 2bg + 2ck
: . - 11 1 L
Soit k € N*, par définition Upy1 = | bpyy | = 0k + gbk’ +0xer | = 3|t by + 0ci, | d’aprés 2.a) et
1 1
Ck+1 San +0 % by + ~cp ay + 0by, + cx,
3 3
1 2 2 ak 1 2 2
1 1
2.b),d0ncUk+1:§ 1 1 0 b :AUkavecA:§ 1 1 0
1 0 1 Ck 1 0 1
1
3. OnposeUy= |0
0
a. Vérifier que Uy = AUy 0,5 point
1 1
ay 3 1 2 2 1 1 3
Par définiti U b L t AU ! 1 1 0 0 ! 1 !
ar définition = =]2-1|e = - = S
! ! 3 73 3 3
cl 1 10 1)\0 1 1
3 3
donc Uy = AU,
b. Montrer alors que pour tout k de N, on a U, = A*U, 1,5 points
On procéde par récurrence ! Pour k € N, on définit P(k) : Uy = AFU,
Initialisation : A°Uy = I3Uy = Uy donc P(0) est vraie
Herédité : soit k € N, on suppose que P(k) est vraie
d’aprés 2.c. U1 = AUy et par hypothése Uy, = Ak,
donc Uy = AARUy = AP, ie. P(k 4+ 1) est vraie, d’ou I’hérédité
donc par théoréme de récurrence, Vk € N, P(k) est vraie, i.e. U, = A*Uj
1
c. Vérifier que A = M + 513 0,5 point
0 2 2 1 0 0 1 2 2
3 3 3 3 3 3 1 2 2
1 1 1 1 1 1
M+-Iz=|- 0 0[+]0 - 0=z = 0]=3 =A
37 |3 3 3 3 gt b0
1 1 1 1 1 0 1
- 0 0 0 0 = - 0 =
3 3 3 3
EoN 1\ F
, k i .
d. Montrer par récurrence que, pour tout k de N, A” = Z ( ) <§> M 2,5 points
: J
7=0
ook 1\
Question difficile : comme suggéré, pour k € N, on définit P(k) : A¥ = Z ( ) <§> M
: J
7=0

O 0N 1N\ 0N /1"

Initialisation : A° = I3 et § () (g) M = (0) (g) M =1 x1 x I3 donc P(0) est vraie
— \J
J=0

10



Heéredité : soit k € N, on suppose que P(k) est vraie

1
A = A¥Aor A= M + 313 et par hypothese A¥ =

k41 B (1 1 ORI\ kN /1N
d A = — M M+ =13 | = — M7 | M+= — M| I
ettt =32 (5) (5) ) (r+50) ;Q (5) s (206 G) o)
k k—j k k—j
= (50) () o) 3 (£6) ) s
=0 J =0 J
k k—j k k—j k k—j k k—j+1
k 1 . k 1 . k 1 . k 1
et = (325 (5) o )5 S0 G) ) =2 0)G) s ()G) e
jgo 7 3 3 = 7 3 ]z::() J 3 ]z::() J 3
INFT k+1 I 1 k—(i-1)
or Z ( ) <3> MIT = ; <2 B 1) <§) M" (changement d’indice i = j + 1)
& k—j k41 k—it+1
k 1 k 1 )
- J+1 - M?
donc;_;(j) (5) =205 6)
k+1 k—i+1 k k—j+1
k 1 ) k 1
kJrl: - MZ - M]
e =5 (2) (5) 2 () (6)
k k—i+1 0 k—0+1 k k—j+1
k 1 - k 1 k 1 k 1 -
Ak+1 - M'L - Mk+1 - MO - Mj
e st =32(E) () ()G 0) ) e ()

1

) e ()

k
J

1

donc AF! =
onc ( 3

I

or d’aprés la formule de Pascal, pour tous entiers j et k tels que 1 < j < k, (

k+1 kE+1

J

(3
>(")

donc par théoréme de récurrence, Vk € N, P(k) est vraie.

donc AFt! = (

)(

3

k1 k

) MO+ (
j=1

k+1

donc ARt =

\FH
)

kE+1
kE+1

k—j+1
) M7 4 MFH

k

1) ()=

1\ Bkt
) (g) AR

kE+1
J

)

k+1—j
) (g) M7, donc P(k + 1) est vraie, d’oit I'hérédité

Mook f2) /1\"? "k 2\’ 1\
. Simplifier en fonction de k les sommes S = jz::O (]) <§> (5) et T), = jz::O (]) (-5) (5) 1 point
"k
1l s’agit simplement d’appliquer la formule du binome de Newton : V(a,b) € R?, (a + b)* = Z ( )aJ b*=7 donc
; J
j=0
k j k—j k k j k—j k k
k 2\’ /1 J 2 1 k 2\’ /1 J 2 1 1
= z - =(Z242) =1F=1etT, = -z - (24 2) —(_=
s=x() () G) -G+) =) (-5) (5) -(5+3) -(5)

. En déduire les 3 éléments de la premiére colonne de la matrice A*

1,5 points

D’apres 3.d) et A 6., puis par propriétés sur les opérations de matrices,

()
E)j
|

- (2)
(5) -
()

] =

k=i 4
) i

3
2

3

3
2

3

11
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M@Mw

OOE SO E7 ) sy
() <§>j<é>'f”_§<’;> ONO I 1 R )
O HIG IR B

calculés précédemment

k k
1 1 1 1
. Vérifier alors que pour k£ € N*, on a a, = 3 (1 + (5) > et b =cx = 1 (1 — (5) > 1 point

D’aprés 3.b., U, = AFU,,
k
1
2+4+2(-2
1 ( 3) ag

1 k
c’est-a-dire que Uy, est égal & la premiére colonne de A car Uy = | 0 | donc Uy, = 1 1— <_%> et Uy = | b

J

donc AF = =

en reconnaissan

ES
?T.OM?

0 1>k Ck
I
3
1 1 1 1 1 1 1 1
d déduitap = - [2+2 | —= =—(1 —= bp=-[1—-{—-= tep=-1—(—-=
onc on en deduit ag 4<+<3)> 2<+< 3>>,k 4( (3)>eck 4( (3))
. Calculer les limites de ag, by et ci et interpréter les résultats. 1,5 points
k
1 1
D’aprés les limites de suites géométriques (5) — 0 car |—=| < 1 donc par opérations a; — > by = cr — 1

ce qui signifie que quand k « devient grand » on a environ une chance sur deux de tirer une boule n°l et une
chance sur 4 de tirer une boule n°2 ou n°3.

5 2
Ces probabilités sont proches des proportions de boules n°l, n°2 et n°3 : respectivement —, — et mais ces

2
57
proportions sont nuancées par le fait que le tirage s’effectue plus souvent dans I'urne 1 (la boule n°1 sort plus
souvent) ou les 3 numéros sont équiprobables .
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