
ECG 1 - maths appli. - Ly
ée La Pérouse - Keri
hen Mathématiques DS n°5 - 15 mars 2025Corrigé Total sur 69,5 pointsExer
i
e 1 - vrai ou faux 1 point par question - total sur 5 pointsIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses en justi�ant la réponse.a) lim
x→+∞

ln(x)3

x2
= 0 C'est vrai par 
roissan
e 
omparée (forme (ln(x))β

xα
ave
 α > 0)b) Soit la fon
tion f dé�nie par f(x) = 





x2 si x 6 0
1

ln(1 + x)
si x > 0

alors f est 
ontinue sur RC'est faux 
ar lim
x→0+

1

ln(1 + x)
= +∞ 
e qui ne peut être égal à f(0)en e�et lim

x→0+
ln(1 + x) = ln(1) = 0 par 
ontinuité de ln et même lim

x→0+
ln(1 + x) = 0+ 
ar x > 0 ⇒ 1 + x > 1 don


ln(1 + x) > 0 (par 
roissan
e de ln) et on 
on
lut par opération (inversion d'une limite nulle).
) Soit A la matri
e A =

(

1 2
3 6

), alors A est inversibleC'est faux 
ar detA = 1× 6− 2× 3 = 0 don
 A n'est pas inversible.d) La série ∑
n>0

n2 − 5

n3 + 6
est grossièrement divergente. C'est faux 
ar une série diverge grossièrement lorsque son termegénéral ne tend pas vers 0 or i
i n2 − 5

n3 + 6
=

n2
(

1− 5
n2

)

n3
(

1 + 6
n3

) =
1− 5

n2

n
(

1 + 6
n3

) et don
 par opérations lim
n→+∞

n2 − 5

n3 + 6
= 0e) La série ∑

n>0

9n

11
est divergente.C'est vrai, on peut voir qu'elle est grossièrement divergente, 
ar lim

n→+∞

9n = +∞(qn ave
 q > 1) et don
 lim
n→+∞

9n

11
= +∞ou remarquer qu'elle est proportionnelle à une série géométrique divergente (q > 1) 
ar ∑

n>0

9n

11
=

1

11

∑

n>0

9n

1



Exer
i
e 2 - limites de fon
tions et séries 4 points1. Déterminer les limites suivantesa. lim
x→−2

x2 − 2x− 8

x+ 2
1 pointEn remplaçant x par −2 dans l'expression on trouve une forme indéterminée de type � 0

0
�, 
e qui nous orientevers une fa
torisation par x+ 2 au numérateur, et on trouve en e�et x2 − 2x− 8 = (x + 2)(x− 4)don
 x2 − 2x− 8

x+ 2
=

(x + 2)(x− 4)

x+ 2
= x− 4 et don
 lim

x→−2

x2 − 2x− 8

x+ 2
= lim

x→−2
x− 4 = −6b. lim

x→0−

4 ln
(

x+ 1
2

)

x
1 pointIl s'agit simplement d'un quotient de limite,sa
hant que lim

x→0−
4 ln

(

x+
1

2

)

= 4 ln

(

1

2

)

= −4 ln(2) (et −4 ln(2) < 0) et que lim
x→0−

x = 0−on trouve lim
x→0−

4 ln
(

x+ 1
2

)

x
= +∞ (forme � ℓ

0−
� ave
 ℓ < 0)2. Déterminer si les séries suivantes sont 
onvergentes et si oui 
al
uler leur(s) somme(s)a. ∑

n>0

(

e−n − e−n−1
) 1 pointOn peut dé
omposer la série en deux séries géométriques, mais il est plus simple de re
onnaitre une série téles
o-pique, qui est alors de même nature que e−n et don
 
onvergente 
ar e−n → 0pour bien le mettre en éviden
e, on peut poser pour n ∈ N, un = e−n et on a alors

n
∑

k=0

(

e−k − e−k−1
)

=

n
∑

k=0

(

e−k − e−(k+1)
)

=

n
∑

k=0

(uk − uk+1) = u0 − un+1 après téles
opageor −(n+ 1) → +∞ et lim
X→−∞

eX = 0 don
 par 
omposition un+1 = e−(n+1) → 0et don
 n
∑

k=0

(

e−k − e−k−1
)

→ u0 et u0 = 1 don
 la série ∑
n>0

(

e−n − e−n−1
) 
onverge vers 1b. ∑

n>1

n

7n
1 pointPour n ∈ N,

n
∑

k=1

k

7k
=

1

7

n
∑

k=1

k
1

7k−1
=

1

7

n
∑

k=1

k

(

1

7

)k−1or n
∑

k=1

k

(

1

7

)k−1 est une série géométrique (dérivée) 
onvergente (|q| = 1

7
< 1) et +∞

∑

n=1

n

(

1

7

)n−1

=
1

(

1− 1
7

)2 =
72

62don
 ∑
n>1

n

7n

onverge et +∞

∑

n=1

n

7n
=

1

7
×

72

62
=

7

62
=

7

36

2



Exer
i
e 3 - matri
e et suites 6,5 points1. On 
onsidère la matri
e A =





2 0 1
0 3 1
0 0 3



, montrer par ré
urren
e que ∀n ∈ N, An =





2n 0 3n − 2n

0 3n n3n−1

0 0 3n



 2 pointsComme suggéré, on pro
ède par ré
urren
e, pour n ∈ N, on dé�nit An =





2n 0 3n − 2n

0 3n n3n−1

0 0 3n



Initialisation : P (0) est vraie ⇔ A0 =





20 0 30 − 20

0 30 0× 30−1

0 0 30



⇔ I3 =





1 0 1− 1
0 1 0
0 0 1



⇔ I3 = I3
e qui est vrai, don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse An =





2n 0 3n − 2n

0 3n n3n−1

0 0 3n



 don
 An+1 = AnA =





2n 0 3n − 2n

0 3n n3n−1

0 0 3n









2 0 1
0 3 1
0 0 3



don
 An+1 =





2n × 2 0 2n + 3(3n − 2n)
0 3n × 3 3n + n3n−1

× 3
0 0 3n × 3



 =





2n+1 0 3n+1
− 2n+1

0 3n+1 (n+ 1)3n

0 0 3n+1




ar 2n + 3(3n − 2n) = 2n + 3n+1 − 3 × 2n = 3n+1 − 2 × 2n = 3n+1 − 2n+1 et 3n + n3n−1 × 3 = 3n + n3n = (n+ 1)3ndon
 P (n+ 1) est vraie et don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.2. On 
onsidère les suites (an)n∈N et (bn)n∈N dé�nies par a0 = 2, b0 = 0 et pour tout n ∈ N :
an+1 = 2an + 3n et bn+1 = 3bn + 3na. Compléter le programme 
i-
ontre pour qu'il a�
he la valeur de an 1 pointOn 
al
ule les termes de manière itérative en partant de a0 jusqu'à an (attention
haque terme dépend du pré
édent mais aussi de n du fait du terme 3n).Nota bene : tel quel le programme ne fon
tionne pas, il faut dé�nir n au préalable. a=2

for i in range (1, n+1) :

a =2* a +3**(i -1)

print (a)Pour tout n ∈ N, on pose Xn =





an

bn

3n



b. Montrer que ∀n ∈ N, Xn+1 = AXn 1 pointOn 
al
ule :
AXn =





2 0 1
0 3 1
0 0 3









an

bn

3n



 =





2an + 3n

3bn + 3n

3n+1



 =





an+1

bn+1

3n+1



 = Xn+1 d'après la dé�nition 
i-dessus.
. Etablir que ∀n ∈ N, Xn = AnX0 1 pointPour n ∈ N, on dé�nit l'assertion Q(n) : Xn = AnX0Initiation : P (0) est vraie ⇔ X0 = A0X0 ⇔ X0 = I3X0 ⇔ X0 = X0 
e qui est vrai don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons que P (n) est vraied'après la question pré
édente Xn+1 = AXn et par hypothèse de ré
urren
e, Xn = AnX0don
 Xn+1 = AAnX0 = An+1X0 
'est-à-dire que P (n+ 1) est vraiedon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie et don
 Xn = AnX0d. En déduire en utilisant 1. que ∀n ∈ N, an = 2n + 3n et bn = n3n−1 puis déterminer les limites des suites (an)n∈Net (bn)n∈N 1,5 pointsPar dé�nition X0 =





a0

b0

30



 =





2
0
1



 et d'après 1.
. AnX0 =





2n 0 3n − 2n

0 3n n3n−1

0 0 3n









2
0
1



 =





2× 2n + 3n − 2n

n3n−1

3n



or Xn = AnX0 d'après la question pré
édente, don
 an = 2×2n+3n−2n = (2−1)2n+3n = 2n+3n et bn = n3n−1d'après les limites usuelles (qn ave
 q > 1) puis par addition an → +∞ et par opérations bn → +∞ 
ar bn =
n3n

3

3



Problème 1On 
onsidère la fon
tion f :]0,+∞[→ R dé�nie, pour tout x de ]0,+∞[, par : f(x) = ex − e ln(x) 30 pointsOn admet les en
adrements numériques suivants : 2, 7 < e < 2, 8 7, 3 < e2 < 7, 4 0, 6 < ln(2) < 0, 7Partie I : étude de la fon
tion f 12,5 points1. Justi�er que f est dérivable 2 fois sur ]0,+∞[ et 
al
uler, pour tout x de ]0,+∞[, f ′(x) et f ′′(x) 1 pointLes fon
tions x 7→ ex et x 7→ ln(x) sont dérivables sur l'intervalle ]0,+∞[ en tant que fon
tions usuelles don
 la fon
tion
f est dérivable sur ]0,+∞[ 
omme somme de fon
tions dérivables sur ]0,+∞[ et ∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) = ex −

e

x

f ′ est alors elle-même dérivable pour les même raisons, x 7→
1

x
étant dérivable sur ]0,+∞[et ∀x ∈]0,+∞[, f ′′(x) = ex +

e

x22. Dresser le tableau de variations de f ′ ave
 la limite de f ′ en 0 et la limite de f ′ en +∞ et pré
iser f ′(1) 1,5 pointsPour tout x ∈]0,+∞
[

, f ′′(x) = ex +
e

x2
> 0la fon
tion f ′ est don
 stri
tement 
roissante sur ]0,+∞[par ailleurs, lim

x→0
ex = e0 = 1 (par 
ontinuité de x 7→ ex)et lim

x→0

e

x
= +∞ don
 lim

x→0
f ′(x) = −∞de plus lim

x→+∞

ex = +∞ et lim
x→+∞

e

x
= 0 don
 lim

x→+∞

f ′(x) = +∞en�n f ′(1) = e1 −
e

1
= 0 d'où le tableau 
i-
ontre

x

f ′

0 +∞

−∞

+∞+∞

1

03. Dresser le tableau de variations de f ave
 la limite de f en 0 et la limite de f en +∞ et pré
iser f(1) 2 pointsLa fon
tion f ′ est stri
tement 
roissante sur ]0,+∞[ ainsi ∀x ∈]0, 1[, f ′(x) < f ′(1) = 0 et ∀x ∈] 1,+∞[, f ′(x) > f ′(1) = 0don
 f est stri
tement dé
roissante sur ]0, 1] et stri
tement 
roissante sur [1,+∞[par ailleurs, déterminons la limite de f en 0 :
omme lim
x→0

ex = 1 et lim
x→0

ln(x) = −∞, alors par addition lim
x→0

f(x) = +∞déterminons alors la limite de f en +∞ : pour x > 0, f(x) = ex − e ln(x) = ex
(

1− e
ln(x)

ex

) et lim
x→+∞

ln(x)

ex
= 0 par
roissan
es 
omparéesdon
 lim

x→+∞

f(x) = +∞ par somme et produit et en�n f(1) = e1 − e ln(1) = e, on peut alors établir le tableau suivant
x

f

0 1 +∞

+∞

ee

+∞+∞

4. Donner l'allure de la 
ourbe représentative de f 1,5 pointsLe tableau de variations donne presque l'allure de f , il faut représen-ter la dé
roissan
e de f sur l'intervalle ]0, 1], puis sa 
roissan
e surl'intervalle [1,+∞[par ailleurs f(1) = e et ave
 les valeurs données par l'énon
é, on peuttrouver l'en
adrement 5, 3 < f(2) < 5, 8en�n 
omme ex prédomine � rapidement � sur ln(x), on peut présu-mer que f aura � rapidement � une 
roissan
e exponentielle. 01234
567
0 1 2 x

y

Cf
b

b

5. Étudier les variations de la fon
tion u :]0,+∞ [→ R dé�nie par u(x) = f ′(x)− x 2,5 pointsLa fon
tion u est dérivable sur ]0,+∞[ 
ar 
'est la somme de fon
tions dérivables sur ]0,+∞[ et
∀x > 0, u′(x) = f ′′(x)− 1 = ex +

e

x2
− 1 =

x2ex + e− x2

x2
=

x2 (ex − 1) + e

x2
omme x2 > 0, on en déduit que le signe de u′(x) est 
elui de x2 (ex − 1) + eor, x > 0 d'où ex > e0 = 1 et don
 ex − 1 > 0, de plus, x2 > 0 et e > 0d'où par produit, addition et quotient de termes positifs, ∀x > 0, u′(x) > 0 don
 la fon
tion u est don
 stri
tement4




roissante sur ]0,+∞[par ailleurs, d'après 2. lim
x→0

f ′(x) = −∞ et lim
x→0

x = 0 d'où lim
x→0

u(x) = −∞déterminons alors la limite de f en +∞ : pour x ∈]0,+∞[, on a u(x) = ex −
e

x
− x = ex

(

1−
e

xex
−

x

ex

)et par 
roissan
es 
omparées, lim
x→+∞

x

ex
= 0, de plus lim

x→+∞

e

xex
= 0 et lim

x→+∞

ex = +∞, d'où lim
x→+∞

u(x) = +∞6. En déduire que l'équation f ′(x) = x, d'in
onnue x ∈] 0,+∞[, admet une solution et une seule, notée α, et montrer :
1 < α < 2 2,5 pointsSoit x ∈]0,+∞[, f ′(x) = x ⇔ f ′(x) − x = 0 ⇔ u(x) = 0on 
her
he don
 à montrer que l'équation u(x) = 0 admet une unique solution sur ]0,+∞[la fon
tion u est 
ontinue sur ]0,+∞[ (par opération 
ar f ′ et x 7→ x le sont) et stri
tement 
roissante sur ]0,+∞[)don
, d'après le théorème de la bije
tion :la fon
tion u réalise une bije
tion de ]0,+∞[ sur ] lim

x→0
u(x), lim

x→+∞

u(x)[=]−∞,+∞[= Ror 0 ∈ R don
 l'équation u(x) = 0 ⇔ f ′(x) = x admet une unique solution α sur ]0,+∞[par ailleurs u(1) = f ′(1)− 1 = 0− 1 = −1 < 0 et u(2) = f ′(2)− 2 = e2 −
e

2
− 2or, d'après les en
adrements donnés par l'énon
é,on a e2 > 7, 3 et e

2
< 1, 4 don
 e

2
+ 2 < 4, 4 don
 e2 >

e

2
+ 2 soit e2 − e

2
− 2 > 0 i.e. u(2) > 0�nalement u(1) < 0 et u(2) > 0 ave
 u 
ontinue, don
 d'après le théorème des valeurs intermédiaires, l'équation

u(x) = 0 admet une solution sur l'intervalle [1; 2]or α est l'unique solution de 
ette équation sur ]0,+∞[ don
 α ∈ [1; 2] et même α ∈]1; 2[ 
ar u(1) 6= 0 et u(2) 6= 0Option B : ave
 les mêmes 
al
uls on obtient u(1) < u(α) < u(2)or, par propriété u étant stri
tement 
roissante et 
ontinue, alors u−1 : R →]0,+∞[ est stri
tement 
roissante sur Rpuis en appliquant u−1, on obtient alors 1 < α < 27. E
rire un programme Python qui permet de déterminer une valeurappro
hée de α à 10−5 près. 1,5 pointsAprès avoir importé numpy pour la fon
tion exponentielle, il s'agitd'un algorithme de di
hotomie 
lassique, ave
 une fon
tion 
rois-sante i
i, on peut renvoyer 
omme résultat le dernier intervalle
[a, b] trouvé ou le dernier � milieu � 
al
ulé.

import numpy as np

a=1

b=2

while (b-a) >10**( -5) :

m=(a+b)/2

if np.exp (m)-np.e/m-m >0 :

b=m

else :

a=m

print ([a,b])Partie II : étude d'une suite, étude d'une sérieOn 
onsidère la suite réelle (un)n∈N
dé�nie par :



u0 = 2

∀n ∈ N, un+1 = f (un)
17,5 points1. E
rire un programme Python permettant de 
al
uler et de représenter graphiquement les 100 premiers termes de lasuite (un)n∈N
1,5 pointsProgramme 
lassique, on 
al
ule de manière itérative lestermes de la suite et on les in
lut progressivement dans uneliste ave
 append pour pouvoir les représenter ensuite.Pour la représentation, il n'est pas né
essaire i
i de dé�nirune liste d'abs
isses, 
ar par défaut, les abs
isses seront :

0, 1, 2, ..., 99

import numpy as np

u=2

L=[2]

for i in range (1 ,100) :

u=np.exp (u) -np.e*np. log (u)

L. append (u)

plt . plot(L, ’+’)

plt . show ()2. Montrer que, pour tout n de N, un existe et un > 2 1 pointRar ré
urren
e, évidemment ! Pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un existe et un > 2Initialisation : u0 = 2 don
 u0 existe et u0 > 2, i.e. P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse un > 2 don
 f(un) est bien dé�nie et d'après l'étude de f à la question I.3. f(un) > e, et a fortiori
f(un) > 2 i.e. un+1 > 2 don
 P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un existe et un > 25



3. Etudier les variations, puis le signe, de la fon
tion g :
[2,+∞[ → R

x 7→ f(x)− x
2 pointsPar dé�nition de g, elle est dérivable (di�éren
e de fon
tions dérivables) et

∀x > 2, g′(x) = f ′(x)− 1or d'après la question I.2. f ′ est 
roissante, don
 ∀x > 2, f ′(x) > f ′(2)et f ′(x) = ex −
e

x
⇒ f ′(2)− 1 = e2 −

e

2
− 1de plus, d'après les valeurs données par l'énon
é e2 > 7, 3 > 2, 4 >

e

2
+ 1 don
 e2 −

e

2
− 1 > 0 i.e. f ′(2)− 1 > 0don
 f ′(2) > 1 et don
 ∀x > 2, f ′(x) > f ′(2) > 1 don
 f ′(x) − 1 > 0 i.e. g′(x) > 0 don
 g est (stri
tement) 
roissanteen�n g(2) = f(2)− 2 = e2 − e ln(2)− 2 et d'après les valeurs données par l'énon
é :d'une part ln(2) 6 1 ⇒ e ln(2) 6 e 6 3 don
 e ln(2) + 2 6 5d'autre part e2 > 7 don
 e2 > e ln(2) + 2 soit e2 − e ln(2)− 2 > 0 i.e. g(2) > 0don
, g étant 
roissante, ∀x > 2, g(x) > 04. En déduire que la suite (un)n∈N

est 
roissante. 1 pointD'après II.2., ∀n ∈ N, un > 2et d'après II.3., ∀x > 2, f(x)− x > 0don
 ∀n ∈ N, f(un)− un > 0 i.e. un+1 − un > 0 et don
 (un)n∈N
est 
roissante5. Démontrer que la suite (un)n∈N

admet +∞ pour limite. 2 pointsRaisonnement par l'absurde 
lassique : supposons que la (un)n∈N
soit majoréealors, étant 
roissante (d'après II.4), d'après le théorème de limite monotone, elle 
onverge et on note alors ℓ sa limitetout d'abord, ∀n ∈ N, un > 2 ⇒ ℓ > 2 par passage à la limite dans l'inégalitépar ailleurs, par 
ontinuité de f, un → ℓ ⇒ f(un) → f(ℓ)de plus par propriété, un → ℓ ⇒ un+1 → ℓor ∀n ∈ N, un+1 = f(un) don
 par uni
ité de la limite, f(ℓ) = ℓ i.e. f(ℓ)− ℓ = 0autrement dit g(ℓ) = 0 (ave
 ℓ > 2), 
e qui est 
ontradi
toire, 
ar d'après II.3., ∀x > 2, g(x) > 0don
 notre hypothèse de départ est fausse, i.e. la suite (un)n∈N

n'est pas majorée
omme elle est toujours 
roissante, d'après le théorème de limite monotone, elle diverge vers +∞6. Ave
 Python, dé�nir une fon
tion qui, pour un réel A, renvoie le premier entier naturel N tel que uN > A 1,5 pointsIl s'agit d'une question 
lassique de dépassement de seuil, quioriente don
 vers l'utilisation d'une bou
le while, que l'on intègrei
i dans une fon
tion pour répondre à la question. On 
al
ule don
les termes de la suite de manière itérative dans la bou
le (
ommeplus haut), en in
rémentant le rang de la suite. def seuil (A):

u=2

n=0

while u<A:

u=np.exp (u)-np.e*np.log (u)

n=n+1

return n7. Démontrer : ∀x ∈

[

2,+∞

[

, 2 ln(x) 6 x 6
ex

3
3 pointsOn va démontrer séparément les deux parties de l'inégalité, en passant à 
haque fois par l'étude d'une fon
tionpour x ∈∈ [2,+∞[, on pose h(x) = x− 2 ln(x) et i(x) = ex

3
− x alors h et i sont dérivables et

∀x ∈ [2,+∞[ , h′(x) = 1−
2

x
et i′(x) = ex

3
− 1 =

ex − 3

3étude de h : or x > 2 ⇒
1

x
6

1

2

ar la fon
tion inverse est dé
roissante sur ]0,+∞[don
 2

x
6 1 puis − 2

x
> −1 et en�n 1−

2

x
> 0 i.e. h′(x) > 0 don
 h est 
roissante et don
 ∀x ∈ [2,+∞[ , h(x) > h(2)or h(2) = 2− 2 ln(2) et 2 ln(2) < 1, 4 d'après les données de l'énon
é, don
 h(2) > 0et don
 ∀x ∈ [2,+∞[ , h(x) > 0 i.e. x > 2 ln(x) d'où la première partie de l'inégalitéétude de i : x > 2 ⇒ ex > e2 par 
roissan
e de l'exponentielleor d'après les données de l'énon
é, e2 > 3 don
 pour x > 2, ex > 3 don
 ex − 3 > 0 don
 i′(x) > 0 i.e. la fon
tion i est
roissante don
 ∀x ∈ [2,+∞[ , i(x) > i(2)or i(2) = e3

3
−2 et par 
roissan
e de l'exponentielle, e3 > e2 et d'après les données de l'énon
é, e2 > 6 don
 e3

3
>

e2

3
> 2et don
 e3

3
− 2 > 0 i.e. i(2) > 0 don
 ∀x ∈ [2,+∞[ , i(x) > 0 i.e. ex

3
> x d'où l'autre partie de l'inégalité�nalement ∀x ∈ [2,+∞[ , 2 ln(x) 6 x et x 6

ex

3
don
 ∀x ∈ [2,+∞[ , 2 ln(x) 6 x 6

ex

36



8. En déduire : ∀n ∈ N, un+1 >
6− e

2
un 1 pointSoit n ∈ N, par dé�nition, un+1 = f(un) = eun − e ln(un), de plus ∀n ∈ N, un > 2or d'après la question pré
édente (
ar un > 2) d'une part eun

3
> un d'autre part 2 ln(un) 6 undon
 eun > 3un et − ln(un) > −

un

2
puis −e ln(un) > −

eun

2don
 en additionnant les inégalités,
eun − e ln(un) > 3un −

eun

2
don
 eun − e ln(un) >

6un − eun

2
soit eun − e ln(un) >

(6 − e)un

2
i.e. un+1 >

6− e

2
un9. Montrer que ∀n ∈ N, un > 2

(

6− e

2

)n, puis retrouver le résultat de la question 5. 2 pointsDu grand 
lassique, par ré
urren
e ! Pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un > 2

(

6− e

2

)nInitialisation : P (0) est vraie ⇔ u0 > 2

(

6− e

2

)0

⇔ u0 > 2× 1
e qui est vrai 
ar u0 = 2, don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse un > 2

(

6− e

2

)n don
 (6− e

2

)

un > 2

(

6− e

2

)(

6− e

2

)n i.e. (6− e

2

)

un > 2

(

6− e

2

)n+1or d'après la question pré
édente un+1 >

(

6− e

2

)

un don
 un+1 > 2

(

6− e

2

)n+1 i.e. P (n+1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraiepar ailleurs, d'après les données de l'énon
é e < 3 ⇒ −e > −3 don
 6− e > 3 don
 6− e

2
>

3

2
> 1don
 lim

n→+∞

(

6− e

2

)n

= +∞ (forme qn ave
 q > 1) don
 par par produit lim
n→+∞

2

(

6− e

2

)n

= +∞et don
 par théorème des gendarmes (version in�nie), on retrouve lim
n→+∞

un = +∞10. Justi�er que que la série ∑
n>0

(

2

6− e

)n 
onverge 1 pointD'après la question pré
édente, (6− e

2

)

> 1 don
 0 <

(

2

6− e

)

< 1 
ar la fon
tion inverse est stri
tement dé
roissantesur ]0,+∞[don
 la série ∑
n>0

(

2

6− e

)n 
onverge 
ar il s'agit d'une série géométrique (forme ∑
n>0

qn) ave
 |q| < 111. Montrer que la série ∑
n>0

1

un


onverge 1,5 pointsD'après la question II.9., ∀n ∈ N, un > 2

(

6− e

2

)n (et un > 0) don
 0 6
1

un

6
1

2
(

6−e
2

)n 
ar la fon
tion inverse estdé
roissante sur ]0,+∞[ soit 0 6
1

un

6
1

2

(

2

6− e

)nor d'après la question pré
édente, la série∑
n>0

(

2

6− e

)n 
onverge don
 la série∑
n>0

1

2

(

2

6− e

)n 
onverge par opérationsur les séries 
onvergentesdon
 la série ∑
n>0

1

un


onverge d'après le théorème de 
omparaison sur les séries à termes positifs
7



Problème 2 24 pointsPartie A - puissan
es d'une matri
eOn dé�nit les matri
es M =















0
2

3

2

3
1

3
0 0

1

3
0 0















P =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











et Q =
1

4











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











7,5 points1. Cal
uler PQ, que peut-on en déduire ? 1,5 points
PQ =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











1

4











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











=
1

4











2− (−2) 2− 2 2− 2

1− 1 1 + 1 + 2 1 + 1− 2

1− 1 1 + 1− 2 1 + 1 + 2











=
1

4











4 0 0

0 4 0

0 0 4











= I3don
 P est inversible et P−1 = Q2. On dé�nit la matri
e D par D = P−1MP , déterminer la matri
e D 1,5 pointsOn s'attend à 
e que D soit une matri
e diagonale et 
omme Q = P−1, D = QMP :
D =

1

4











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2

























0
2

3

2

3
1

3
0 0

1

3
0 0

























2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











=
1

4











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2

























2

3
+

2

3

2

3
+

2

3

2

3
−

2

3
2

3
−
2

3
0

2

3
−
2

3
0















=
1

4











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2

























4

3

4

3
0

2

3
−
2

3
0

2

3
−
2

3
0















=
1

4















4

3
+

2

3
+

2

3

4

3
−

2

3
−

2

3
0

−
4

3
+

2

3
+

2

3
−
4

3
−

2

3
−

2

3
0

4

3
−

4

3
−
4

3
+

4

3
0















=
1

4











8

3
0 0

0 −
8

3
0

0 0 0











=











2

3
0 0

0 −
2

3
0

0 0 0









3. Montrer que M = PDP−1 1 pointIl faut inverser la formule qui dé�nit D :
D = P−1MP ⇒ PD = PP−1MP ⇒ PD = I3MP ⇒ PD = MP ⇒ PDP−1 = MPP−1 ⇒ PDP−1 = MI3 = M4. Montrer que, pour tout entier naturel n,Mn = PDnP−1 1,5 pointsOn pro
ède par ré
urren
e, pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : Mn = PDnP−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔ M0 = PD0P−1 ⇔ I3 = PI3P

−1
e qui est le 
as 
ar PI3P
−1 = PP−1 = I3 don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraiedon
 par hypothèse Mn = PDnP−1don
 Mn+1 = Mn ×M = PDnP−1PDP−1 = PDnI3DP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1 i.e. P (n+ 1) est vraiedon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. Mn = PDnP−15. Pour n ∈ N, 
al
uler Dn 0,5 pointPar propriété sur les matri
es diagonales : ∀n ∈ N

∗, Dn = Diag

((

2

3

)n

,

(

−
2

3

)n

, 0

) et D0 = I36. Déterminer, pour tout entier naturel n, la première 
olonne de la matri
e Mn 1,5 points
Mn = PDnP−1 et on 
her
he à 
al
uler la première 
olonne de Mn don
 il su�t de 
al
uler la première 
olonne de
DnP−1, DnP−1 =















(

2

3

)n

0 0

0

(

−
2

3

)n

0

0 0 0















1

4











1 . . . . . .

−1 . . . . . .

0 . . . . . .











=
1

4















(

2

3

)n

. . . . . .

−

(

−
2

3

)n

. . . . . .

0 . . . . . .















8



don
 Mn =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











1

4















(

2

3

)n

. . . . . .

−

(

−
2

3

)n

. . . . . .

0 . . . . . .















=
1

4

















2×

(

2

3

)n

+ 2×

(

−
2

3

)n

. . . . . .

(

2

3

)n

−

(

−
2

3

)n

. . . . . .

(

2

3

)n

−

(

−
2

3

)n

. . . . . .















Partie B - étude d'une expérien
e aléatoireOn dispose de trois urnes : 16,5 points� l'urne 1 
ontient trois boules numérotées de 1 à 3� l'urne 2 
ontient deux boules numérotées 1 et une boule portant le numéro 2� l'urne 3 
ontient deux boules numérotées 1 et une boule portant le numéro 3On e�e
tue des tirages su

essifs ave
 remise d'une boule dans 
es urnes selon le proto
ole suivant :� le premier tirage s'e�e
tue dans l'urne 1� à l'issue de 
haque tirage, on dé
ide de faire le tirage suivant dans l'urne portant le numéro de la boule tirée. Ainsi, si laboule tirée au troisième tirage porte le numéro 2, alors le quatrième tirage se fait dans l'urne 2.On dé�nit, pour 
haque entier k > 1, les événements suivants :
⊲ Ak : � le kème tirage amène une boule portant le numéro 1 �
⊲ Bk : � le kème tirage amène une boule portant le numéro 2 �
⊲ Ck : � le kème tirage amène une boule portant le numéro 3 �Et on note, pour 
haque entier k > 1, ak = P (Ak), bk = P (Bk) et ck = P (Ck)1. a. Déterminer, en justi�ant, les valeurs des probabilités a1, b1 et c1 0,5 pointLe premier tirage s'e�e
tue dans l'urne 1 dans laquelle on peut tirer de manière équiprobable une boule n°1, uneboule n°2 ou une boule n°3, don
 a1 = b1 = c1 =

1

3b. Déterminer la valeur de b2, en justi�ant. 1,5 points
A1, B1, C1 forment un système 
omplet d'événements, don
 d'après la formule des probabilités totales :
P (B2) = P (A1)PA1

(B2) + P (B1)PB1
(B2) + P (C1)PC1

(B2)or P (A1) = P (B1) = P (C1) =
1

3
(
omme vu au 1.a), il y a autant de 
han
es de tirer 
ha
un des numéros aupremier tirage et don
 de 
hoisir 
ha
une des urnes au deuxièmeor d'après les hypothèses, PA1

(B2) =
1

3
(
ar le deuxième tirage a alors lieu dans l'urne 1)de même PB1

(B2) =
1

3
(tirage dans l'urne 2) et PC1

(B2) = 0 (tirage dans l'urne 3)don
 P (B2) =
1

3
×

1

3
+

1

3
×

1

3
=

2

9
. A l'issue du deuxième tirage, on 
onstate que la boule tirée porte le numéro 2. Déterminer la probabilité que lepremier tirage ait amené la boule numéro 2. 1 pointOn 
her
he PB2
(B1) et on utilise la formule de Bayes : PB2

(B1) =
P (B1)PB1

(B2)

P (B2)
=

1
3 × 1

3
2
9

=
1

22. Pour k ∈ N
∗, on note Uk la matri
e-
olonne suivante : 



ak

bk

ck









a. Soit k ∈ N
∗, donner en les justi�ant les probabilités PAk

(Ak+1), PBk
(Ak+1) et PCk

(Ak+1) 1,5 pointsEn déduire que ak+1 =
1

3
ak +

2

3
bk +

2

3
ck

PAk
(Ak+1) =

1

3

ar le tirage s'e�e
tue alors dans l'urne 1 où il y a une boule n°1 sur les trois,

PBk
(Ak+1) =

2

3

ar le tirage s'e�e
tue alors dans l'urne 2 où il y a deux boules n°1 sur les trois et

PCk
(Ak+1) =

2

3

ar le tirage s'e�e
tue alors dans l'urne 3 où il y a deux boules n°1 sur les trois.puis par le même raisonnement qu'au 1.b), Ak, Bk, Ck forment un système 
omplet d'événements, don
 d'aprèsla formule des probabilités totales : 9



P (Ak+1) = P (Ak)PAk
(Ak+1) + P (Bk)PBk

(Ak+1) + P (Ck)PCk
(Ak+1)or P (Ak+1) = ak+1, P (Ak) = ak, P (Bk) = bk et P (Ck) = ck et d'après le début de la question,on trouve ak+1 =

1

3
ak +

2

3
bk +

2

3
ckb. De la même manière, déterminer, pour k ∈ N

∗, les expressions de bk+1 et ck+1 en fon
tion de ak, bk et ck 1 pointDe manière analogue, on trouve PAk
(Ak+1) =

1

3
, PBk

(Ak+1) =
1

3
, PCk

(Ak+1) = 0et P (Bk+1) = P (Ak)PAk
(Bk+1) + P (Bk)PBk

(Bk+1) + P (Ck)PCk
(Bk+1) (probabilités totales)don
 bk+1 =

1

3
ak +

1

3
bk et de même ck+1 =

1

3
ak +

1

3
ck
. Déterminer la matri
e A de M3(R), telle que, pour tout entier naturel k non nul, Uk+1 = AUk 1 pointSoit k ∈ N

∗, par dé�nition Uk+1 =











ak+1

bk+1

ck+1











=















1

3
ak +

2

3
bk +

2

3
ck

1

3
ak +

1

3
bk + 0× ck

1

3
ak + 0× bk +

1

3
ck















=
1

3











ak + 2bk + 2ck

ak + bk + 0ck

ak + 0bk + ck











d'après 2.a) et
2.b), don
 Uk+1 =

1

3











1 2 2

1 1 0

1 0 1





















ak

bk

ck











= AUk ave
 A =
1

3











1 2 2

1 1 0

1 0 1









3. On pose U0 =











1

0

0









a. Véri�er que U1 = AU0 0,5 pointPar dé�nition, U1 =











a1

b1

c1











=















1

3
1

3
1

3















et AU0 =
1

3











1 2 2

1 1 0

1 0 1





















1

0

0











=
1

3











1

1

1











=















1

3
1

3
1

3













don
 U1 = AU0b. Montrer alors que pour tout k de N, on a Uk = AkU0 1,5 pointsOn pro
ède par ré
urren
e ! Pour k ∈ N, on dé�nit P (k) : Uk = AkU0Initialisation : A0U0 = I3U0 = U0 don
 P (0) est vraieHérédité : soit k ∈ N, on suppose que P (k) est vraied'après 2.
. Uk+1 = AUk et par hypothèse Uk = AkU0don
 Uk+1 = AAkU0 = Ak+1U0, i.e. P (k + 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀k ∈ N, P (k) est vraie, i.e. Uk = AkU0
. Véri�er que A = M +
1

3
I3 0,5 point

M +
1

3
I3 =















0
2

3

2

3
1

3
0 0

1

3
0 0















+















1

3
0 0

0
1

3
0

0 0
1

3















=















1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3















=
1

3











1 2 2

1 1 0

1 0 1











= Ad. Montrer par ré
urren
e que, pour tout k de N, Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j 2,5 pointsQuestion di�
ile : 
omme suggéré, pour k ∈ N, on dé�nit P (k) : Ak =
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jInitialisation : A0 = I3 et 0
∑

j=0

(

0

j

)(

1

3

)0−j

M j =

(

0

0

)(

1

3

)0

M0 = 1× 1× I3 don
 P (0) est vraie10



Hérédité : soit k ∈ N, on suppose que P (k) est vraie
Ak+1 = AkA or A = M +

1

3
I3 et par hypothèse Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jdon
Ak+1 =





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j





(

M +
1

3
I3

)

=





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j



M+
1

3





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j



 I3don
 Ak+1 =





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jM



+
1

3





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jI3



don
Ak+1 =





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j+1



+
1

3





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j



 =
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j+1+
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j+1

Mor k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j+1 =

k+1
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k−(i−1)

M i (
hangement d'indi
e i = j + 1)don
 k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j+1 =

k+1
∑

i=1

(

k

i − 1

)(

1

3

)k−i+1

M idon
 Ak+1 =
k+1
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k−i+1

M i +
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j+1

M jdon
 Ak+1 =

k
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k−i+1

M i +

(

k

k

)(

1

3

)0

Mk+1 +

(

k

0

)(

1

3

)k−0+1

M0 +

k
∑

j=1

(

k

j

)(

1

3

)k−j+1

M jdon
 Ak+1 =

(

1

3

)k+1

I3 +

k
∑

j=1

((

k

j − 1

)

+

(

k

j

))(

1

3

)k−j+1

M j +Mk+1or d'après la formule de Pas
al, pour tous entiers j et k tels que 1 6 j 6 k,

(

k

j − 1

)

+

(

k

j

)

=

(

k + 1

j

)don
 Ak+1 =

(

k + 1

0

)(

1

3

)k+1

M0 +

k
∑

j=1

(

k + 1

j

)(

1

3

)k+1−j

M j +

(

k + 1

k + 1

)(

1

3

)k+1−(k+1)

Mk+1don
 Ak+1 =

k+1
∑

j=0

(

k + 1

j

)(

1

3

)k+1−j

M j , don
 P (k + 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀k ∈ N, P (k) est vraie.4. a. Simpli�er en fon
tion de k les sommes Sk =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

2

3

)j (
1

3

)k−j et Tk =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

−
2

3

)j (
1

3

)k−j 1 pointIl s'agit simplement d'appliquer la formule du bin�me de Newton : ∀(a, b) ∈ R
2, (a+ b)k =

k
∑

j=0

(

k

j

)

ajbk−j don

Sk =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

2

3

)j (
1

3

)k−j

=

(

2

3
+

1

3

)k

= 1k = 1 et Tk =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

−
2

3

)j (
1

3

)k−j

=

(

−
2

3
+

1

3

)k

=

(

−
1

3

)kb. En déduire les 3 éléments de la première 
olonne de la matri
e Ak 1,5 pointsD'après 3.d) et A 6., puis par propriétés sur les opérations de matri
es,
Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j
1

4



















2×

(

2

3

)j

+ 2×

(

−
2

3

)j

. . .

(

2

3

)j

−

(

−
2

3

)j

. . .

(

2

3

)j

−

(

−
2

3

)j

. . .



















=
1

4

























k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j
(

2×

(

2

3

)j

+ 2×

(

−
2

3

)j
)

. . .

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j
(

(

2

3

)j

−

(

−
2

3

)j
)

. . .

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j
(

(

2

3

)j

−

(

−
2

3

)j
)

. . .

























11



don
 Ak =
1

4

























2

k
∑

j=0

(

k

j

)(

2

3

)j (
1

3

)k−j

+ 2

k
∑

j=0

(

k

j

)(

−
2

3

)j (
1

3

)k−j

. . . . . .

k
∑

j=0

(

k

j

)(

2

3

)j (
1

3

)k−j

−

k
∑

j=0

(

k

j

)(

2

3

)j (
1

3

)k−j

. . . . . .

k
∑

j=0

(

k

j

)(

−
2

3

)j (
1

3

)k−j

−

k
∑

j=0

(

k

j

)(

−
2

3

)j (
1

3

)k−j

. . . . . .

























=
1

4



















2 + 2

(

−
1

3

)k

. . .

1−

(

−
1

3

)k

. . .

1−

(

−
1

3

)k

. . .

















en re
onnaissant Sk et Tk 
al
ulés pré
édemment
. Véri�er alors que pour k ∈ N
∗, on a ak =

1

2

(

1 +

(

−
1

3

)k
) et bk = ck =

1

4

(

1−

(

−
1

3

)k
) 1 pointD'après 3.b., Uk = AkU0,
'est-à-dire que Uk est égal à la première 
olonne de A 
ar U0 =











1

0

0











don
 Uk =
1

4



















2 + 2

(

−
1

3

)k

1−

(

−
1

3

)k

1−

(

−
1

3

)k



















et Uk =











ak

bk

ck









don
 on en déduit ak =
1

4

(

2 + 2

(

−
1

3

)k
)

=
1

2

(

1 +

(

−
1

3

)k
)

, bk =
1

4

(

1−

(

−
1

3

)k
) et ck =

1

4

(

1−

(

−
1

3

)k
)d. Cal
uler les limites de ak, bk et ck et interpréter les résultats. 1,5 pointsD'après les limites de suites géométriques (−1

3

)k

→ 0 
ar ∣∣∣
∣

−
1

3

∣

∣

∣

∣

< 1 don
 par opérations ak →
1

2
, bk = ck →

1

4
e qui signi�e que quand k � devient grand � on a environ une 
han
e sur deux de tirer une boule n°1 et une
han
e sur 4 de tirer une boule n°2 ou n°3.Ces probabilités sont pro
hes des proportions de boules n°1, n°2 et n°3 : respe
tivement 5

9
,
2

9
et 2

9
, mais 
esproportions sont nuan
ées par le fait que le tirage s'e�e
tue plus souvent dans l'urne 1 (la boule n°1 sort plussouvent) où les 3 numéros sont équiprobables .
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