ECG 1 - m. appli. Chapitre 14 - Probabilités - variables aléatoires discrétes Mars 2025

Objectifs d’apprentissage
A la fin de ce chapitre, je sais :
e déterminer la loi d’une variable aléatoire : X (Q2) et les probabilités associés a chaque valeur de

X O
“+oo
e utiliser un systéme complet d’événements pour une variable aléatoire : Z P(X=n)=1 0O
e calculer 'espérance et la variance d'une variable aléatoire dans des cas %n?s ou infinis. 0
e exploiter les propriétés de l'espérance (linéarité, positivité, théoréeme de transfert) ou de la
variance (Koenig-Huygens et V(aX + b)). O
e reconnaitre les lois usuelles et exploiter leurs propriétés dans le cas fini (lois uniforme, de
Bernoulli ou binomiale) ou infini (lois géométriques ou de Poisson). O

Probabilités sur un univers infini

Propriétés ou définitions Exemple

La définition d’une probabilité peut étre étendue sans | Une page contient une erreur; a chaque
probléme & un univers infini. On parlera alors d’espace | relecture, la faute est corrigée avec pro-
probabilisé (2,47, P) ou 7 est I’ensemble des événe-

1
babilité —. On introduit pour tout n > 1,
ments.

I’événement C,, : « la faute est corrigée a
le probléme qui se pose est de calculer la probabilité d'un | 15 pi*me Jocture (et pas avant) »

événement qui comporte une infinité d’issues. On le fera
avec des séries (cf. ci-dessous). alors P(C,,) =

Propriétés ou définitions conservées :

0 — R . e additivité : avec I’exemple précédent,
e additivité pour des événements deux a deux in-

compatibles (désormais possible avec une infinité U Cr = O donc
d’événements) : keN*
“+oo
P <U Ak> => P(4) ie.
kEN k=0
e formule des probabilités totales avec (A,)pen un Remarque : la formule dit au passage
systéme complet d’événements, alors pour tout +oo
événément B que la série Z Ay converge
+0c0 —
P(B) = Z P(BNA) e formule des probabilités totales en dé-
k=0 composant l'exemple avec deux relec-
Si de plus on a P(A,) # 0 pour tout n € N, alors : teurs A et B et en notant B : «la faute
P(B) = f Pa (B)P(Ay) est corrigée par le relecteur B », alors
. = P(B) = ou
e probabilités composées, indépendance mutuelle (pour
un nombre fini d’événements parmi une suite infinie
d’événements) P(B) =
e les définitions des probabilités conditionnelles et de
I'indépendance (de deux événements ou mutuelle). e lors de tirages avec remise, lancers de

dés ou de piéces, il y aura généralement

Une nouvelle notation pour les probabilités condition- o
indépendance mutuelle.

nelles (avec les variables aléatoires) : « | » signifie « sa-
chant que ». Par exemple P(A|[X = n]) : probabilité
de A sachant que X vaut n.




Variables aléatoires discrétes

Une variable aléatoire réelle (notée
parfois var) est en fait une fonction qui
a un événement associe un nombre réel.
De maniére plus concréte, c’est une
« variable » (qui prend donc des va-
leurs) et a chacune de ses valeurs est
associée une probabilité

On notera alors [X = x| I"événement
« la variable aléatoire vaut = »

On lance plusieurs fois de suite un dé, jusqu’a
obtenir 6. Plutdét que de modéliser ['univers €2
qui est infini([3,1,1,5,2,3,6] est une issue possible,
[4,2,5,3,1,2,3,5,4,2,1, 6] en est une autre...) ; on va cher-
cher & distinguer ses éléments les uns des autres en « les
numérotant ».

On définit une variable aléatoire X sur cet univers {2, qui
donne, pour chaque issue possible, le nombre de lancers
nécessaires pour obtenir 6. On voit que X est une ap-
plication de € vers N*, puisqu’elle associe & chaque issue
(élément de ) un nombre entier (nombre de lancers).

Déterminer la loi de X consiste a :

e déterminer I’ensemble image X (2)

e déterminer, pour chaque a € X(£2),
la probabilité P(X = a)

avec le méme exemple :
[

On dit que X est une variable aléa-
toire discréte lorsque X (Q2) est un en-
semble fini (dans ce cas on dit que X
est une variable aléatoire simple), ou
bien lorsqu’il peut s’écrire {x,, ; n € N}
En résumé variable aléatoire discreéte si-
gnifie que le nombre de valeurs prises
par la variable est soit fini, soit « de la
méme taille que N »

1. On lance deux fois de suite un dé et on appelle Y la
var, qui donne la somme des deux chiffres obtenus.
OnaY(Q) = , qui est donc un ensemble fini,
par conséquent Y est une VA discréte.

2. On lance une piéce jusqu’a obtenir pile, puis I’on s’ar-
réte. Alors X, la variable aléatoire qui donne le nu-
méro du lancer ayant permis d’obtenir pile, est dis-
créte, puisque

Propriété :

si X est une variable aléatoire discreéte,

e alors les événements [X = z], avec
x € X(Q), forment un systéme com-
plet d’événements.

e en particulier, si X(2) = N, la suite
des événements ([X = n])neN est
un systéme complet d’événements.
La série » P(X =

neN
convergente, de somme égale a 1 :

fP(sz:)zl

n) est donc

avec les mémes exemples :

1. si on note, pour k € [2,12], A, = [Y = k],
alors

2. La suite (A,)nen+ est un SCE, avec A,, = [X = n]

et

ce que l'on retrouve car P(A,,) =

Si X : QQ — R est une variable aléatoire,
et f une fonction telle que X (Q) C Zy,
on note f(X) Papplication composée
f o X, il s’agit d’une variable aléatoire
sur €2, on parle de variable aléatoire
image

Avec une urne qui contient 4 boules blanches et six boules
noires. On pioche successivement et sans remise deux
boules. On considére la VAR X qui donne le nombre de
boules blanches obtenues, et ¥ = (X — 1)?

La loi de Y est donnée par :

Y(Q) = et

PY =1)=
et




Espérance

Soit X une variable aléatoire discréte.
1) Lorsque X (£2) est fini,
on peut noter X(Q) = {zy,...,z,}
L’espérance de X, notée E(X), est définie par :

E(X) =) xP(X =)

2) Lorsque X (€2) est infini,
on peut noter X (Q) = {z,; n € N}
On dit que X admet une espérance lorsque la

série anP(X = x,) est absolument conver-

neN
gente. Dans ce cas, ’espérance de X est le nombre :

400
E(X) =) xP(X =)

3) En particulier, lorsque X(Q2) = N, on dit que X
admet une espérance lorsque la série

> nP(X =

neN

n) est absolument convergente.

+oo
Dans ce cas, F(X)= Z EP(X =k)
k=0

Remarques :

e |'espérance d’une variable aléatoire X
est donc la moyenne pondérée des va-
leurs prises par X, les pondérations
(poids) correspondent aux probabilités
respectives de chaque valeur de X.

e avec une loi certaine qui ne prend que
la valeur a, naturellement son espé-
rance est a (E(X) =aP(X =a) = a).

Exemple :

dans une urne qui contient 4 boules
blanches et six boules noires, on pioche
successivement et sans remise deux
boules. On considére la VAR X qui
donne le nombre de boules blanches ob-

tenues. |

La loi de X est définie par P(X = 0) = 3

8 2

( )= 15 et P ) =15
donc son espérance vaut :

E(X) =

Linéarité de I’espérance : soit X et Y deux VA discrétes
qui admettent une espérance, et a et b des réels,

alors la variable aléatoire a X +0Y admet une espérance,
et E(aX +bY)=aBE(X)+bE(Y)

Cas particuliers : E(X +Y) = E(X) + E(Y)
E(aX)=aE(X) et E(aX +b) =aE(X)+1b

Si vous jouez a deux jeux a gratter, ce que
vous pouvez espérer gagner (ou perdre)
au total est la somme des espérances de
gain pour chaque jeu.

Positivité et croissance de ’espérance : si X et Y sont
deux VA discrétes admettant chacune une espérance et
si X <Y alors E(X) < E(Y)

Cas particulier : si X > 0 alors E(X) > 0

On lance deux dés. On note X et Y les
VA donnant respectivement le minimum
et le maximum des chiffres obtenus sur

les deux faces des deux dés. On aura donc
E(X) < E®Y)

On dit qu’une variable aléatoire X est centrée si
E(X)=0

la variable aléatoire Y = X — E(X) est
centrée, car

Théoréme de transfert :

soit X une VA discréte, et f une fonction définie sur R
f(X) admet une espérance si et seulement si la série

Zf(:cn)P(X = x,) est absolument convergente, et

neN
dans ce cas

E(f(X)) =Y fla)P(X =)

Remarque : l'intérét du théoréme est
de déterminer I'espérance de la variable
aléatoire f(X) (I'image de X) en ne
connaissant que la loi de X

Exemple : avec I'urne contenant 4 boules
blanches et six boules noires et deux
pioches successives sans remise. la VAR
X donne le nombre de boules blanches

obtenues. On a : P(X =0) = —,

P(X =1) = ,et P(X =2) = ,
donc on trouve :
E(X2) =




Variance

Remarques :
Soit X une VA discréte, si X? admet une espérance, on | comme en statistiques, la variance donne
dit que X admet un moment d’ordre 2 une information sur « la moyenne du
On appelle alors variance de X, et on note V(X), le | carré de I’écart a la moyenne ». Elle sert
nombre réel défini par : a mesurer la dispersion des valeurs d’une
VA.

V(X) = B((X - E(X))?)

Soit X une VA discréte X admettant un moment d’ordre
2 alors V(X)) > 0 et on appelle écart-type de X, et on
note o(X), le réel

Formule de Koenig-Huygens : soit X une VA discréte ad-
mettant un moment d’ordre 2, alors

V(X) = B(X?) — (BE(X))*

Soit a et b deux réels, et X une VA discréte, admettant | A la variance n’est pas linéaire (I’écart-
un moment d’ordre 2, alors type non plus)

V(aX +b) =a*V(X) et o(aX +b) = |alo(X)

Soit X une VA discréte admettant un moment d’ordre | On parle de VA centrée réduite lorsque
2. On dit que X est réduite lorsque V(X) =1 E(X)=0et V(X)=1

Ilustration de la variance :

Le gardien d’un zoo dépose 30 kg de viande dans la cage aux lions, ol vivent trois lions. On considére
respectivement, X7, X, et X3 les variables aléatoires qui donnent la quantité (en kg) de viande ingérée
par chaque lion dans chacune des situations équiprobables suivantes.

e situation 1 : les trois lions ont mangé chacun 10 kg de viande;

e situation 2 : un des lions a mangé 8 kg de viande, le deuxiéme 10 et le troisiéme 12

e situation 3 : 'un des lions n’a rien mangé, un autre a mangé 20 kg de viande et le troisiéme 10.
On trouve alors :

E(Xl) = )
E(X,) = et

B(Xy) =

L’espérance est la méme dans chaque situation, ce qui montre que la notion d’espérance n’est pas
adaptée pour différencier ces situations. Les calculs de variance donnent :

e V(X)
o V(Xy)

o V(Xj3)

Sur ces trois exemples, on remarque que plus ’ensemble image est étendu, plus la variance est grande.



Lois usuelles finies

Il s’agit de lois de variables aléatoires qui prennent un nombre fini de valeurs (i.e. pour lesquelles

I'ensemble X (€2) est fini).

Loi certaine : une variable aléatoire X suit
une loi certaine lorsque X ne prend qu’une
seule valeur a (avec a € R), autrement dit
lorsque : X (2) = {a}

Propriété : une variable aléatoire X suit une
loi certaine si et seulement si V(X) =0

Remarque : comme vu plus haut, si X suit une loi
certaine (X (Q) = a) alors E(X) =a

Loi uniforme :

soit F = [a,b] avec a et b des entiers relatifs
onpose n =b—a+ 1 (E est de cardinal n)
On dit qu’une variable aléatoire X suit une
loi uniforme sur F, et on note X — % (E)
lorsque :

e X(O)=F
1
o Vk € [a,b], P(X=k)=—
n
2
—1
Propriété : E(X) = a+h et V(X) = n T

Comment la reconnaitre ?

La loi uniforme est suivie par des variables aléatoires
représentant un choix « au hasard ». Il s’agit de la loi
représentant une situation d’équiprobabilité (pour
les valeurs de X).

Exemple : une urne contient 16 boules indiscernables
numérotées de 0 a 15. On pioche une boule dans
I'urne. Soit X la VAR donnant le numéro de la boule
piochée. X suit la loi

Pour chaque k € [0,15], P(X =k) =
de plus E(X) =

Loi de Bernoulli :

soit pe [0,1],et g=1—p

On dit que la variable aléatoire X suit une
loi de Bernoulli de paramétre p, et on
note X — %(1,p) (ou encore X — A(p))
lorsque :

e X(Q)={0,1}

e PIX=1)=p e PX=0)=gqg

Propriétés :  E(X)=pet V(X)=pq

Exercices 1 et 14

Comment la reconnaitre ?

Cette loi modélise les épreuves aléatoires dites
épreuves de Bernoulli, i.e. ayant exactement deux
issues possibles : succés avec la probabilité p € [0, 1]
et échec avec la probabilité ¢ =1—1p

Exemple : on considére un dé a six faces, pipé. La
probabilité d’obtenir un nombre pair est trois fois
plus élevée que celle d’obtenir un nombre impair.
Soit X la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat
est pair, et 0 si le résultat est impair. Notons

p=P(X =1), alors

La VAR X suit une de parameétre

, ce qui se note

Loi binomiale :

soit pe [0,1], g=1—pet n e N*

On dit que la variable aléatoire X suit une
loi binomiale de paramétre n et p, et on
note X — Z(n,p) lorsque :

e X(Q)={0,1,...,n}

e pour tout k € {0,1,...,n},

P(X =k = (Z)p’“q""“
E(X)=npet V(X)=npq

Propriétés :

Ezercices 12, 16 et 18

Comment la reconnaitre ?

Il s’agit en fait du nombre de succeés lors de la répéti-
tion de n épreuves de Bernoulli identiques (de para-
métre p) et indépendantes, d’ou la notation analogue
(on parle également de schéma de Bernoulli).

Exemple : une urne contient 50 boules, 30 blanches
et 20 noires. On effectue dans I'urne 9 tirages succes-
sifs avec remise. Soit X la VAR qui donne le nombre
total de boules blanches qui ont été piochées.

Alors
Pour tout

et B(X) =




Lois usuelles infinies

Il s’agit de lois de variables aléatoires qui prennent un nombre infini de valeurs (i.e. pour lesquelles

I'ensemble X (€2) est infini).

Loi géométrique

soit p €]0, 1]

on dit que la variable aléatoire X suit la loi
géomeétrique de paramétre p lorsque :

e X(2) =N

e pour tout n € N*, P(X =n) = p(1—p)"*
on note alors X — ¥(p)

Propriétés :
dans ce cas X admet une espérance et une
variance et

Ezercices 13, 15 et 19

Comment la reconnaitre ?

Cela correspond a la situation ou X désigne le rang
d’apparition du premier succés lors d’une répétition
d’épreuves de Bernoulli identiques (de paramétre p)
et indépendantes.

Exemple : on lance successivement une méme piéce,

la probabilité d’obtenir pile & chaque lancer vaut p.

La VA X qui donne le rang d’apparition du premier
pile suit une loi géométrique de paramétre p

En effet, X(2) = " et pour n € N* :

(X = n] = , avec les
événements Fj : « on obtient face au k'™ lancer »
et S : « on obtient pile au k™ lancer ». Tous ces
événements sont mutuellement indépendants, donc

P(X=n)=

Remarques :

e les calculs avec la loi géométrique (par exemple
I'espérance) font intervernir des sommes ou des sé-
ries

e la loi géométrique est dite « sans mémoire » car
le nombre d’épreuves a répéter jusqu’a 1’obtention
d’un premier succés est le méme, quel que soit le
nombre d’épreuves effectuées auparavant,

ie.

Loi de Poisson :

soit A > 0
on dit que la variable aléatoire X suit la loi
de Poisson de paramétre A lorsque :

e X()=N
e pourtout n € N, P(X =n) = e

on note alors X — Z(\)

Propriétés :
dans ce cas X admet une espérance et une
variance et

A
A

Ezercice 16

Dans quel type de situation ?

Les lois de Poisson permettent de modéliser des si-

tuations ou 1'on compte le nombre d’événements

d’un certain type qui vont se produire durant un

intervalle de temps donné. Par exemple lorsque X

va compter durant un intervalle de temps :

e le nombre de connexions a un serveur web ;

e le nombre de clients se présentant & un distribu-
teur de billets;

e le nombre de passagers se présentant a une station
de métro;

e le nombre de poissons traversant une passe.

En général, on n’aura pas a reconnaitre cette loi
(parce qu’on ne peut pas deviner le paramétre).

Remarque : avec X une VA qui suit une loi de Pois-
son de paramétre A\, on peut vérifier aisément que

+o0
Y P(X=k)=1
k=0
—+00
En effet Y " P(X = k) =

k=0




