
ECG 1 - m. appli. Chapitre 14 - Probabilités - variables aléatoires dis
rètes Mars 2025Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� déterminer la loi d'une variable aléatoire : X(Ω) et les probabilités asso
iés à 
haque valeur de
X �� utiliser un système 
omplet d'événements pour une variable aléatoire : +∞

∑

n=0

P (X = n) = 1 �� 
al
uler l'espéran
e et la varian
e d'une variable aléatoire dans des 
as �nis ou in�nis. �� exploiter les propriétés de l'espéran
e (linéarité, positivité, théorème de transfert) ou de lavarian
e (K÷nig-Huygens et V (aX + b)). �� re
onnaitre les lois usuelles et exploiter leurs propriétés dans le 
as �ni (lois uniforme, deBernoulli ou binomiale) ou in�ni (lois géométriques ou de Poisson). �Probabilités sur un univers in�niPropriétés ou dé�nitions ExempleLa dé�nition d'une probabilité peut être étendue sansproblème à un univers in�ni. On parlera alors d'espa
eprobabilisé (Ω,A , P ) où A est l'ensemble des événe-ments.le problème qui se pose est de 
al
uler la probabilité d'unévénement qui 
omporte une in�nité d'issues. On le feraave
 des séries (
f. 
i-dessous).
Une page 
ontient une erreur ; à 
haquerele
ture, la faute est 
orrigée ave
 pro-babilité 1

3
. On introduit pour tout n > 1,l'événement Cn : � la faute est 
orrigée àla nième le
ture (et pas avant) �alors P (Cn) =

(

2

3

)n−1
1

3Propriétés ou dé�nitions 
onservées :� additivité pour des événements deux à deux in-
ompatibles (désormais possible ave
 une in�nitéd'événements) :
P

(

⋃

k∈N

Ak

)

=
+∞
∑

k=0

P (Ak)� formule des probabilités totales ave
 (An)n∈N unsystème 
omplet d'événements, alors pour toutévénément B :
P (B) =

+∞
∑

k=0

P (B ∩ Ak)Si de plus on a P (An) 6= 0 pour tout n ∈ N, alors :
P (B) =

+∞
∑

k=0

PAk
(B)P (Ak)� probabilités 
omposées, indépendan
e mutuelle (pourun nombre �ni d'événements parmi une suite in�nied'événements)� les dé�nitions des probabilités 
onditionnelles et del'indépendan
e (de deux événements ou mutuelle).Une nouvelle notation pour les probabilités 
ondition-nelles (ave
 les variables aléatoires) : � | � signi�e � sa-
hant que �. Par exemple P (A|[X = n]) : probabilitéde A sa
hant que X vaut n.

� additivité : ave
 l'exemple pré
édent,
⋃

k∈N∗

Ck = Ω don
 P

(

⋃

k∈N∗

Ck

)

= 1i.e. +∞
∑

k=1

Ck = 1Remarque : la formule dit au passageque la série +∞
∑

k=0

Ak 
onverge� formule des probabilités totales en dé-
omposant l'exemple ave
 deux rele
-teurs A et B et en notant B : � la fauteest 
orrigée par le rele
teur B �, alors
P (B) =

+∞
∑

k=0

P (Ck ∩ B) ou
P (B) =

+∞
∑

k=0

P (Ck)PCk
(B)� lors de tirages ave
 remise, lan
ers dedés ou de piè
es, il y aura généralementindépendan
e mutuelle.
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Variables aléatoires dis
rètesUne variable aléatoire réelle (notéeparfois var) est en fait une fon
tion quià un événement asso
ie un nombre réel.De manière plus 
on
rète, 
'est une� variable � (qui prend don
 des va-leurs) et à 
ha
une de ses valeurs estasso
iée une probabilitéOn notera alors [X = x] l'événement� la variable aléatoire vaut x �
On lan
e plusieurs fois de suite un dé, jusqu'àobtenir 6. Plut�t que de modéliser l'univers Ωqui est in�ni([3, 1, 1, 5, 2, 3, 6] est une issue possible,
[4, 2, 5, 3, 1, 2, 3, 5, 4, 2, 1, 6] en est une autre...) ; on va 
her-
her à distinguer ses éléments les uns des autres en � lesnumérotant �.On dé�nit une variable aléatoire X sur 
et univers Ω, quidonne, pour 
haque issue possible, le nombre de lan
ersné
essaires pour obtenir 6. On voit que X est une ap-pli
ation de Ω vers N∗, puisqu'elle asso
ie à 
haque issue(élément de Ω) un nombre entier (nombre de lan
ers).Déterminer la loi de X 
onsiste à :

• déterminer l'ensemble image X(Ω)
• déterminer, pour 
haque a ∈ X(Ω),la probabilité P (X = a)

ave
 le même exemple :� X(Ω) = N
∗� ∀n ∈ N

∗, P (X = n) =

(

5

6

)n−1

×
1

6On dit que X est une variable aléa-toire dis
rète lorsque X(Ω) est un en-semble �ni (dans 
e 
as on dit que Xest une variable aléatoire simple), oubien lorsqu'il peut s'é
rire {xn ; n ∈ N}En résumé variable aléatoire dis
rète si-gni�e que le nombre de valeurs prisespar la variable est soit �ni, soit � de lamême taille que N �
1. On lan
e deux fois de suite un dé et on appelle Y lavar, qui donne la somme des deux 
hi�res obtenus.On a Y (Ω) = [[2, 12]], qui est don
 un ensemble �ni,par 
onséquent Y est une VA dis
rète.2. On lan
e une piè
e jusqu'à obtenir pile, puis l'on s'ar-rête. Alors X , la variable aléatoire qui donne le nu-méro du lan
er ayant permis d'obtenir pile, est dis-
rète, puisque X(Ω) = N

∗Propriété :si X est une variable aléatoire dis
rète,� alors les événements [X = x], ave

x ∈ X(Ω), forment un système 
om-plet d'événements.� en parti
ulier, si X(Ω) = N, la suitedes événements ([X = n]

)

n∈N
estun système 
omplet d'événements.La série ∑

n∈N

P (X = n) est don

onvergente, de somme égale à 1 :
+∞
∑

k=0

P (X = k) = 1

ave
 les mêmes exemples :1. si on note, pour k ∈ [[2, 12]], Ak = [Y = k],alors A2, A3, . . . , A12 forment un SCE.2. La suite (An)n∈N∗ est un SCE, ave
 An = [X = n]et +∞
∑

n=0

P (An) = 1
e que l'on retrouve 
ar P (An) =
1

2n−1
×

1

2
=

1

2n

SiX : Ω → R est une variable aléatoire,et f une fon
tion telle que X(Ω) ⊂ Df ,on note f(X) l'appli
ation 
omposée
f ◦X , il s'agit d'une variable aléatoiresur Ω, on parle de variable aléatoireimage

Ave
 une urne qui 
ontient 4 boules blan
hes et six boulesnoires. On pio
he su

essivement et sans remise deuxboules. On 
onsidère la VAR X qui donne le nombre deboules blan
hes obtenues, et Y = (X − 1)2La loi de Y est donnée par :
Y (Ω) = {0, 1} et
P (Y = 1) = P (X = 2) + P (X = 0) =

1

3
+

2

15
=

7

15et
P (Y = 0) = P (X = 1) =

8

152



Espéran
eSoit X une variable aléatoire dis
rète.1) Lorsque X(Ω) est �ni,on peut noter X(Ω) = {x1, . . . , xn}L'espéran
e de X , notée E(X), est dé�nie par :
E(X) =

n
∑

k=1

xkP (X = xk)2) Lorsque X(Ω) est in�ni,on peut noter X(Ω) = {xn ; n ∈ N}On dit que X admet une espéran
e lorsque lasérie ∑
n∈N

xnP (X = xn) est absolument 
onver-gente. Dans 
e 
as, l'espéran
e deX est le nombre :
E(X) =

+∞
∑

k=0

xkP (X = xk)3) En parti
ulier, lorsque X(Ω) = N, on dit que Xadmet une espéran
e lorsque la série
∑

n∈N

nP (X = n) est absolument 
onvergente.Dans 
e 
as, E(X) =

+∞
∑

k=0

kP (X = k)

Remarques :� l'espéran
e d'une variable aléatoire Xest don
 la moyenne pondérée des va-leurs prises par X , les pondérations(poids) 
orrespondent aux probabilitésrespe
tives de 
haque valeur de X .� ave
 une loi 
ertaine qui ne prend quela valeur a, naturellement son espé-ran
e est a (E(X) = aP (X = a) = a).Exemple :dans une urne qui 
ontient 4 boulesblan
hes et six boules noires, on pio
hesu

essivement et sans remise deuxboules. On 
onsidère la VAR X quidonne le nombre de boules blan
hes ob-tenues.La loi de X est dé�nie par P (X = 0) =
1

3

P (X = 1) =
8

15
et P (X = 2) =

2

15don
 son espéran
e vaut :
E(X) = 0×

1

3
+ 1×

8

15
+ 2×

2

15
=

4

5Linéarité de l'espéran
e : soit X et Y deux VA dis
rètesqui admettent une espéran
e, et a et b des réels,alors la variable aléatoire aX+bY admet une espéran
e,et E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y )Cas parti
uliers : E(X + Y ) = E(X) + E(Y )
E(aX) = aE(X) et E(aX + b) = aE(X) + b

Si vous jouez à deux jeux à gratter, 
e quevous pouvez espérer gagner (ou perdre)au total est la somme des espéran
es degain pour 
haque jeu.Positivité et 
roissan
e de l'espéran
e : si X et Y sontdeux VA dis
rètes admettant 
ha
une une espéran
e etsi X 6 Y alors E(X) 6 E(Y )Cas parti
ulier : si X > 0 alors E(X) > 0

On lan
e deux dés. On note X et Y lesVA donnant respe
tivement le minimumet le maximum des 
hi�res obtenus surles deux fa
es des deux dés. On aura don

E(X) 6 E(Y )On dit qu'une variable aléatoire X est 
entrée si

E(X) = 0
la variable aléatoire Y = X − E(X) est
entrée, 
ar E(Y ) = E(X − E(X)) =
E(X)− E(X) = 0Théorème de transfert :soit X une VA dis
rète, et f une fon
tion dé�nie sur R

f(X) admet une espéran
e si et seulement si la série
∑

n∈N

f(xn)P (X = xn) est absolument 
onvergente, etdans 
e 
as
E
(

f(X)
)

=
+∞
∑

k=0

f(xk)P (X = xk)

Remarque : l'intérêt du théorème estde déterminer l'espéran
e de la variablealéatoire f(X) (l'image de X) en ne
onnaissant que la loi de XExemple : ave
 l'urne 
ontenant 4 boulesblan
hes et six boules noires et deuxpio
hes su

essives sans remise. la VAR
X donne le nombre de boules blan
hesobtenues. On a : P (X = 0) =

1

3
,

P (X = 1) =
8

15
, et P (X = 2) =

2

15
,don
 on trouve :

E(X2) =
8

15
+ 4×

2

15
=

16
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Varian
eSoit X une VA dis
rète, si X2 admet une espéran
e, ondit que X admet un moment d'ordre 2On appelle alors varian
e de X , et on note V (X), lenombre réel dé�ni par :
V (X) = E

(

(X − E(X))2
)

Remarques :
omme en statistiques, la varian
e donneune information sur � la moyenne du
arré de l'é
art à la moyenne �. Elle sertà mesurer la dispersion des valeurs d'uneVA.SoitX une VA dis
rèteX admettant un moment d'ordre
2 alors V (X) > 0 et on appelle é
art-type de X , et onnote σ(X), le réel

σ(X) =
√

V (X)Formule de K÷nig-Huygens : soitX une VA dis
rète ad-mettant un moment d'ordre 2, alors
V (X) = E(X2)− (E(X))2Soit a et b deux réels, et X une VA dis
rète, admettantun moment d'ordre 2, alors

V (aX + b) = a2V (X) et σ(aX + b) = |a|σ(X)

B la varian
e n'est pas linéaire (l'é
art-type non plus)
Soit X une VA dis
rète admettant un moment d'ordre
2. On dit que X est réduite lorsque V (X) = 1

On parle de VA 
entrée réduite lorsque
E(X) = 0 et V (X) = 1Illustration de la varian
e :Le gardien d'un zoo dépose 30 kg de viande dans la 
age aux lions, où vivent trois lions. On 
onsidèrerespe
tivement X1, X2 et X3 les variables aléatoires qui donnent la quantité (en kg) de viande ingéréepar 
haque lion dans 
ha
une des situations équiprobables suivantes.� situation 1 : les trois lions ont mangé 
ha
un 10 kg de viande ;� situation 2 : un des lions a mangé 8 kg de viande, le deuxième 10 et le troisième 12 ;� situation 3 : l'un des lions n'a rien mangé, un autre a mangé 20 kg de viande et le troisième 10.On trouve alors :

E(X1) = 3× (10×
1

3
) = 10,

E(X2) = 8×
1

3
+ 10×

1

3
+ 12×

1

3
= 10 et

E(X3) =
1

3
(20 + 10) = 10L'espéran
e est la même dans 
haque situation, 
e qui montre que la notion d'espéran
e n'est pasadaptée pour di�éren
ier 
es situations. Les 
al
uls de varian
e donnent :� V (X1) =(10− 10)2P (X1 = 10) = 0 (théorème de transfert)� V (X2) = (8− 10)2P (X2 = 8) + (10− 10)2P (X2 = 10) + (12− 10)2P (X2 = 12) =

4

3
+

4

3
=

8

3� V (X3) = (0− 10)2P (X3 = 0) + (10− 10)2P (X3 = 10) + (20− 10)2P (X3 = 20) =
200

3Sur 
es trois exemples, on remarque que plus l'ensemble image est étendu, plus la varian
e est grande.4



Lois usuelles �niesIl s'agit de lois de variables aléatoires qui prennent un nombre �ni de valeurs (i.e. pour lesquellesl'ensemble X(Ω) est �ni).Loi 
ertaine : une variable aléatoire X suitune loi 
ertaine lorsque X ne prend qu'uneseule valeur a (ave
 a ∈ R), autrement ditlorsque : X(Ω) = {a}Propriété : une variable aléatoire X suit uneloi 
ertaine si et seulement si V (X) = 0

Remarque : 
omme vu plus haut, si X suit une loi
ertaine (X(Ω) = a) alors E(X) = a

Loi uniforme :soit E = [[a, b]] ave
 a et b des entiers relatifson pose n = b− a+ 1 (E est de 
ardinal n)On dit qu'une variable aléatoire X suit uneloi uniforme sur E, et on note X →֒ U (E)lorsque :
• X(Ω) = E

• ∀k ∈ [[a, b]], P (X = k) =
1

nPropriété : E(X) =
a+ b

2
et V (X) =

n2 − 1

12

Comment la re
onnaitre ?La loi uniforme est suivie par des variables aléatoiresreprésentant un 
hoix � au hasard �. Il s'agit de la loireprésentant une situation d'équiprobabilité (pourles valeurs de X).Exemple : une urne 
ontient 16 boules indis
ernablesnumérotées de 0 à 15. On pio
he une boule dansl'urne. SoitX la VAR donnant le numéro de la boulepio
hée. X suit la loi U
(

[[0, 15]]
)Pour 
haque k ∈ [[0, 15]], P (X = k) =

1

16de plus E(X) = 7, 5Loi de Bernoulli :soit p ∈ [0, 1], et q = 1− pOn dit que la variable aléatoire X suit uneloi de Bernoulli de paramètre p, et onnote X →֒ B(1, p) (ou en
ore X →֒ B(p))lorsque :� X(Ω) = {0, 1}� P (X = 1) = p et P (X = 0) = qPropriétés : E(X) = p et V (X) = pq

Exer
i
es 1 et 14

Comment la re
onnaitre ?Cette loi modélise les épreuves aléatoires ditesépreuves de Bernoulli, i.e. ayant exa
tement deuxissues possibles : su

ès ave
 la probabilité p ∈ [0, 1]et é
he
 ave
 la probabilité q = 1− pExemple : on 
onsidère un dé à six fa
es, pipé. Laprobabilité d'obtenir un nombre pair est trois foisplus élevée que 
elle d'obtenir un nombre impair.Soit X la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultatest pair, et 0 si le résultat est impair. Notons
p = P (X = 1), alors p = 3(1− p), don
 p =

3

4La VAR X suit une loi de Bernoulli de paramètre
3

4
, 
e qui se note X →֒ B

(

1,
3

4

) ou X →֒ B

(

3

4

)Loi binomiale :soit p ∈ [0, 1], q = 1− p et n ∈ N
∗On dit que la variable aléatoire X suit uneloi binomiale de paramètre n et p, et onnote X →֒ B(n, p) lorsque :� X(Ω) = {0, 1, . . . , n}� pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n},

P (X = k) =

(

n

k

)

pkqn−kPropriétés : E(X) = np et V (X) = npqExer
i
es 12, 16 et 18

Comment la re
onnaitre ?Il s'agit en fait du nombre de su

ès lors de la répéti-tion de n épreuves de Bernoulli identiques (de para-mètre p) et indépendantes, d'où la notation analogue(on parle également de s
héma de Bernoulli).Exemple : une urne 
ontient 50 boules, 30 blan
heset 20 noires. On e�e
tue dans l'urne 9 tirages su

es-sifs ave
 remise. Soit X la VAR qui donne le nombretotal de boules blan
hes qui ont été pio
hées.Alors X →֒ B(9, p), ave
 p =
3

5Pour tout k ∈ [[0, 9]], P (X = k) =

(

9

k

)

3k × 29−k

59et E(X) = 9×
3

5
=

27

55



Lois usuelles in�niesIl s'agit de lois de variables aléatoires qui prennent un nombre in�ni de valeurs (i.e. pour lesquellesl'ensemble X(Ω) est in�ni).Loi géométriquesoit p ∈]0, 1[on dit que la variable aléatoire X suit la loigéométrique de paramètre p lorsque :� X(Ω) = N
∗� pour tout n ∈ N

∗, P (X = n) = p(1−p)n−1on note alors X →֒ G (p)Propriétés :dans 
e 
as X admet une espéran
e et unevarian
e et
E(X) =

1

p

V (X) =
1− p

p2
=

q

p2

Exer
i
es 13, 15 et 19

Comment la re
onnaitre ?Cela 
orrespond à la situation où X désigne le rangd'apparition du premier su

ès lors d'une répétitiond'épreuves de Bernoulli identiques (de paramètre p)et indépendantes.Exemple : on lan
e su

essivement une même piè
e,la probabilité d'obtenir pile à 
haque lan
er vaut p.La VA X qui donne le rang d'apparition du premierpile suit une loi géométrique de paramètre pEn e�et, X(Ω) = N
∗ et pour n ∈ N

∗ :
[X = n] = E1 ∩ E2 ∩ . . . ∩ En−1 ∩ Sn, ave
 lesévénements Ek : � on obtient fa
e au kième lan
er �et Sk : � on obtient pile au kième lan
er �. Tous 
esévénements sont mutuellement indépendants, don

P (X = n) = P (E1)× P (E2)× ...× P (En−1)× P (Sn)

= (1− p)n−1pRemarques :
• les 
al
uls ave
 la loi géométrique (par exemplel'espéran
e) font intervernir des sommes ou des sé-ries géométriques
• la loi géométrique est dite � sans mémoire � 
arle nombre d'épreuves à répéter jusqu'à l'obtentiond'un premier su

ès est le même, quel que soit lenombre d'épreuves e�e
tuées auparavant,i.e. P (X > n+m |X > n) = P (X > m)Loi de Poisson :soit λ > 0on dit que la variable aléatoire X suit la loide Poisson de paramètre λ lorsque :� X(Ω) = N� pour tout n ∈ N, P (X = n) =

λn

n!
e−λon note alors X →֒ P(λ)Propriétés :dans 
e 
as X admet une espéran
e et unevarian
e et

E(X) = λ

V (X) = λ

Exer
i
e 16

Dans quel type de situation ?Les lois de Poisson permettent de modéliser des si-tuations où l'on 
ompte le nombre d'événementsd'un 
ertain type qui vont se produire durant unintervalle de temps donné. Par exemple lorsque Xva 
ompter durant un intervalle de temps :� le nombre de 
onnexions à un serveur web ;� le nombre de 
lients se présentant à un distribu-teur de billets ;� le nombre de passagers se présentant à une stationde métro ;� le nombre de poissons traversant une passe.En général, on n'aura pas à re
onnaitre 
ette loi(par
e qu'on ne peut pas deviner le paramètre).Remarque : ave
 X une VA qui suit une loi de Pois-son de paramètre λ, on peut véri�er aisément que
+∞
∑

k=0

P (X = k) = 1En e�et +∞
∑

k=0

P (X = k) =
+∞
∑

k=0

λk

k!
e−λ = e−λ

+∞
∑

k=0

λk

k!

= e−λeλ = e0 = 16


