
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 14 - Probabilités - variables aléatoires Mars 2025Notion Exeries a minima Mais aussiDéterminer une loi 1, 2, 8 3, 5, 6Caluls espérane et variane 1, 2, 4, 7, 9, 10 5, 6Lois usuelles 11, 12, 13, 16 14, 15, 17...Exemples de variables aléatoires disrètesExerie 1On onsidère une urne ontenant 3 boules numérotées de 1 à 3, danslaquelle on e�etue une suession de 4 tirages d'une boule ave remiseet l'on note X la variable aléatoire égale au numéro du tirage où, pourla première fois, on a obtenu un numéro supérieur ou égal au numéropréédent.Pour tout k de [[1; 4]], on note Nk la variable aléatoire égale au numéroobtenu au kième tirage.1. a. Exprimer l'événement [X = 4] à l'aide d'événements faisantintervenir les variables N1, N2, N3. En déduire P (X = 4)b. Montrer que P (X = 2) =
2

3

, et en déduire P (X = 3)2. Caluler l'espérane de XExerie 2Un sauteur en hauteur tente de franhir les hauteurs suessives
1, 2, . . . , n, . . . On suppose que pour tout n ∈ N

∗, la probabilité de su-ès à la hauteur n ∈ N
∗ est 1

n

. Le sauteur est éliminé à son premieréhe. On note X la variable aléatoire égale au numéro du dernier sautréussi.

1. Justi�er que X(Ω) = N
∗, puis déterminer la loi de X , et véri�erque +∞

∑

k=1

P (X = k) = 12. Montrer que X admet une espérane et une variane et les aluler.Exerie 3Le servie de dépannage d'un grand magasin dispose d'équipes interve-nant sur appel de la lientèle. Pour des auses diverses les interventionsont lieu parfois ave un retard. On admet que les appels se produisentindépendamment les uns des autres et que, pour haque appel, la pro-babilité d'un retard est 0, 251. Un lient appelle le servie à 4 reprises : soit X la variable aléatoireréelle égale au nombre de fois où il a subi un retard.a. Déterminer la loi de probabilité de Xb. Caluler la probabilité de l'événement : � le lient a subi aumoins un retard �.2. Au ours des années 2005 et 2006 le servie après-vente enregistreune suession d'appels. Le rang du premier appel pour lequel l'in-tervention s'e�etue ave retard en 2005 (resp. 2006) dé�nit unevariable aléatoire réelle Y (resp. Z).a. Déterminer les lois de Y et Z. Montrer qu'elles admettent uneespérane et une variane et la aluler.b. Caluler P (Y 6 n), pour tout n ∈ N
∗. On pose T = max(Y, Z). Caluler P (T 6 n), pour tout n ∈ N

∗et en déduire la loi de T
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Exerie 4Soit X une variable aléatoire telle que X(Ω) = N
∗ dont la loi est dé�niepar, pour tout k ∈ N

∗ :

P (X = k) = a3−k1. Déterminer a2. X a t-elle plus de hane de prendre une valeur paire ou une valeurimpaire ?3. Montrer que X admet une espérane et une variane, et les aluler.4. On pose Y = X(X − 1), montrer que Y admet une espérane, etla aluler.Exerie 5Soit n ∈ N
∗, une urne ontient des jetons à deux faes :� l'une des faes porte un numéro bleu, et l'autre porte un numéro rouge.� on sait que pour haque i ∈ [[1, n]] et haque j ∈ [[1, i]], il y a dansl'urne exatement un jeton qui porte le numéro i bleu, et j rouge.� il n'y a pas d'autre jeton dans l'urne.On note N le nombre total de jetons dans l'urne.On tire un jeton dans l'urne. Soit B la variable aléatoire qui donne lenuméro bleu du jeton, et R la variable aléatoire qui donne le numérorouge du jeton piohé.1. Donner le nombre de jetons ave le 1 bleu, le 2 bleu, le 3 bleu, puisdéterminer N2. Soit i ∈ [[1, n]] et j ∈ [[1, n]]. Déterminer P (

[B = i] ∩ [R = j]
)3. En déduire la loi de B, et la loi de R4. Déterminer l'espérane de B et de R

Exerie 6Une urne ontient au départ une boule blanhe et une boule noire. One�etue des tirages suessifs d'une boule ave remise, jusqu'à l'obten-tion d'une boule noire, en ajoutant à haque tirage une boule blanhesupplémentaire.On note X la variable aléatoire qui vaut 0 lorsqu'on n'obtient jamaisla boule noire, et qui vaut le numéro du tirage amenant la boule noire,sinon.1. Déterminer X(Ω)2. Déterminer, pour n ∈ N
∗, P (X = n)3. Montrer que +∞

∑

k=1

P (X = k) = 14. En déduire P (X = 0) et interpréter le résultat.5. X admet-elle une espérane ?Exerie 7Une urne ontient 2 boules blanhes et n− 2 boules rouges (n > 3)On e�etue des tirages sans remise dans ette urne.� On appelle X la variable aléatoire qui donne le rang de sortie de lapremière boule blanhe.� On appelle Y la variable aléatoire qui donne le nombre de boulesrouges restant dans l'urne à e moment.1. Déterminer la loi de X et aluler E(X)2. Exprimer Y en fontion de X et aluler E(Y )Exerie 8Agathe se prépare au C.A.P. de pâtisserie et ompte proposer une ori-ginalité dans ses reettes en hoisissant au hasard la proportion d'uningrédient. Pour ela, elle lane un dé et l'ingrédient se retrouvera dansla reette en proportion égale au nième du résultat du dé.Caluler la proportion moyenne de l'ingrédient aléatoire.2



Théorème de transfertExerie 9Soit X une variable aléatoire telle que X(Ω) = {−1; 0; 1} et

P (X = −1) =
1

4
, P (X = 0) =

1

4

et P (X = 1) =
1

2On dé�nit la variable aléatoire Y par Y = |X|1. Donner la loi de Y puis aluler l'espérane de Y2. Retrouver l'espérane de Y grâe au théorème de transfert.Exerie 10Soit p ∈ [0, 1] et X →֒ B(p)Pour α ∈ R, déterminer l'espérane de la variable aléatoires eαXLois usuellesExerie 11Ewen est fan de Jimi Hendrix.� quand un jour Ewen n'éoute pas de moreau de Jimi Hendrix, il enéoute un le jour suivant ;� quand un jour Ewen éoute du Jimi Hendrix, il y a une hane surtrois pour que le lendemain, il n'en éoute pas.Pendant 400 jours, on observe si Ewen éoute ou non du Jimi Hendrix.� Le premier jour, Ewen éoute son guitariste préféré ;� On note Xi la variable aléatoire qui vaut 1 si Ewen n'éoute pas deJimi le iième jour, et qui vaut 0 si il en éoute (pour 1 6 i 6 400) ;� On note X la variable aléatoire qui omptabilise le nombre de joursoù Ewen n'éoute pas du Jimi.1. Exprimer X en fontion des Xi2. On note pi = P (Xi = 1) (pour 1 6 i 6 400)Montrer que pi = −
1

3
pi−1 +

1

3

(pour 2 6 i 6 400)3. En déduire la loi de Xi (pour 1 6 i 6 400), puis aluler E(X)

Exerie 12Une urne ontient 11 boules indisernables numérotées de 1 à 11. On ef-fetue n tirages suessifs ave remise d'une boule dans l'urne. On note
X la variable aléatoire dont la valeur est le nombre de tirages ayantamené une boule de numéro pair.1. Donner la loi de X2. X admet-elle une espérane ? Une variane ? Si oui, les aluler.Exerie 13En 2021, Gwendoline boit un jus de fruit frais tous les matins. Elle hoi-sit haque jour au hasard entre un jus de fraise, un jus de framboise,un jus de pomme, un jus d'ananas, un jus de pamplemousse et un jusd'orange. Soit X la variable aléatoire donnant le premier jour où ellehoisit un jus de fruits rouges.1. Donner la loi de X2. X admet-elle une espérane ? Une variane ? Si oui, les aluler.Exerie 14Soit n un entier tel que n > 2. On dispose d'une urne ontenant n boulesblanhes et n boules noires, qui sont indisernables au touher.On e�etue dans ette urne deux tirages suessifs d'une boule, sansremise.� pour k ∈ {1, 2}, on note Bk l'événement : � on tire une boule blanheau kième tirage � ;� on note X la variable aléatoire qui vaut 1 si l'on obtient deux boulesde même ouleur, et 0 sinon.1. Donner la loi de XIndiation : On pourra ommener par exprimer les événements àl'aide de B1 et B22. X admet-elle une espérane ? Une variane ? Si oui, les aluler.3



Exerie 15Dans une équipe de handball et quand le math se joue à l'extérieur,une joueuse est désignée pour réupérer tous les sas dans les hambresaprès la troisième mi-temps. La joueuse doit alors ouvrir 10 portes ave10 lefs di�érentes.Quand elle est ivre, elle mélange à nouveau les lefs après haque essai.Sinon, elle retire la mauvaise lef du trousseau.Soit X la variable aléatoire donnant le nombre d'essais néessaires pourouvrir la première porte quand elle est ivre.Soit Y la variable aléatoire dont la valeur est le nombre d'essais qui luisont néessaires pour ouvrir la première porte lorsqu'elle est sobre.1. a. Déterminer la loi de Xb. X admet-elle une espérane ? Une variane ? Si oui, les aluler.2. a. Déterminer Y (Ω)b. Déterminer la loi de Y. Y admet-elle une espérane ? Une variane ? Si oui, les aluler.3. a. Caluler P (Y > 9)b. Caluler P (X > 9). Sahant qu'une fois sur 3, la joueuse désignée est ivre et qu'unjour elle a essayé au moins 9 lefs, quelle est la probabilitéqu'elle ait été sobre e jour-là ?Exerie 16Un péage omporte 10 guihets, numérotés de 1 à 10.Soit N la variable aléatoire donnant le nombre de voitures arrivant aupéage en 1 heure. N suit une loi de Poisson de paramètre λ, ave λ > 0Une voiture peut passer par n'importe quel guihet, de manière équipro-bable et indépendamment des autres. On note X1 la variable aléatoiredonnant le nombre de voitures se présentant au guihet numéro 1 en 1heure.

1. Déterminer le nombre moyen de voitures arrivant au péage en 1heure.2. Quelle est la probabilité qu'une voiture qui arrive au péage se dirigevers le guihet 1 ?3. Soit i ∈ Na. Pour k > i, aluler P[N=k](X1 = i)b. Pour k < i, déterminer P[N=k](X1 = i). Montrer que P (X1 = i) = e−λ

(

1

10

)i +∞
∑

k=i

(

k

i

)(

9

10

)k−i
λk

k!d. En déduire la loi de X1 (on fera un hangement d'indie dansla somme).4. X1 admet-elle une espérane ? Une variane ? Si oui, les déterminer.Exerie 17Soit k ∈ N
∗ et n ∈ N

∗� on dispose de k urnes, ontenant haune n boules numérotées de 1 à

n ;� on tire une boule au hasard de haque urne, et on note Nj le numérode la boule tirée de l'urne j (ave 1 6 j 6 k) ;� on note Xn la variable aléatoire dont la valeur est le plus grand desnuméros Nj obtenus.1. Déterminer Xn(Ω)2. Pour i ∈ [[1, n]], déterminer P (Xn 6 i).3. En déduire la loi de Xn
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Exerie plus di�ileExerie 18Soit p ∈ [0, 1]Une pue se déplae aléatoirement sur une droite d'origine O. A haqueinstant, elle fait un bond d'une unité vers la droite ave une probabilité

p ou d'une unité vers la gauhe ave une probabilité de q = 1 − p. Al'instant initial, la pue est à l'origine OSoit n ∈ N
∗. On note Xn la variable aléatoire réelle donnant l'absissede la pue à l'instant n1. Déterminer X1(Ω), X2(Ω) et X3(Ω)2. Pour n ∈ N

∗, on dé�nit la variable aléatoire Dn qui ompte lenombre de bonds e�etués vers la droite à l'instant n, et Gn lavariable aléatoire qui donne le nombre de bonds e�etués vers lagauhe à l'instant na. Pour n ∈ N
∗, montrer que Dn et Gn suivent des lois usuelles.b. Exprimer Xn en fontion de Dn et Gn. Pour n ∈ N
∗, que vaut Dn +Gn ?d. En déduire l'expression de Xn à l'aide de Dn seulement.e. Déterminer la loi de Xn3. Déterminer l'espérane de Xn4. Déterminer la variane de Xn

Exeries-type des sujets de devoirExerie 19Soit p ∈]0, 1[.On onsidère une urne initialement vide, et une pièe dont la probabilitéd'obtenir pile après un laner vaut pOn e�etue une suite de laners indépendants de la pièe. A haquelaner de la pièe :� si on obtient pile, on ajoute une boule dans l'urne.
� si on obtient fae, on vide l'urne.Pour n ∈ N

∗, on dé�nit Xn la variable aléatoire qui donne le nombre deboules dans l'urne après le nième laner de la pièe.� On onvient que X0 vaut onstamment 0� Pour n ∈ N
∗, on dé�nit Yn la variable aléatoire qui vaut 1 si on obtientfae au nième laner, et qui vaut 0 sinon.� On note T la variable aléatoire qui donne le nombre de laners nées-saires pour obtenir fae pour la première fois.1. a. Reonnaître la loi de Yi (pour i ∈ N

∗), préiser son espéraneet sa variane.b. Reonnaître la loi de T , préiser son espérane et sa variane.2. a. Justi�er que pour n ∈ N
∗, Xn(Ω) = [[0, n]]b. Donner la loi de X1. Justi�er que P (Xn = 0) = 1− p (pour n ∈ N

∗)d. Caluler P (Xn = n) pour n ∈ N
∗3. a. Montrer que

∀n ∈ N, ∀k ∈ [[1, n + 1]], P (Xn+1 = k) = pP (Xn = k − 1)b. En déduire que
∀n ∈ N

∗, ∀k ∈ [[0, n− 1]], P (Xn = k) = pk(1− p). Véri�er, uniquement à l'aide des formules donnant P (Xn = k)pour k ∈ [[0, n]], que, pour n ∈ N : n
∑

k=0

P (Xn = k) = 14. a. Montrer que pour tout entier n > 2,
n−1
∑

k=1

kpk−1 =
(n− 1)pn − npn−1 + 1

(1− p)2b. En déduire que E(Xn) =
p(1− pn)

1− p
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Exerie 20Une urne ontient des boules blanhes et des boules noires. La propor-tion de boules blanhes est p et la proportion de boules noires est q.Ainsi, on a : 0 < p < 1, 0 < q < 1, et p+ q = 1Partie IDans ette partie, on e�etue des tirages suessifs ave remise et ons'arrête dès que l'on a obtenu une boule noire.On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages e�etués et

U la variable aléatoire égale au nombre de boules blanhes obtenues.1. Reonnaitre la loi de T . Pour tout entier k > 1, donner P (T = k)et rappeler l'espérane et la variane de T2. En déduire que U admet une espérane et une variane. Déterminer

E (U) et V (U)Partie IIDans ette partie, on e�etue des tirages suessifs ave remise et ons'arrête dès que l'on a obtenu au moins une boule blanhe et au moinsune boule noire.On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages e�etués.On note Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blanhesobtenues.On note Z la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obte-nues.

Ainsi, on peut remarquer que la probabilité de l'événement
[Y = 1] ∪ [Z = 1] est égale à 1Pour tout entier naturel non nul i, on note :� Bi l'événement � la ième boule tirée est blanhe � ;� Ni l'événement � la ième boule tirée est noire �.1. a. Montrer, pour tout entier k > 2, P (X = k) = q pk−1 + p qk−1b. Que doit valoir +∞

∑

k=2

P (X = k) ? Véri�er.. Montrer que la variable aléatoire X admet une espérane etque : E (X) =
1

p
+

1

q
− 12. a. Pour tout entier k > 2, déterminer P ([X = k] ∩ [Y = 1])(on distinguera les as k = 2 et k > 3)b. En déduire P (Y = 1) = q (1 + p). Déterminer la loi de la variable aléatoire Y3. Donner la loi de Z4. Montrer que la variable aléatoire X− 1 est égale à la variable aléa-toire Y Z (produit des variables aléatoires Y et Z).5. En déduire l'espérane de la variable aléatoire Y Z
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