
ECG 1 - mathématiques appliquées Devoir en temps libre n°9 Pour le 31 mars 2025Corrigé Total sur 27 pointsExer
i
e 1 5,5 pointsDéterminer si les séries suivantes sont 
onvergentes et le 
as é
héant, 
al
uler leur somme.a) ∑
n>3

n+ 5

2n− 4
est grossièrement divergente 
ar n+ 5

2n− 4
→ 1

2
, en e�et n+ 5

2n− 4
=

n

2n
× 1 + 5

n

1− 2
n

=
1

2
× 1 + 5

n

1− 2
n

1 pointet 5

n
→ 0 et 2

n
→ 0 (limites usuelles) don
 1 +

5

n
→ 1 et 1 + 2

n
→ 1 et on 
on
lut par opérationsb) ∑

n>0

(√
n+ 2−

√
n+ 1

) est une série téles
opique, elle est don
 de même nature que son terme général 1 pointi.e. de même nature que (
√
n+ 1)n∈N, elle est don
 divergente. On peut éventuellement poser un =

√
n+ 1 pour yvoir plus 
lair (
ela permet aussi de montrer qu'elle diverge vers +∞)
) ∑

n>1

n2

(

−2

3

)n On s'oriente vers une série géométrique et on va utiliser l'astu
e n2 = n(n− 1) + n 2 pointssoit n ∈ N
∗, alors n

∑

k=1

k2
(

−2

3

)k

=

n
∑

k=1

[k(k − 1) + k]

(

−2

3

)k

=

n
∑

k=1

k(k − 1)

(

−2

3

)k

+

n
∑

k=1

k

(

−2

3

)kor n
∑

k=1

k(k − 1)

(

−2

3

)k

=
n
∑

k=2

k(k − 1)

(

−2

3

)k

=

(

−2

3

)2 n
∑

k=2

k(k − 1)

(

−2

3

)k−2, on est ramené à une sériegéométrique � dérivée se
onde � dont la raison, −2

3
∈]− 1, 1[don
 ∑

n>2

n(n− 1)

(

−2

3

)n 
onverge et +∞
∑

n=2

n(n− 1)

(

−2

3

)n

=
2

(

1−
(

− 2
3

))3 =
2
(

5
3

)3 =
2
125
27

=
54

125de plus n
∑

k=1

k

(

−2

3

)k

=

(

−2

3

) n
∑

k=1

k

(

−2

3

)k−1 et ∑
k>1

k

(

−2

3

)k−1 
onverge (série géométrique � dérivée � et |q| <
1) ave
 +∞

∑

k=1

k

(

−2

3

)k

=
1

(

1−
(

− 2
3

))2 don
 n
∑

k=1

k2
(

−2

3

)k 
onverge et
+∞
∑

k=1

k2
(

−2

3

)k

=

(

−2

3

)2

× 54

125
− 2

3
× 9

25
=

4× 6× 9

9× 125
− 2× 3× 3

3× 25
=

24

125
− 6

25
=

24

125
− 30

125
= − 6

125d) ∑
n>1

n(ln(2))n

n!
On s'oriente vers une série exponentielle : 1,5 pointssoit n ∈ N

∗, alors n
∑

k=1

k(ln(2))k

k!
=

n
∑

k=1

(ln(2))k

(k − 1)!
(
ar k

k!
=

1

(k − 1)!
)puis ave
 le 
hangement d'indi
e i = k − 1, on trouve n

∑

k=1

k(ln(2))k

k!
=

n−1
∑

i=0

(ln(2))i+1

i!
= ln(2)

n−1
∑

i=0

(ln(2))i

i!or n
∑

i=0

(ln(2))i

i!

onverge vers eln(2) = 2 don
 
'est le 
as également de n−1

∑

i=0

(ln(2))i

i!puis en multipliant par ln(2), on trouve que ∑
n>1

n(ln(2))n

n!

onverge et +∞

∑

n=1

n(ln(2))n

n!
= 2 ln(2)Exer
i
e 2 9,5 pointsSoit u la suite dé�nie par u0 =

1

2
et par la relation de ré
urren
e : pour tout n ∈ N, un+1 = un − u3

n1. Montrer que pour tout n ∈ N, un ∈]0, 1[ 1,5 pointsDu grand 
lassique, par ré
urren
e ! Pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un ∈]0, 1[Initialisation : u0 =
1

2
don
 u0 ∈]0, 1[ don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraie, alors par hypothèse un ∈]0, 1[ i.e. 0 < un < 1

0 < un < 1 ⇒ 0 < u2
n < 1 (par stri
te 
roissan
e de la fon
tion 
arré sur R+)don
 −1 < −u2

n < 0 ⇒ 0 < 1−u2
n < 1 don
 par produit ave
 l'inégalité 0 < un < 1, on trouve 0 < un(1−u2

n) < 1



i.e. 0 < un+1 < 1 don
 P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un ∈]0, 1[2. Montrer que la suite u 
onverge vers 0 2 pointsPar dé�nition de la suite un+1 − un = −u3
n 6 0 d'après la question pré
édente (un > 0 ⇒ u3

n > 0)don
 la suite u est dé
roissante, de plus elle est minorée par 0 d'après la question pré
édentedon
 d'après le théorème de la limite monotone, u 
onverge vers un réel ℓor par propriété un+1 → ℓ et par opérations un − u3
n → ℓ− ℓ3don
 par passage à la limite dans l'égalité un+1 = un − u3

n, on trouve ℓ = ℓ− ℓ3don
 ℓ3 = 0 et de fait ℓ = 0, i.e u 
onverge vers 03. Montrer que la série ∑
n>0

u3
n est 
onvergente et déterminer la valeur de sa somme 1,5 pointsPar dé�nition de la suite (un)n∈N,

∑

n>0

u3
n =

∑

n>0

(un−un+1) qui est une série téles
opique et don
 de même natureque la suite u, or d'après la question pré
édente u 
onverge don
 ∑
n>0

(un − un+1) 
onverge i.e. ∑
n>0

u3
n 
onvergede plus +∞

∑

n=0

u3
n =

+∞
∑

n=0

(un − un+1) = u0 − 0 par propriété (
ar un → 0) or u0 =
1

2
don
 +∞

∑

n=0

u3
n =

1

24. Montrer que ∀n ∈ N,
un+1

un

>
1

2
1 pointPar dé�nition de la suite, un+1

un

=
un − u3

n

un

= 1− u2
nor u0 =

1

2
et d'après 2., u est dé
roissante don
 ∀n ∈ N, un 6

1

2
et d'après 1. un > 0don
 u2

n 6
1

4

ar la fon
tion 
arré est 
roissante sur R+don
 −u2

n > −1

4
et don
 1− u2

n >
3

4
i.e. un+1

un

>
3

4
et a fortiori un+1

un

>
1

25. Montrer que ∀n ∈ N,
1

un+1
− 1

un

6 2un 1,5 pointsSoit n ∈ N, alors 1

un+1
− 1

un

=
un − un+1

unun+1
=

u3
n

unun+1
par dé�nition de u puis 1

un+1
− 1

un

=
u2
n

un+1
=

un

un+1
× unor d'après la question pré
édente un+1

un

>
1

2
don
 un

un+1
6 2 (
ar la fon
tion inverse est dé
roissante sur ]0,+∞[)et don
 un

un+1
× un 6 2un (
ar un > 0) i.e. 1

un+1
− 1

un

6 2un6. Déterminer alors la nature de la série ∑
n>0

un 2 pointsLa question pré
édente nous in
ite à raisonner par 
omparaison ave
 la série ∑
n>0

(

1

un+1
− 1

un

)or 
ette dernière est téles
opique (pour mieux le voir on peut poser vn =
1

un

, il s'agit alors de ∑
n>0

(vn+1 − vn))don
 la série ∑
n>0

(

1

un+1
− 1

un

) est de même nature que la suite ( 1

un

)

n∈N

qui est divergente
ar un → 0+ ⇒ 1

un

→ +∞ don
 ∑
n>0

(

1

un+1
− 1

un

) diverge et il s'agit d'une série à termes positifs puisque
un+1 6 un ⇒ 1

un+1
>

1

un

(inversion de termes positifs) i.e. 1

un+1
− 1

un

> 0de plus d'après 5., ∀n ∈ N,
1

un+1
− 1

un

6 2un don
 1

2

(

1

un+1
− 1

un

)

6 unor la série ∑
n>0

(

1

un+1
− 1

un

) diverge don
 la série ∑
n>0

1

2

(

1

un+1
− 1

un

) diverge par opérationdon
 la série ∑
n>0

un qui est à termes positifs, diverge vers +∞ par théorème de 
omparaison sur les séries àtermes positifs.
2



Exer
i
e 3 12 pointsOn dispose de 3 urnes numérotées 1, 2 et 3 et� l'urne numéro 1 
ontient deux boules blan
hes,� l'urne numéro 2 
ontient une boule blan
he et une boule rouge,� l'urne numéro 3 
ontient deux boules rouges.L'expérien
e 
onsiste à 
hoisir une fois pour toutes une urne au hasard, puis à y e�e
tuer une su

ession de tiragesd'une boule, ave
 remise. Pour tout entier k ∈ {1, 2, 3}, on note Uk l'événement � on 
hoisit l'urne numéro k �.On 
onsidère la variable aléatoire X égale au rang du tirage où apparaît pour la première fois une boule blan
he, si
e tirage existe ; on attribue à X la valeur 0 si on n'obtient jamais de boule blan
he.1. Déterminer l'ensemble des valeurs possibles prises par X 0,5 pointDe manière théorique, la boule blan
he peut apparaitre à n'importe quel tirage (à partir du premier) et elle peutaussi ne jamais être tirée 
omme l'indique l'énon
é, don
 X(Ω) = N2. Déterminer pour tout k ∈ {1, 2, 3}, PUk
(X = 1) et en déduire P (X = 1) 2 pointsD'après les hypothèses de l'énon
é, PU1
(X = 1) = 1 (il n'y a que des boules blan
hes dans l'urne 1), PU2

(X =

1) =
1

2
(une boule blan
he sur les deux de l'urne 2, le tirage de 
ha
une étant équiprobable) et PU3

(X = 1) = 0(au
une boule blan
he dans l'urne 3).
(U1, U2, U3) forment un système 
omplet d'événements don
 d'après la formule des probabilités totales :
P (X = 1) = P (U1)PU1

(X = 1) + P (U2)PU2
(X = 1) + P (U3)PU3

(X = 1)or le 
hoix de 
haque urne est équiprobable don
 P (U1) = P (U2) = P (U3) =
1

3don
 P (X = 1) =
1

3

(

1 +
1

2
+ 0

)

=
1

3
× 3

2
=

1

23. D'une manière analogue, montrer que pour tout j > 2, P (X = j) =
1

3

(

1

2

)j 2 pointsSi l'urne 1 a été 
hoisie au départ, la boule blan
he apparait for
ément dès le premier tirage et elle ne peut don
pas apparaitre pour la première fois au jème ave
 j > 2, don
 PU1
(X = j) = 0Si l'urne 2 a été 
hoisie au départ, le fait que la boule blan
he soit tirée pour la première fois au jème tiragesigni�e que la boule rouge a été tirée lors des j − 1 tirages pré
édentsdon
 (en notant Bi (respe
tivement Ri) : � on tire une boule blan
he (resp. rouge) dans l'urne 2 au ième tirage �) : PU2

(X = j) = P (R1 ∩R2 ∩ · · · ∩Rj−1 ∩Bj)don
 par indépendan
e mutuelle des tirages PU2
(X = j) = P (R1)P (R2) . . . P (Rj−1)P (Bj)et don
 PU2

(X = j) =

(

1

2

)j−1
1

2
=

(

1

2

)jet de même PU3
(X = j) = 0 (au
une boule blan
he dans l'urne 3).ensuite on pro
ède de même, (U1, U2, U3) forment un système 
omplet d'événements don
 d'après la formule desprobabilités totales

P (X = j) = P (U1)PU1
(X = j) + P (U2)PU2

(X = j) + P (U3)PU3
(X = j)don
 P (X = j) =

1

3

(

0 +

(

1

2

)j

+ 0

)

=
1

3

(

1

2

)j4. Utiliser les résultats pré
édents pour 
al
uler P (X = 0) 2 pointsProposer une interprétation de 
e dernier résultat.Par dé�nition [X = 0] est l'événement 
ontraire de � une boule blan
he a été tirée � (sous-entendu au premiertirage, ou au deuxième tirage ... ou au jème, j ∈ N)
e que l'on peut é
rire [X = 0] =
⋃

j∈N∗

[X = j]or les événements de la famille ([X = j])j∈N∗ sont deux à deux in
ompatibles don
 par additivité :
P





⋃

j∈N∗

[X = j]



 =

+∞
∑

j=1

P (X = j) = P (X = 1) +

+∞
∑

j=2

P (X = j) =
1

2
+

+∞
∑

j=2

1

3

(

1

2

)j attention la formule du 3.n'est valable que pour i > 2

=
1

2
+

1

3

+∞
∑

j=2

(

1

2

)j par opération sur les séries 
onvergentes 
ar ∑
j>2

(

1

2

)j est une sériegéométrique ave
 |q| = 1

2
< 1, elle est don
 
onvergentede plus ∀n ∈ N

∗,

n
∑

j=0

(

1

2

)j

= 1 +
1

2
+

n
∑

j=2

(

1

2

)j don
 par passage à la limite +∞
∑

j=0

(

1

2

)j

= 1 +
1

2
+

+∞
∑

j=2

(

1

2

)j3



don
 +∞
∑

j=2

(

1

2

)j

=
1

1− 1
2

− 1− 1

2
=

1
1
2

− 1− 1

2
= 2− 3

2
=

1

2et don
 P  ⋃

j∈N∗

[X = j]



 =
1

2
+
1

3
× 1

2
=

1

2
+
1

6
=

3

6
+
1

6
=

4

6
=

2

3
et �nalement P (X = 0) = 1−P





⋃

j∈N∗

[X = j]



(
ar 
'est l'événement 
ontraire) don
 P (X = 0) = 1− 2

3
=

1

3
, 
e qui signi�e que dans un 
as sur trois on ne tirejamais une boule blan
he, 
e qui 
orrespond au 
as où on 
hoisit l'urne 3.5. Montrer que X admet une espéran
e et la 
al
uler, puis interpréter le résultat. 3 pointsPar dé�nition, X admet une espéran
e si la série ∑

j∈N

jP (X = j) est 
onvergente (absolument)or ∀n > 2,

n
∑

j=0

jP (X = j) =

n
∑

j=2

jP (X = j) = 1× P (X = 1) +

n
∑

j=2

jP (X = j)(attention l'expression de P (X = j) n'est pas la même pour j = 1 et pour j > 2)don
 n
∑

j=0

jP (X = j) =
1

2
+

n
∑

j=2

j
1

3

(

1

2

)j

=
1

2
+

1

3

n
∑

j=2

j

(

1

2

)j

=
1

2
+

1

3
× 1

2

n
∑

j=2

j

(

1

2

)j−1

=
1

2
+

1

6

n
∑

j=2

j

(

1

2

)j−1 et la série n
∑

j=2

j

(

1

2

)j−1 est 
onvergente 
ar il s'agit d'une sériegéométrique � dérivée � ave
 |q| = 1

2
< 1don
 par opération∑

j∈N

jP (X = j) est 
onvergente et de fait X admet une espéran
ede plus E(X) =

+∞
∑

j=0

jP (X = j) =
1

2
+

1

6

+∞
∑

j=2

j

(

1

2

)j−1or +∞
∑

j=1

j

(

1

2

)j−1

=
1

(

1− 1
2

)2 =
1
(

1
2

)2 =
1
1
4

= 4 et 1 + +∞
∑

j=2

j

(

1

2

)j−1

=

+∞
∑

j=1

j

(

1

2

)j−1don
 +∞
∑

j=2

j

(

1

2

)j−1

= 4− 1 = 3 et don
 E(X) =
1

2
+

1

6
× 3 =

1

2
+

1

2
= 1
ela signi�e qu'en moyenne une boule blan
he sortira au � 1er tirage �, mais 
ette interprétation est faussée parle � 0ème tirage � qui apparait en moyenne une fois sur 3. Si on raisonne � en moyenne �, 
ela signi�e que 
e 1est 
omposé de 0 une fois sur trois, et de fait de 3

2
deux fois sur trois, 
'est-à-dire qu'en moyenne si on s'intéresseuniquement aux urnes 1 et 2, la boule blan
he est tirée en moyenne au bout de � 1, 5 tirages �. Ce qui logique
ar une fois deux une boule blan
he est tirée à 
oup sûr, et don
 en moyenne, au premier tirage et une fois surdeux (urne 2), elle est tirée en moyenne au deuxième tirage (loi géométrique de paramètre 1

2
).6. Montrer que X admet une varian
e et la 
al
uler. 2,5 pointsDe même par dé�nition, X admet une varian
e si X2 admet une espéran
e, i.e. si la série ∑

j∈N

j2P (X = j) est
onvergente et on va de nouveau être ramené à des séries géométriques (de même attention à la validité de laformule du 3.) :
∀n > 2,

n
∑

j=0

j2P (X = j) =

n
∑

j=1

j2P (X = j) = 12P (X = 1) +

n
∑

j=2

j2P (X = j) =
1

2
+

n
∑

j=2

j2
1

3

(

1

2

)jor n
∑

j=2

j2
1

3

(

1

2

)j

=
1

3

n
∑

j=2

j2
(

1

2

)j

=

n
∑

j=2

(j(j − 1) + j)

(

1

2

)j 
ar j2 = j2 − j + j = j(j − 1) + jdon
 n
∑

j=2

j2P (X = j) =
n
∑

j=2

j(j − 1)

(

1

2

)j

+
n
∑

j=2

j

(

1

2

)j

=

(

1

2

)2 n
∑

j=2

j(j − 1)

(

1

2

)j−2

+
1

2

n
∑

j=2

j

(

1

2

)j−1or la série ∑
j>2

j(j − 1)

(

1

2

)j−2 est 
onvergente et +∞
∑

j=2

j(j − 1)

(

1

2

)j−2

=
2

(

1− 1
2

)3 =
2
1
8

= 16 
ar il s'agit d'unesérie géométrique � dérivée se
onde � ave
 |q| = 1

2
< 1de plus, 
omme vu plus haut, ∑

j>2

j

(

1

2

)j−1 
onverge et +∞
∑

j=2

j

(

1

2

)j−1

= 3 don
 par opérations n
∑

j=2

j2P (X = j)est 
onvergente et de fait X2 admet une espéran
e 4


