
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 14 - Probabilités - variables aléatoires Mars 2025Quelques 
orrigésVariables aléatoires dis
rètesExer
i
e 1On 
onsidère une urne 
ontenant 3 boules numérotées de 1 à 3, danslaquelle on e�e
tue une su

ession de 4 tirages d'une boule ave
 remiseet l'on note X la variable aléatoire égale au numéro du tirage où, pourla première fois, on a obtenu un numéro supérieur ou égal au numéropré
édent.Pour tout k de [[1; 4]], on note Nk la variable aléatoire égale au numéroobtenu au kième tirage.1. a. Exprimer l'événement [X = 4] à l'aide d'événements faisantintervenir les variables N1, N2, N3. En déduire P (X = 4).D'abord, X(Ω) = {2, 3, 4} 
ar il faut avoir e�e
tué au moins 2tirages pour que X ait une valeur, et au 
ours de l'expérien
e,on e�e
tue au maximum 4 tirages.

[X = 4] = [N1 > N2 > N3] ∩ [N4 > N3] = [N1 = 3] ∩ [N2 =
2] ∩ [N3 = 1] ∩ [N4 > 1] 
ar, les numéros des boules étant 1, 2et 3, les numéros des boules tirées au 
ours des 3 premiers ti-rages sont en ordre stri
tement dé
roissant si et seulement sila première porte le numéro 3, la deuxième le numéro 2, et latroisième le numéro 1.L'événement [N4 > 1] est 
ertain, don
, [X = 4] = [N1 =
3] ∩ [N2 = 2] ∩ [N3 = 1], et par indépendan
e de 
es troisévénements (puisque les tirages s'e�e
tuent ave
 remises, onrépète trois fois de suite la même expérien
e), on a :
P (X = 4) = P (N1 = 3)P (N2 = 2)P (N3 = 1)

=
1

3
×

1

3
×

1

3
=

1

27b. Montrer que P (X = 2) =
2

3

, et en déduire P (X = 3).
[X = 2] est l'événement : � on obtient pour la première foisun numéro supérieur ou égal au numéro pré
édent au 2ième ti-

rage �.Le numéro de la 1ère boule pio
hée valant 1, 2 ou 3, les événe-ments [N1 = 1], [N1 = 2] et [N1 = 3] forment un SCE, don
d'après la formule des probabilités totales , on a
P (X = 2) = P ([X = 2]∩[N1 = 1])+P ([X = 2]∩[N1 = 2])+P ([X = 2]∩[Mais� [X = 2] ∩ [N1 = 1] = ([N1 = 1] ∩ [N2 = 1]) ∪ ([N1 =
1] ∩ [N2 = 2]) ∪ ([N1 = 1] ∩ [N2 = 3]) don
 par indépen-dan
e, puis in
ompatibilité, on a P ([X = 2] ∩ [N1 = 1]) =
1

3
×

1

3
+

1

3
×

1

3
+

1

3
×

1

3
=

1

3� [X = 2] ∩ [N1 = 2] = ([N1 = 2] ∩ [N2 = 2]) ∪ ([N1 =
2] ∩ [N2 = 3] don
 par indépendan
e, puis in
ompatibilité,on a P ([X = 2] ∩ [N1 = 2]) =

1

3
×

1

3
+

1

3
×

1

3
=

2

9� En�n, [X = 2] ∩ [N1 = 3] = [N1 = 3] ∩ [N2 = 3], et don


P ([X = 2] ∩ [N1 = 3]) =
1

3
×

1

3
=

1

9

, par indépendan
e desévénements [N1 = 3] et [N2 = 3]Finalement, P ([X = 2] ∩ [N1 = 1]) =
1

3
+

2

9
+

1

9
=

6

9
=

2

3Comme X(Ω) = {2, 3, 4}, P (X = 2) + P (X = 3) + P (X =
4) = 1, et don

P (X = 3) = 1− P (X = 2)− P (X = 4) = 1−

1

27
−

2

3
=

8

272. Cal
uler l'espéran
e de X

E(X) = 2P (X = 2)+3P (X = 3)+4P (X = 4) = 2×
2

3
+3×

8

27
+

4×
1

27
=

64

27

1



Exer
i
e 3Le servi
e de dépannage d'un grand magasin dispose d'équipes interve-nant sur appel de la 
lientèle. Pour des 
auses diverses les interventionsont lieu parfois ave
 un retard. On admet que les appels se produisentindépendamment les uns des autres et que, pour 
haque appel, la pro-babilité d'un retard est 0, 251. Un 
lient appelle le servi
e à 4 reprises : soit X la variable aléatoireréelle égale au nombre de fois où il a subi un retard.a. Déterminer la loi de probabilité de XIl s'agit d'une loi binomiale qui 
ompte le nombre de su

èslors de 4 itérations indépendantes d'une même épreuve de Ber-noulli (le � su

ès � étant le retard dont la probabilité est de

0, 25) : X →֒ B

(

4,
1

4

)don
 pour k ∈ [[0, 4]], P (X = k) =

(
4

k

)(
1

4

)k (
3

4

)4−kb. Cal
uler la probabilité de l'événement : � le 
lient a subi aumoins un retard �.Cette événement s'é
rit P (X > 1) = P (X = 1) + P (X =
2) + P (X = 3) + P (X = 4) ou en
ore

P (X > 1) = 1− P (X = 0) = 1−

(
3

4

)4

= 1−
81

254
=

173

2542. Au 
ours des années 2005 et 2006 le servi
e après-vente enregistreune su

ession d'appels. Le rang du premier appel pour lequel l'in-tervention s'e�e
tue ave
 retard en 2005 (resp. 2006) dé�nit unevariable aléatoire réelle Y (resp. Z).a. Déterminer les lois de Y et Z. Montrer qu'elles admettent uneespéran
e et une varian
e et la 
al
uler.Il s'agit dans les deux 
as de la même loi géométrique : rangd'apparition du premier � su

ès � (premier retard) lors de ré-pétitions indépendantes d'une épreuve de Bernoulli.Don
 Y →֒ G

(
1

4

) et Z →֒ G

(
1

4

)

et pour n ∈ N
∗, P (Y = n) = P (Z = n) =

(
3

4

)n−1(
1

4

)b. Cal
uler P (Y 6 n), pour tout n ∈ N
∗.

[Y 6 n] =

n⋃

k=1

[Y = k] don
 par in
ompatibilité,
P (Y 6 n) =

n∑

k=1

P (Y = k) =

n∑

k=1

(
3

4

)k−1(
1

4

)

=
1

4

n∑

k=1

(
3

4

)k−1

=
1

4
×

1−
(
3
4

)n

1− 3
4

d'après les résul-tats sur les sommes de termes d'une suite géométriquedon
 P (Y 6 n) =
1

4
×

1−
(
3
4

)n

1
4

= 1−

(
3

4

)n
. On pose T = max(Y, Z). Cal
uler P (T 6 n), pour tout n ∈ N
∗et en déduire la loi de TAve
 n ∈ N

∗, pour que le maximum soit inférieur ou égal à n,il faut que les deux variables soit inférieures ou égales à ndon
 [T 6 n] = [Y 6 n] ∩ [Z 6 n] et de fait par indépendan
e

P (T 6 n) = P (Y 6 n) × P (Z 6 n) =

(

1−

(
3

4

)n)2 pour

n > 2, on en déduit alors

P (T = n) = P (T 6 n)− P (T 6 n− 1)don
 P (T = n) =

(

1−

(
3

4

)n)2

−

(

1−

(
3

4

)n−1
)2

=

(

1−

(
3

4

)n

−

(

1−

(
3

4

)n−1
))(

1−

(
3

4

)n

+

(

1−

(
3

4

)n−1
))

=

((
3

4

)n−1

−

(
3

4

)n
)(

2−

(
3

4

)n

−

(
3

4

)n−1
)don
 P (T = n) =

1

4
×

(
3

4

)n−1
(

2−

(
3

4

)n

−

(
3

4

)n−1
)
ette formule est en fait également valable pour n = 1, ou plus2



simplement P (T = 1) = P (T 6 1) =

(

1−

(
3

4

)1
)2

=
1

16Exer
i
e 5Soit n ∈ N
∗, une urne 
ontient des jetons à deux fa
es :� l'une des fa
es porte un numéro bleu, et l'autre porte un numéro rouge.� on sait que pour 
haque i ∈ [[1, n]] et 
haque j ∈ [[1, i]], il y a dansl'urne exa
tement un jeton qui porte le numéro i bleu, et j rouge.� il n'y a pas d'autre jeton dans l'urne.On note N le nombre total de jetons dans l'urne.On tire un jeton dans l'urne. Soit B la variable aléatoire qui donne lenuméro bleu du jeton, et R la variable aléatoire qui donne le numérorouge du jeton pio
hé.1. Donner le nombre de jetons ave
 le 1 bleu, le 2 bleu, le 3 bleu, puisdéterminer NPrenons d'abord un exemple, supposons que n = 3. Chaque jetona un numéro bleu 
ompris entre 1 et 3, et un numéro rouge (
om-pris entre 1 et 3) inférieur ou égal au numéro bleu. Deux jetons nepeuvent porter les mêmes numéros bleu et rouge.Il y a dans l'urne :� un jeton portant le numéro 1 bleu et le numéro 1 rouge� un jeton portant le numéro 2 bleu et le numéro 1 rouge� un jeton portant le numéro 2 bleu et le numéro 2 rouge� un jeton portant le numéro 3 bleu et le numéro 1 rouge� un jeton portant le numéro 3 bleu et le numéro 2 rouge� un jeton portant le numéro 3 bleu et le numéro 3 rougeL'urne 
ontient au total 6 jetons.Revenons au 
as général. L'urne 
ontient :� un jeton portant le numéro 1 bleu et le numéro 1 rouge� 2 jetons portant le numéro 2 bleu (un portant le numéro 1 rouge,un autre portant le numéro 2 rouge)� 3 jetons portant le numéro 3 bleu (un portant le numéro 1 rouge,un portant le numéro 2 rouge, et le dernier portant le numéro 3rouge)

� ...� n jetons portant le numéro n bleu (un portant le numéro 1 rouge,un portant le numéro 2 rouge,..., le dernier portant le numéro nrouge)Au total il y a don
 1 + 2 + 3 + . . .+ n jetons.Ainsi N =
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2On peut voir la situation ave
 une représentation triangulaire ouune matri
e triangulaire inférieure ne 
omportant que des 1.2. Soit i ∈ [[1, n]] et j ∈ [[1, n]]. Déterminer P ([B = i] ∩ [R = j]
)Dans 
ette question, 1 6 i 6 n, et 1 6 j 6 n. Il n'est don
 passupposé que j 6 i.

[B = i] ∩ [R = j] est l'événement : � le jeton pio
hé a le numéro ibleu et le numéro j rouge. �On a don
� Si j > i, [B = i] ∩ [R = j] = ∅ et don
 P ([B = i] ∩ [R = j]) = 0� Si j 6 i, P ([B = i] ∩ [R = j]) =
1

N


ar il y a N jetons dansl'urne, et un seul qui porte le numéro i bleu et le numéro j rouge.3. En déduire la loi de B, et la loi de RTout d'abord R(Ω) = [[1, n]] et B(Ω) = [[1, n]] 
ar on voit bien qu'ily a des jetons dans l'urne portant 
ha
un des numéros bleu pos-sibles, et il y a des jetons dans l'urne portant 
ha
un des numérosrouge possibles.D'après la proposition 3.6 du 
ours, on sait don
 que d'une part lesévénements
[B = 1], [B = 2], . . . , [B = n] forment un S.C.E, et que les événe-ments [R = 1], [R = 2], . . . , [R = n] forment un S.C.E.Don
 d'après la formule des probabilités totales, on a, pour i ∈
[[1, n]] :

P (B = i) =

n∑

j=1

P ([B = i]∩ [R = j]) Or n∑

j=1

P ([B = i]∩ [R = j]) =

i∑

j=1

P ([B = i] ∩ [R = j]) 
ar pour j < i, P ([B = i] ∩ [R = j]) = 0.3



Don
 P (B = i) =

i∑

j=1

1

N
=

1

N
+ . . .+

1

N
︸ ︷︷ ︸

i fois

=
i

NDe même, on a pour j ∈ [[1, n]] :

P (R = j) =

n∑

i=1

P ([B = i] ∩ [R = j]) =

n∑

i=j

P ([B = i] ∩ [R = j])don
 P (R = j) =
n∑

i=j

1

N
=

1

N
+ . . .+

1

N
︸ ︷︷ ︸

n−j+1 fois

=
n− j + 1

N4. Déterminer l'espéran
e de B et de R

E(B) =

n∑

i=1

iP (B = i) =

n∑

i=1

i ×
i

N
=

n∑

i=1

i2

N
=

1

N

n∑

i=1

i2 =

1

N
×

n(n + 1)(2n+ 1)

6don
 E(B) =
2n+ 1

3

en remplaçant N par n(n+ 1)

2

E(R) =
n∑

j=1

jP (R = j) =
n∑

j=1

j ×
n− j + 1

N
=

1

N

n∑

j=1

(
(n+ 1)j − j2

)
=

n+ 1

N

n∑

j=1

j −
1

N

n∑

j=1

j2Don
 E(R) =
n + 1

N
×

n(n + 1)

2
−

2n + 1

3

(en se servant du 
al
ulpré
édent de E(B)).Ce qui donne : E(R) =
(n+ 1)× 2

n(n + 1)
×

n(n+ 1)

2
−

2n+ 1

3
=

n+ 1−
2n+ 1

3
=

n+ 2

3

Exer
i
e 6Une urne 
ontient au départ une boule blan
he et une boule noire. One�e
tue des tirages su

essifs d'une boule ave
 remise, jusqu'à l'obten-tion d'une boule noire, en ajoutant à 
haque tirage une boule blan
hesupplémentaire.On note X la variable aléatoire qui vaut 0 lorsqu'on n'obtient jamaisla boule noire, et qui vaut le numéro du tirage amenant la boule noire,sinon.1. Déterminer X(Ω)

X(Ω) = N 
ar on peut ne jamais tirer la boule noire (dans 
e 
as Xprend la valeur 0), et il n'y a pas de numéro de tirage de la boulenoire qui soit maximal.2. Déterminer, pour n ∈ N
∗, P (X = n)Soit n ∈ N

∗, �xé. Il faut exprimer l'événement [X = n] à l'aide desévénements :
Bk :� on obtient la boule blan
he au kième tirage �.On a : [X = n] = B1 ∩ . . .∩Bn−1 ∩Bn (jusqu'au (n− 1)ième tirage,on n'obtient que des boules blan
hes, et au nième tirage on tire laboule noire).On utilise ensuite la formule des probabilités 
omposées pour le
al
ul de P (X = n).
P (X = n) = P (B1)PB1

(B2) . . . PB1∩...∩Bn−2
(Bn−1)PB1∩...Bn−1

(Bn)Or on a :� P (B1) =
1

2

, PB1
(B2) =

2

3

, PB1∩B2
(B3) =

3

4� PB1∩...∩Bn−2
(Bn−1) =

n− 1

n� PB1∩...Bn−1
(Bn) =

1

n+ 1Ce qui donne : P (X = n) =
1

2
×

2

3
×

3

4
× . . . ×

n− 1

n
×

1

n+ 1
=

1

n(n+ 1)

par téles
opage.3. Montrer que +∞∑

k=1

P (X = k) = 14



On va devoir justi�er d'abord que la série ∑
n∈N∗

P (X = n) 
onverge.Il s'agit de la série ∑
n∈N∗

1

n(n + 1)

. Astu
e 
lassique (généralementla question est guidée) : 1

n(n + 1)
=

1

n
−

1

n+ 1La série est don
 une série téles
opique. On peut revenir à la dé�-nition à la fois pour montrer que la série 
onverge, et pour le 
al
ulde la somme +∞∑

k=1

P (X = k)Pour n ∈ N
∗, on note Sn =

n∑

k=1

P (X = n) (somme partielle d'indi
e

n de la série). On a

Sn =
1

k(k + 1)
=

n∑

k=1

1

k
−

1

k + 1
= 1−

1

n+ 1

par téles
opage.Don
 lim
n→+∞

Sn = 1. Don
 la série 
onverge, et +∞∑

k=1

P (X = k) = 14. En déduire P (X = 0) et interpréter le résultat.On nous demande en�n P (X = 0). On sait d'après le 
ours que
+∞∑

k=0

P (X = k) = 1 puisque la suite d'événements ([X = n])n∈N∗est un S.C.E. Or +∞∑

k=0

P (X = k) = P (X = 0) +

+∞∑

k=1

P (X = k).Mais on vient de voir que +∞∑

k=1

P (X = k) = 1, don
 
ela donne
1 = P (X = 0) + 1, d'où P (X = 0) = 0Cela veut dire qu'on obtient à 
oup sûr la boule noire en un nombre�ni de tirages.

Lois usuellesExer
i
e 12Une urne 
ontient 11 boules indis
ernables numérotées de 1 à 11. On ef-fe
tue n tirages su

essifs ave
 remise d'une boule dans l'urne. On note
X la variable aléatoire dont la valeur est le nombre de tirages ayantamené une boule de numéro pair.1. Donner la loi de X .

X suit une loi binomiale de paramètres n et p, ave
 p la probabilitéde su

ès d'une épreuve de Bernoulli, soit i
i la probabilité d'obte-nir un numéro pair lors d'un tirage donné.Il y a 11 boules dans l'urne, il y a 5 boules de numéro pairdans l'urne (boules numéro 2, 4, 6, 8 et 10). Don
 p =
5

11

. Don


X →֒ B(n, 5/11)2. X admet-elle une espéran
e ? Une varian
e ? Si oui, les 
al
uler.D'après le 
ours E(X) = np =
5n

11

et V (X) = npq =
36n

121Exer
i
e 13En 2021, Gwendoline boit un jus de fruit frais tous les matins. Elle 
hoi-sit 
haque jour au hasard entre un jus de fraise, un jus de framboise,un jus de pomme, un jus d'ananas, un jus de pamplemousse et un jusd'orange. Soit X la variable aléatoire donnant le premier jour où elle
hoisit un jus de fruits rouges.1. Donner la loi de XLa probabilité de 
hoisir un jus de fruits rouges un jour donné estde 2

6
=

1

3

. Chaque jour, la même épreuve de Bernoulli se répète :Gwendoline 
hoisit un jus de fruit, jus de fruits rouges ave
 uneprobabilité de 1/3 (su

ès), ou autre jus de fruit (é
he
). La va-riable aléatoire X donne le rang d'apparition du premier su

ès,mais on ne peut rigoureusement é
rire X(Ω) = N
∗ si on se limite àl'année 2021. Il faut é
rire X(Ω) = [[1, 365]], 
e qui 
orrespond à une5



loi géométrique � tronquée �. Néanmoins, les probabilités (X = kpour k > 366), de même que l'espéran
e et la varian
e seront trèspro
hes. On va don
 poursuivre en 
onsidérant qu'X suit la loigéométrique de paramètre 1

32. X admet-elle une espéran
e ? Une varian
e ? Si oui, les 
al
uler.Oui, d'après le 
ours : E(X) =
1

p
= 3 puisque i
i p =

1

3

et

V (X) =
q

p2
=

2
3
1
9

=
2

3
× 9 = 6Exer
i
e 14Soit n un entier tel que n > 2. On dispose d'une urne 
ontenant n boulesblan
hes et n boules noires, qui sont indis
ernables au tou
her.On e�e
tue dans 
ette urne deux tirages su

essifs d'une boule, sansremise.� pour k ∈ {1, 2}, on note Bk l'événement : � on tire une boule blan
heau kième tirage � ;� On note X la variable aléatoire qui vaut 1 si l'on obtient deux boulesde même 
ouleur, et 0 sinon.1. Donner la loi de X .Indi
ation : On pourra 
ommen
er par exprimer les événements àl'aide de B1 et B2Evidemment, X(Ω) = {0, 1}.

[X = 1] est l'événement : � on tire deux boules de même 
ouleur �,on a don
 : [X = 1] = (B1 ∩ B2) ∪ (B̄1 ∩ B̄2)Comme les événements B1 ∩ B2 et B̄1 ∩ B̄2 sont in
ompatibles, ona : P (X = 1) = P (B1 ∩ B2) + P (B̄1 ∩ B̄2)don
 P (X = 1) = P (B1)PB1
(B2) + P (B̄1)PB̄1

(B̄2)or P (B1) =
1

2

et PB1
(B2) =

n− 1

2n− 1de même P (B̄1) =
1

2

et PB̄1
(B̄2) =

n− 1

2n− 1don
 P (X = 1) =
1

2
×

n− 1

2n− 1
+

1

2
×

n− 1

2n− 1
=

n− 1

2n− 1

ainsi X suit la loi de Bernoulli de paramètre n− 1

2n− 12. X admet-elle une espéran
e ? Une varian
e ? Si oui, les 
al
uler.Oui, d'après le 
ours : E(X) = p =
n− 1

2n− 1

et
V (X) =

n− 1

2n− 1
×

(

1−
n− 1

2n− 1

)

=
n− 1

2n− 1
×

n

2n− 1
=

n(n− 1)

(2n− 1)2Exer
i
e 15Dans une équipe de handball et quand le mat
h se joue à l'extérieur, unejoueuse est désignée après la troisième mi-temps pour ré
upérer tous lessa
s dans les 
hambres. La joueuse doit alors ouvrir 10 portes ave
 10
lefs di�érentes.Quand elle est ivre, elle mélange à nouveau les 
lefs après 
haque essai.Sinon, elle retire la mauvaise 
lef du trousseau.Soit X la variable aléatoire donnant le nombre d'essais né
essaires pourouvrir la première porte quand elle est ivre.Soit Y la variable aléatoire dont la valeur est le nombre d'essais qui luisont né
essaires pour ouvrir la première porte lorsqu'elle est sobre.1. a. Déterminer la loi de XLa même épreuve de Bernoulli est répétée su

essivement : lajoueuse 
hoisit une 
lef parmi les 10 
lefs de son trousseau pourouvrir la porte, il y a deux issues possibles : elle 
hoisit la bonne
lef et ouvre don
 la porte (su

ès), ou bien elle ne 
hoisit pasla bonne 
lef (é
he
). Le nombre d'essais né
essaires pour ou-vrir la porte est don
 le rang du premier su

ès. Don
 X suitla loi géométrique de paramètre 1

10

(probabilité de 
hoisir labonne 
lef lors de l'épreuve de Bernoulli).b. X admet-elle une espéran
e ? Une varian
e ? Si oui, les 
al
uler.Oui (
ours) : E(X) = 10, V (X) = 902. a. Déterminer Y (Ω)Au minimum il lui faut 1 essai (elle ouvre la porte dès le pre-mier essai), et au maximum 10 essais (elle essaie toutes les 
lefs6



avant de réussir). On a Y (Ω) = [[1, 10]]b. Déterminer la loi de YPour k ∈ [[1, 10]], on note : Bk : � elle ouvre la porte au kièmeessai �On a don
 [Y = k] = B̄1 ∩ . . . ∩ Bk−1 ∩ Bk D'après la formuledes probabilités totales :

P (Y = k) = P (B̄1)PB̄1
(B2) . . . PB̄1∩...∩Bk−2

(Bk−1)PB̄1∩...∩Bk−1
(Bk)

P (B̄1) =
9

10


ar 9 des 10 
lefs du trousseau n'ouvrent pas laporte.

PB̄1
(B2) =

8

9


ar après avoir retiré la mauvaise 
lef, il reste autotal 9 
lefs, dont 8 qui ne 
onviennent pas.

PB̄1∩...∩Bk−2
(Bk−1) =

9− (k − 2)

10− (k − 2)
=

11− k

12− k


ar après avoirfait k−2 essais infru
tueux, le trousseau 
omporte 10− (k−2)
lefs, dont 9− (k − 2) qui ne 
onviennent pas.

PB̄1∩...∩Bk−1
(Bk) =

1

10− (k − 1)
=

1

11− k


ar après avoir fait
k − 1 essais infru
tueux, le trousseau 
omporte 10 − (k − 1)
lefs, parmi lesquelles se trouve l'unique 
lef qui 
onvient.D'où P (Y = k) =

9

10
×

8

9
× . . . ×

11− k

12− k
×

1

11− k
=

1

10

partéles
opage (du produit).On 
onstate que Y suit la loi uniforme sur [[1, 10]]
. Y admet-elle une espéran
e ? Une varian
e ? Si oui, les 
al
uler.Don
 d'après le 
ours, E(Y ) =
1 + 10

2
=

11

2

et V (Y ) =

102 − 1

12
=

99

12
=

33

43. a. Cal
uler P (Y > 9)

[Y > 9] = [Y = 9] ∪ [Y = 10] et les deux événements sontin
ompatibles, don
 :
P (Y > 9) = P (Y = 9) + P (Y = 10) =

1

10
+

1

10
=

1

5

b. Cal
uler P (X > 9)Rappelons que X(Ω) = N
∗ don
 [X > 9] =

+∞⋃

k=9

[X = k].Comme les événements [X = k] sont deux à deux in
ompa-tibles, on a par additivité : P (X > 9) =
+∞∑

k=9

P (X = k)de plus, on sait que P (X = k) = pqk−1 ave
 i
i p =
1

10

,don
 P (X = k) =
1

10
×

(
9

10

)k−1don
 P (X > 9) =

+∞∑

k=9

1

10
×

(
9

10

)k−1

=
1

10

+∞∑

k=9

(
9

10

)k−1

=
1

10

+∞∑

i=0

(
9

10

)i+8 (en faisant le 
hangementd'indi
e i = k − 9, qu'il faut faire ave
 les sommes partielles)don
 P (X > 9) =
1

10
×

(
9

10

)8

×
+∞∑

i=0

(
9

10

)i

=
1

10
×

(
9

10

)8

×
1

1−
9

10

=
1

10
×

(
9

10

)8

× 10 =

(
9

10

)8
. Sa
hant qu'une fois sur 3, la joueuse désignée est ivre et qu'unjour elle a essayé au moins 9 
lefs, quelle est la probabilitéqu'elle ait été sobre 
e jour-là ?On note :� S : � la joueuse est sobre �� A : � la joueuse a essayé au moins 9 
lefs �On 
her
he à déterminer la probabilité 
onditionnelle PA(S).On va utiliser la formule de Bayes PA(S) =
PS(A)P (S)

P (A)L'énon
é donne P (S̄) =
1

3

don
 P (S) =
2

3

. D'après l'énon
étoujours, PS(A) = P (Y > 9). D'après la formule des probabi-lités totales P (A) = PS(A)P (S) + PS̄(A)P (S̄)7



ave
 PS̄(A) = P (X > 9) d'après l'énon
é.Il su�t ensuite de rempla
er dans la formule de Bayes, 
e quidonne PA(S) =
2
15

2
15

+ 98

3×108

≃ 0, 481Exer
i
e 17Soit k ∈ N
∗ et n ∈ N

∗� on dispose de k urnes, 
ontenant 
ha
une n boules numérotées de 1 à

n ;� on tire une boule au hasard de 
haque urne, et on note Nj le numérode la boule tirée de l'urne j (ave
 1 6 j 6 k) ;� on note Xn la variable aléatoire dont la valeur est le plus grand desnuméros Nj obtenus.1. Déterminer Xn(Ω)

Xn(Ω) = [[1, n]] 
ar le plus grand numéro peut valoir n'importe quelnombre entre 1 et n, (les k − 1 autres étant inférieurs ou égaux).2. Pour i ∈ [[1, n]], déterminer P (Xn 6 i)En notant Nj , pour j ∈ [[1, n]], l'événement � la boule j porte lenuméro NJ � l'événement re
her
hé s'é
rit :

[Xn 6 i] =
k⋂

j=1

[Nj 6 i] don
 par indépendan
e mutuelle des tirages,
P (Xn 6 i) =

k∏

j=1

P (Nj 6 i)or ∀j ∈ [[1, k]], P (Nj 6 i) =
i

n

(
ar étant donné 1 6 i 6 n, il y a
i boules sur les n qui donnent un résultat inférieur ou égal à i, ettous les tirages sont équiprobables)don
 P (Xn 6 i) =

k∏

j=1

i

n
=

(
i

n

)k3. En déduire la loi de XnComme à l'exer
i
e 3., si i ∈ [[2, n]],

P (Xn = i) = P (Xn 6 i)− P (Xn 6 i− 1) =

(
i

n

)k

−

(
i− 1

n

)kdon
 P (Xn = i) =
ik − (i− 1)k

nket 
ette formule est toujours valable pour i = 1, puisque
P (Xn = 1) = P (Xn 6 1) =

(
1

n

)k

8



Exer
i
e plus di�
ileExer
i
e 18Soit p ∈ [0, 1]Une pu
e se dépla
e aléatoirement sur une droite d'origine O. A 
haqueinstant, elle fait un bond d'une unité vers la droite ave
 une probabilité

p ou d'une unité vers la gau
he ave
 une probabilité de q = 1− p.A l'instant initial, la pu
e est à l'origine OSoit n ∈ N
∗. On note Xn la variable aléatoire réelle donnant l'abs
issede la pu
e à l'instant n1. Déterminer X1(Ω), X2(Ω) et X3(Ω)Après le premier saut, la pu
e peut se trouver en −1 ou en 1 don


X1(Ω) = {−1; 1}ensuite après le deuxième saut, la pu
e peut se trouver en −2, en

0 ou en 2 don
 X2(Ω) = {−2; 0; 2}et de fait X3(Ω) = {−3;−1; 1; 3}2. Pour n ∈ N
∗, on dé�nit la variable aléatoire Dn qui 
ompte lenombre de bonds e�e
tués vers la droite à l'instant n, et Gn lavariable aléatoire qui donne le nombre de bonds e�e
tués vers lagau
he à l'instant na. Pour n ∈ N

∗, montrer que Dn et Gn suivent des lois usuelles.
Dn 
ompte le nombre de sauts vers la droite parmi les n sautsréalisés, on peut don
 assimiler 
ela à une loi binomiale, il s'agitde la répétition d'une épreuve de Bernoulli dont le paramètrede su

ès (saut vers la droite) vaut p, et 
ela de manière indé-pendante : don
 Dn →֒ B(n, p)et de même Gn →֒ B(n, 1 − p)b. Exprimer Xn en fon
tion de Dn et GnPar dé�nition Xn est égal au nombre de sauts vers la droitemoins le nombre de sauts vers la gau
he, don
 Xn = Dn −Gn
. Pour n ∈ N

∗, que vaut Dn +Gn ?Un saut s'e�e
tue soit vers la droite, soit vers la gau
he (et pasles deux en même temps), don
 Dn+Gn 
orrespond au nombretotal de sauts : Dn +Gn = n

d. En déduire l'expression de Xn à l'aide de Dn seulement.D'après 2.b., Xn = Dn −Gnor d'après 2.
., Dn +Gn = n ⇒ Gn = n−Dndon
 Xn = Dn − (n−Dn) = 2Dn − ne. Déterminer la loi de XnD'après la question pré
édente, 
omme Dn(Ω) = [[0, n]], on endéduit que Xn(Ω) ⊂ [[−n, n]]de plus pour k ∈ [[0, n]], [Dn = k] ⇔ [Xn = 2k − n]de fait Xn(Ω) = {2n− k, k ∈ [[0, n]]}de plus P (Dn = k) ⇔ P (Xn = 2k − n)don
 pour k ∈ [[0, n]], P (Xn = 2k − n) =

(
n

k

)

pk(1− p)n−kon retrouve au passage les résultats de la première question, si

n est impair, Xn ne prend que des valeurs impaires et si n estpair, Xn ne prend que des valeurs paires.3. Déterminer l'espéran
e de XnPar linéarité de l'espéran
e, E(Xn) = 2E(Dn)− n (n étant �xé)or E(Dn) = np 
ar Dn →֒ B(n, p)don
 E(Xn) = 2×np−n = n(2p−1) on peut 
her
her à interpréter
e résultat : on voit que si p >
1

2

, alors l'espéran
e est positive, 
equi est logique ; on a alors plus de 
han
e d'aller vers la droite, 
equi se retrouve en moyenne au bout de n sauts. Dans les 
as ex-trêmes p = 0 ou p = 1, on trouve aussi logiquement E(Xn) = −nou E(Xn) = n (tous les sauts s'e�e
tuent vers la gau
he ou vers ladroite).4. Déterminer la varian
e de XnDe même, V (Xn) = V (2Dn − n)don
 par propriété V (Xn) = 22V (Dn)or V (Dn) = np(1− p) (loi binomiale) don
 V (Xn) = 4np(1− p)

9



Exer
i
es-type des sujets de devoirExer
i
e 19Soit p ∈]0, 1[On 
onsidère une urne initialement vide, et une piè
e dont la probabilitéd'obtenir pile après un lan
er vaut pOn e�e
tue une suite de lan
ers indépendants de la piè
e. A 
haquelan
er de la piè
e :� si on obtient pile, on ajoute une boule dans l'urne.� si on obtient fa
e, on vide l'urne.Pour n ∈ N
∗, on dé�nit Xn la variable aléatoire qui donne le nombre deboules dans l'urne après le nième lan
er de la piè
e.� On 
onvient que X0 vaut 
onstamment 0� Pour n ∈ N

∗, on dé�nit Yn la variable aléatoire qui vaut 1 si on obtientfa
e au nième lan
er, et qui vaut 0 sinon.� On note T la variable aléatoire qui donne le nombre de lan
ers né
es-saires pour obtenir fa
e pour la première fois.1. a. Re
onnaître la loi de Yi (pour i ∈ N
∗), pré
iser son espéran
eet sa varian
e.

∀i ∈ N
∗, Yi suit une loi de Bernoulli 
ar elle ne prend que lesvaleurs 0 et 1 et plus pré
isément le paramètre de � su

ès �vaut q = 1− p (probabilité de faire fa
e),don
 ∀i ∈ N

∗, Yi →֒ B (1− p)de fait, d'après les résultats du 
ours,

∀i ∈ N
∗, E(Yi) = 1− p et V (Yi) = qp = (1− p)p = p− p2b. Re
onnaître la loi de T , pré
iser son espéran
e et sa varian
eIl s'agit d'une loi géométrique : T donne le rang d'apparitiondu premier � su

ès � (faire fa
e) lors de répétitions indépen-dantes d'une même épreuve de Bernoulli, don
 T →֒ G (1− p)de fait, d'après les résultats du 
ours,

E(T ) =
1

1− p

et V (T ) =
p

(1− p)22. a. Justi�er que pour n ∈ N
∗, Xn(Ω) = [[0, n]]

Xn donne le nombre de boules dans l'urne après n lan
ers dela piè
e. Comme il n'y a au
une boule dans l'urne au début de
l'expérien
e et qu'une boule est ajoutée à 
haque fois que l'onfait pile, il y aura au minimum au
une boule (tous les lan
ersont donné fa
e) et au maximum n boules (tous les lan
ers ontdonné pile). De plus, toutes les valeurs intermédiaires peuventêtre atteintes 
ar ∀i ∈ [[1, n − 1]], si les n − i premiers lan
ersdonnent fa
e puis les i suivants donnent pile, alors Xn = idon
 Xn(Ω) = [[0, n]]b. Donner la loi de X1D'après la question pré
édente, X1(Ω) = [[0; 1]] = {0; 1}de plus P (X1 = 0) = q = 1 − p, 
'est la probabilité que le(premier) lan
er ait donné fa
e ;et P (X1 = 1) = p, 
'est la probabilité que le (premier) lan
erait donné pile.
. Justi�er que P (Xn = 0) = 1− p (pour n ∈ N

∗)Par dé�nition, [Xn = 0] signi�e qu'il n'y a au
une boule dansl'urne après le nième lan
er, 
e qui est la même 
hose que � le

nième lan
er a donné fa
e �autrement dit [Xn = 0] ⇔ [Yn = 1] don
 P (Xn = 0) = 1− pd. Cal
uler P (Xn = n) pour n ∈ N
∗Par dé�nition, [Xn = n] signi�e qu'il y a n boules dans l'urneaprès le nième lan
er, 
'est-à-dire que les n lan
ers ont donnépile.autrement dit [Xn = n] =

n⋂

i=1

[Yi = 0]don
 P (Xn = n) =

n∏

i=1

P (Yi = 0) par indépendan
e des lan
ersdon
 P (Xn = n) =
n∏

i=1

p = pn3. a. Montrer que

∀n ∈ N, ∀k ∈ [[1, n + 1]], P (Xn+1 = k) = pP (Xn = k − 1)D'après la formule de base P (A) = P (A ∩ B) + P (A ∩ B)
P (Xn+1 = k) = P ([Xn+1 = k] ∩ [Xn = k − 1]) + P ([Xn+1 =10



k] ∩ [Xn = k − 1])or [Xn = k − 1] = [Xn 6= k−1] don
 P ([Xn+1 = k] ∩ [Xn = k − 1]
)
ar il est impossible d'avoir k boules après le nième lan
er s'iln'y en avait pas k − 1 au lan
er pré
édent (un lan
er ne faitqu'ajouter une boule ou vider l'urne)don
 P (Xn+1 = k) = P ([Xn+1 = k] ∩ [Xn = k − 1])

= P (Xn = k − 1)P[Xn=k−1](Xn+1 = k)
= P (Xn = k − 1)p 
ar P[Xn=k−1](Xn+1 =

k) = p
ar pour augmenter d'une boule le 
ontenu de l'urne entre leslan
ers n et n+ 1, il faut avoir fait pile au n + 1ième lan
er.b. En déduire que

∀n ∈ N
∗, ∀k ∈ [[0, n− 1]], P (Xn = k) = pk(1− p)On pro
ède par ré
urren
e sur n (l'assertion P (n) 
ontient n−1égalités), pour n ∈ N

∗, on dé�nit P (n) : ∀k ∈ [[0, n−1]], P (Xn =
k) = pk(1− p)Initialisation : P (1) est dé�nie par ∀k ∈ [[0, 0]], P (X1 = k) =
pk(1 − p) ⇔ P (X1 = 0) = p0(1 − p) = 1 − p 
e qui est vrai
omme nous l'avons vue plus haut don
 P (1) est vraieHérédité : soit n ∈ N

∗, on suppose que P (n) est vraiesoit k ∈ [[0, n]]

1er 
as : si k = 0 alors

P (Xn+1 = k) = P (Xn+1 = 0) = 1− p d'après 2.
.par ailleurs p0(1− p) = 1− p don
 l'égalité est véri�ée
2ème 
as : si k > 0 alorsd'après la question pré
édente, P (Xn+1 = k) = pP (Xn = k−1)don
 par hypothèse P (Xn+1 = k) = ppk−1(1− p) = pk(1− p)�nalement ∀k ∈ [[0, n]], P (Xn+1 = k) = pk(1− p)i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie
. Véri�er, uniquement à l'aide des formules donnant P (Xn = k)pour k ∈ [[0, n]], que, pour n ∈ N : n∑

k=0

P (Xn = k) = 1

Attention la formule P (Xn = k) n'est pas la même si k = n et
k < n, don
 on va 
ouper la somme :
n∑

k=0

P (Xn = k) =

n−1∑

k=0

P (Xn = k) + P (Xn = n)don
 d'après la question pré
édente et 2.d. :
n∑

k=0

P (Xn = k) =
n−1∑

k=0

pk(1− p) + pn

= (1− p)
n−1∑

k=0

pk + pn

= (1 − p)
1− pn

1− p
+ pn d'après la formule sur lasomme des termes d'une suite géométriquedon
 n∑

k=0

P (Xn = k) = 1− pn + pn = 14. a. Montrer que pour tout entier n > 2,
n−1∑

k=1

kpk−1 =
(n− 1)pn − npn−1 + 1

(1− p)2On pro
ède par ré
urren
e, pour n ∈ N, n > 2, on dé�nit

Q(n) :

n−1∑

k=1

kpk−1 =
(n− 1)pn − npn−1 + 1

(1− p)2Initialisation :
Q(2) est vraie ⇔

2−1∑

k=1

kpk−1 =
(2− 1)p2 − 2p2−1 + 1

(1− p)2
⇔

1p1−1 =
p2 − 2p+ 1

(1− p)2
⇔ 1 =

(1− p)2

(1− p)2
⇔ 1 = 1 
e qui estvrai, don
 Q(2) est vraie.Hérédité : soit n ∈ N, n > 2, on suppose que Q(n) est vraiealors n+1−1∑

k=1

kpk−1 =
n∑

k=1

kpk−1 =
n−1∑

k=1

kpk−1 + npn−111



or par hypothèse n−1∑

k=1

kpk−1 =
(n− 1)pn − npn−1 + 1

(1− p)2don
 n∑

k=1

kpk−1 =
(n− 1)pn − npn−1 + 1

(1− p)2
+ npn−1

=
(n− 1)pn − npn−1 + 1 + (1− p)2 × npn−1

(1− p)2

=
(n− 1)pn − npn−1 + 1 + npn−1 − 2npn + npn+1

(1− p)2

=
(n− 1− 2n)pn + npn+1 + 1

(1− p)2

=
(−n− 1)pn + npn+1 + 1

(1− p)2

=
npn+1 − (n+ 1)pn + 1

(1− p)2don
 Q(n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, n > 2, Q(n) est vraieb. En déduire que E(Xn) =
p(1− pn)

1− pPar dé�nition de l'espéran
e, E(Xn) =
n∑

k=0

kP (Xn = k)don
 E(Xn) = 0×P (Xn = 0)+

n−1∑

k=1

kP (Xn = k)+nP (Xn = n)

=

n−1∑

k=1

kpk(1− p) + nP (Xn = n)

= (1− p)p

n−1∑

k=1

kpk−1 + nP (Xn = n)don
 d'après la question pré
édente et 2.d.

E(Xn) = (1− p)p
(n− 1)pn − npn−1 + 1

(1− p)2
+ npn

E(Xn) =
p ((n− 1)pn − npn−1 + 1)

1− p
+ npn

=
(n− 1)pn+1 − npn + p+ (1− p)npn

1− p

=
(n− 1)pn+1 − npn + p+ npn − npn+1

1− p

=
(n− 1− n)pn+1 + p

1− p
=

−pn+1 + p

1− p
=

p− pn+1

1− pdon
 E(Xn) =
p(1− pn)

1− p

12



Exer
i
e 20 Notation utilisée lors d'un D.L. : total sur 16 pointsUne urne 
ontient des boules blan
hes et des boules noires. La propor-tion de boules blan
hes est p et la proportion de boules noires est qAinsi, on a : 0 < p < 1, 0 < q < 1, et p+ q = 1Partie IDans 
ette partie, on e�e
tue des tirages su

essifs ave
 remise et ons'arrête dès que l'on a obtenu une boule noire.On note T la variable aléatoire égale au nombre de tirages e�e
tués et

U la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hes obtenues.1. Re
onnaitre la loi de T . Pour tout entier k > 1, donner P (T = k)et rappeler l'espéran
e et la varian
e de T 1 point

T suit une loi géométrique de paramètre q 
ar 
ette variable 
or-respond au rang d'apparition du premier su

ès (l'obtention d'uneboule blan
he) au 
ours de répétitions d'une même épreuvre deBernoulli, de manière indépendante (tirage ave
 remise).don
 ∀k > 1, P (T = k) = pk−1q et E(T ) =
1

q

et V (T ) =
p

q22. En déduire que U admet une espéran
e et une varian
e. Déterminer
E (U) et V (U) 1,5 pointsPar dé�nition des variables U et T, U = T −1 (le nombre de boulesblan
hes est égal au nombre de tirages avant l'apparition de la boulenoire)don
 par linéarité de l'espéran
e : E(U) = E(T ) − 1 =

1

q
− 1 =

1− q

q
=

p

q

(
ar p+ q = 1 ⇒ p = 1− q) etpar propriété (V (aX+ b) = a2V (X)), la varian
e est in
hangée par
e type d'opération, don
 V (U) = V (T ) =
p

q2Partie IIDans 
ette partie, on e�e
tue des tirages su

essifs ave
 remise et ons'arrête dès que l'on a obtenu au moins une boule blan
he et au moins
une boule noire.On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages e�e
tués.On note Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hesobtenues.On note Z la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obte-nues.Ainsi, on peut remarquer que la probabilité de l'événement [Y = 1] ∪

[Z = 1] est égale à 1Pour tout entier naturel non nul i, on note :� Bi l'événement � la ième boule tirée est blan
he � ;� Ni l'événement � la ième boule tirée est noire �.1. a. Montrer, pour tout entier k > 2, P (X = k) = qpk−1+pqk−11,5pointsOn remarque d'abord que [X = k] peut-être réalisé de deuxmanières : soit en obtenant k − 1 boules blan
hes puis unenoire, soit en obtenant k − 1 boules noires puis une blan
epour le justi�er, on peut é
rire P (X = k) = P ([X = k]∩B1)+
P ([X = k] ∩ B1) (propriété de base des probabilités), puisquela première boule tirée détermine toute la suiteor [X = k] ∩ B1 = B1 ∩ · · · ∩ Bk−1 ∩ Bk (on est dans le 
as� que des blan
hes puis une noire �)et [X = k] ∩ B1 = B1 ∩ · · · ∩ Bk−1 ∩ Bk (le 
as inverse)don
 par indépendan
e mutuelle des tirages (qui sont e�e
tuésave
 remise) :
P ([X = k] ∩B1) = P (B1)× · · · × P (Bk−1)× P (Bk) = pk−1qet P ([X = k] ∩B1

)
= P (B1)×· · ·×P (Bk−1)×P (Bk) = qk−1pet �nalement P (X = k) = pk−1q + qk−1pb. Que doit valoir +∞∑

k=2

P (X = k) ? Véri�er. 2 points

X(Ω) = [[2,+∞[[ 
ar il faut au moins deux tirages pour obte-nir deux boules de 
ouleurs di�érentes et théoriquement 
elapeut se produire pour la première fois à n'importe quel tirageà partir du deuxième.13



don
 on s'attend à trouver +∞∑

k=2

P (X = k) = 1, 
e que l'on vavéri�erpour n ∈ N, n > 2, d'après la question pré
édente :

n∑

k=2

P (X = k) =
n∑

k=2

(
pk−1q + qk−1p

)don
 n∑

k=2

P (X = k) =
n∑

k=2

pk−1q +
n∑

k=2

pqk−1 = q
n∑

k=2

pk−1 +

p
n∑

k=2

qk−1 =
q

p

n∑

k=2

pk +
p

q

n∑

k=2

qk or n∑

k=2

pk et n∑

k=2

qk sont lessommes partielles de deux séries géométriques 
onvergentes(
ar 0 < p < 1 et 0 < q < 1) et de plus +∞∑

k=0

pk =
1

1− p
=

1

q(
ar q = 1− p) don
 +∞∑

k=2

pk =
1

q
− 1− p (on retran
he les deuxpremiers termes) et de même +∞∑

k=2

pk =
1

p
− 1− qdon
 +∞∑

k=2

P (X = k) =
q

p

(
1

q
− 1− p

)

+
p

q

(
1

p
− 1− q

)

=

1

p
−

q

p
−q+

1

q
−

p

q
−p =

(1− q)

p
+
(1− p)

q
− (p+ q) =

p

p
+
q

q
−1

= 1 + 1− 1 = 1 (on a utilisé p+ q = 1)
. Montrer que la variable aléatoire X admet une espéran
e etque : E (X) =
1

p
+

1

q
− 1 2 pointsPar dé�nition X admet une espéran
e si ∑

k>2

kP (X = k)
onvergeor pour n ∈ N, n > 2, d'après 1.a. :

n∑

k=2

kP (X = k) =
n∑

k=2

k
(
pk−1q + qk−1p

)don
 n∑

k=2

P (X = k) =
n∑

k=2

kpk−1q +
n∑

k=2

kpqk−1

= q
n∑

k=2

kpk−1 + p
n∑

k=2

kqk−1or n∑

k=2

kpk−1 et n∑

k=2

qk−1 sont les sommes partielles de deuxséries géométriques dérivées 
onvergentes (
ar 0 < p < 1 et

0 < q < 1) et de plus +∞∑

k=1

kpk−1 =
1

(1− p)2
=

1

q2

(
ar q = 1−p)don
 +∞∑

k=2

pk =
1

q2
− 1 (on retran
he le premier terme) et demême +∞∑

k=2

pk =
1

p2
− 1don
 ∑

k>2

kP (X = k) 
onverge et +∞∑

k=2

kP (X = k) =

q

(
1

q2
− 1

)

+ p

(
1

p2
− 1

)

=
1

q
+

1

p
− p− q =

1

p
+

1

q
− 12. a. Pour tout entier k > 2, déterminer P ([X = k] ∩ [Y = 1])(on distinguera les 
as k = 2 et k > 3) 2 pointsComme suggéré, nous allons distinguer deux 
as

1er 
as : k = 2, alors P ([X = k] ∩ [Y = 1]) =
P ([X = 2] ∩ [Y = 1])et on 
her
he don
 la probabilité que les deux 
ouleurs aientété obtenues pour la première fois au deuxième tirage et qu'autotal une seule blan
he ait été tirée.don
 ave
 les notations de l'énon
é P ([X = 2] ∩ [Y = 1]) =
P (B1 ∩ N2) + P (N1 ∩ B2) (une blan
he tirée en premier puisune noire ou l'inverse)don
 P ([X = 2] ∩ [Y = 1]) = pq + qp = 2pq14



2ème 
as : k > 3 alors l'événement [X = k] ∩ [Y = 1] signi�eque les deux 
ouleurs ont été obtenues pour la première fois au

kième tirage et qu'une seule boule blan
he a été tirée
omme Y = 1, 
ela implique que k − 1 boules noires ont ététirées et 
omme k > 3 alors k − 1 > 2, don
 au moins deuxboules noires ont été tirées et don
 la boule blan
he a été for-
ément été tirée en dernier (sinon 
ela 
ontredirait X = k)don
 i
i, [X = k] ∩ [Y = 1] = N1 ∩ . . . Nk−1 ∩ Bk et par indé-pendan
e mutuelle des tirages,

P ([X = k] ∩ [Y = 1]) = P (N1) . . . P (Nk−1)P (Bk) = qk−1pb. En déduire P (Y = 1) = q (1 + p) 2 pointsComme X(Ω) = [[2,+∞[[, la famille d'événement

([X = k])k∈[[2,+∞[[ forme un système 
omplet d'événements etd'après la formule des probabilités totales (version in�nie) :

P (Y = 1) =

+∞∑

k=2

P ([X = k] ∩ [Y = 1]) = P ([X = 2] ∩ [Y = 1])+

+∞∑

k=3

P ([X = k] ∩ [Y = 1]) = 2pq +

+∞∑

k=3

pqk−1 d'après les résul-tats trouvés à la question pré
édenteor +∞∑

k=3

pqk−1 = p

+∞∑

k=3

qk−1 =
p

q

+∞∑

k=3

qk =
p

q

(
1

1− q
− 1− q − q2

)

=

p

q

(
1

p
− 1− q − q2

)

=
1

q
−

p

q
− p− pq =

1− p

q
− p− pq

= 1− p− pq = q − pq(on a utilisé p+ q = 1 ou 1− p = q ou 1− q = p)il s'agit de la même série géométrique qu'au 1.b., mais il faut
ette fois enlever les trois premiers termesdon
 P (Y = 1) = 2pq + q − pq = pq + q = q(p+ 1)
. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y 1 point
Y peut prendre toutes les valeurs possibles à partir de 1, 
arpour que l'expérien
e s'arrête il faut avoir tiré au moins uneboule de 
haque 
ouleur et don
 au moins une blan
he (
e qui

est un 
as réalisable 
omme vu plus haut). Ensuite toutes lesvaleurs entières sont théoriquement possibles, don
 Y (Ω) = N
∗Par ailleurs 
omme vu pré
édémment,

P (Y = 1) = q(p + 1) et pour k > 2, [Y = k] = B1 ∩

· · · ∩ Bk−1 ∩ Bk ∩ Bk+1 =

(
k⋂

i=1

Bi

)

∩ Bk+1 (s'il y au moinsdeux boules blan
hes ont été tirées, 
ela signi�e que le ti-rage a 
ommen
é par des blan
hes jusqu'à l'obtention d'uneboule noire). don
 par indépendan
e mutuelle, P (Y = k) =
(

k∏

i=1

P (Bi)

)

∩ P (Bk+1) = pkq3. Donner la loi de Z 1 pointOn peut remarquer que Y et Z sont des variables aléatoires ana-logues, mais 
omme Z 
ompte le nombre de boules noires, il su�td'inter
hanger p et q dans les formules trouvées pour Ydon
 Z(Ω) = N
∗ et P (Z = 1) = p(q+1) et ∀k > 2, P (Z = k) = pqk4. Montrer que la variable aléatoire X− 1 est égale à la variable aléa-toire Y Z (produit des variables aléatoires Y et Z). 1pointOn peut remarquer dans un premier temps que pour k ∈ N

∗, [X −
1 = k] ⇔ [X = k + 1] ⇔ ([Y = k] ∩ [Z = 1]) ∪ ([Y = 1] ∩ [Z = k])don

1er 
as : Y = 1 et Z = k alors Y Z = k = X − 1

2ème 
as : Y = k et Z = 1 alors Y Z = k = X − 15. En déduire l'espéran
e de la variable aléatoire Y Z 1 point

Y Z = X − 1 don
 E(Y Z) = E(X − 1) = E(X) − 1 par linéaritéde l'espéran
eor E (X) =
1

p
+

1

q
− 1 don
 E (Y Z) =

1

p
+

1

q
− 2
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