
ECG 1 - maths appli. TD 15 - Systèmes linéaires Avril 2025Quelques orrigés (notamment les exeries non abordés en lasse).Résolution des systèmes linéairesExerie 1Résoudre les systèmes suivants :Le système 7. a moins d'équations que d'inonnues, don soit il n'admet auune solution, soit il enadmet une in�nité. Comme il est homogène, il admet au moins (0, 0, 0, 0, 0) et don il admet unein�nité de solutions. Ci-dessous deux résolutions : d'une part ave le pivot de Gauss lassique (entravaillant sur des systèmes) et d'autre part ave la méthode des � inonnues invisibles �7. 


2z − 2t+ 8u = 0
x+ 2y + z + 5u = 0

−2x− 4y − z − 8u = 07.⇔ 









x+ 2y + z + 5u = 0 L1 ↔ L2

z − t+ 4u = 0 L2 ←
1

2
L1

−2x− 4y − z − 8u = 07.⇔ 





x+ 2y + z + 5u = 0
z − t+ 4u = 0

z + 2u = 0 L3 ← L3 + 2L17.⇔ 





x+ 2y + z + 5u = 0
z − t+ 4u = 0

t− 2u = 0 L3 ← L3 − L2

7. ⇔ 



0 0 2 −2 8 0
1 2 1 0 5 0
−2 −4 −1 0 −8 0



7. ⇔ 



1 2 1 0 5 0
0 0 1 −1 4 0
−2 −4 −1 0 −8 0



7. ⇔ 



1 2 1 0 5 0
0 0 1 −1 4 0
0 0 1 0 2 0



7. ⇔ 



1 2 1 0 5 0
0 0 1 −1 4 0
0 0 0 1 −2 0



Pour onlure la résolution, dans les deux as, on peut se ramener au système équivalent :






x = −2y − z − 5u
z = t− 4u
t = 2u

⇔







x = −2y − 3u
z = −2u
t = 2u

S = {(−2y − 3u, y,−2u, 2u, u), y ∈ R, u ∈ R}(il n'y a pas de ontrainte sur y et u, lesautres inonnues sont alors déterminées àpartir de leurs valeurs).Systèmes linéaires à paramètresExerie 4Soit m un paramètre réel, et soit (S) le système d'inonnues x, y, z suivant :
(S) :







(3−m)x+ z = 0
x+ (2−m)y − z = 0
x+ (3−m)z = 0Résoudre (S) suivant les valeurs de m.

(S)⇔





(3−m) 0 1 0
1 2−m −1 0
1 0 3−m 0



⇔





1 0 3−m 0
1 2−m −1 0

(3−m) 0 1 0



 L1 ↔ L3

(S)⇔





1 0 3−m 0
0 2−m −4 +m 0
0 0 1− (3−m)2 0



 L3 ↔ L2 − L1 et L3 ↔ L3 − (3−m)L1Par propriété le système est de Cramer si et seulement si les oe�ients diagonaux du systèmetriangulaires sont tous non nuls, i.e. ssi 2−m 6= 0 et 1−(3−m)2 6= 0⇔ m 6= 2 et (3−m)2 6= 1⇔ m 6= 2et 3−m = 1 et 3−m 6= −1⇔ m 6= 2 et m 6= 2 et m 6= 41



1er as : si m 6= 2 et m 6= 4alors le système est de Cramer (don il admet une unique solution), or il est homogène (don (0, 0, 0)est solution)don (0, 0, 0) est l'unique solution2ème as : si m = 2alors (S)⇔ 





x+ z = 0
−2z = 0
0 = 0

⇔

{

x = 0
z = 0

alors S = {(0, y, 0), y ∈ R} (pas de ondition sur y)3ème as : si m = 4alors (S)⇔ 





x− z = 0
−2y = 0
0 = 0

⇔

{

x = z

y = 0
alors S = {(z, 0, z), z ∈ R}

Inversion de matrieExerie 6Inverser les matries suivantes :2. B =









1 −a 0 0
0 1 −a 0
0 0 1 −a
0 0 0 1









avec a ∈ ROn va inverser le système BX = Y :














x− ay = x′

y − az = y′

z − at = z′

t = t′

⇔















x = x′ + ay

y = y′ + az

z = z′ + at

t = t′

⇔















x = x′ + a[y′ + a(z′ + at′)]
y = y′ + a(z′ + at′)

z = z′ + at′

t = t′

⇔















x = x′ + ay′ + a2z′ + a3t′

y = y′ + az′ + a2t′

z = z′ + at′

t = t′

⇔don B est inversible et
B−1 =









1 a a2 a3

0 1 a a2

0 0 1 a

0 0 0 1







on peut aussi faire l'inversion ave les � inon-nues invisibles �

4. P =





1 1 −1
2 0 1
2 1 −1



On utilise la méthode des � inonnues invi-sibles �




1 1 −1 1 0 0
2 0 1 0 1 0
2 1 −1 0 0 1



⇔





1 1 −1 1 0 0
0 −2 3 −2 1 0
0 −1 1 −2 0 1



 L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 2L1

⇔





1 1 −1 1 0 0
0 −1 1 −2 0 1
0 −2 3 −2 1 0



L2 ↔ L3 ⇔





1 1 −1 1 0 0
0 −1 1 −2 0 1
0 0 1 2 1 −2





L3 ↔ L3 − 2L2

⇔





1 1 0 3 1 −2
0 −1 0 −4 −1 3
0 0 1 2 1 −2





L1 ↔ L1 + L3

L2 ↔ L2 − L3

⇔





1 0 0 −1 0 1
0 1 0 4 1 −3
0 0 1 2 1 −2





L1 ↔ L1 + L2

L2 ↔ −L2don P−1 =





−1 0 1
4 1 −3
2 1 −2





2



Exemples d'appliationsExerie 8On onsidère la suite u dé�nie par : 






u0 = 2
u1 = 1
u2 = −1
∀n ∈ N, u

n+3 = 2u
n+2 + u

n+1 − 2u
nOn dé�nit les matries A et P suivantes : A =





2 1 −2
1 0 0
0 1 0



 et P =





1 1 4
1 −1 2
1 1 1



1. Montrer que P est inversible et aluler P−1On utilise la méthode des � inonnues invisibles �




1 1 4 1 0 0
1 −1 2 0 1 0
1 1 1 0 0 1



⇔





1 1 4 1 0 0
0 −2 −2 −1 1 0
0 0 −3 −1 0 1



 L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1Nota bene : on sait déjà à e stade que P est inversible ar elle a été réduite en une matrietriangulaire supérieure dont les oe�ients diagonaux sont tous non nuls.
⇔











1 1 4 1 0 0

0 1 1
1

2
−
1

2
0

0 0 1
1

3
0 −

1

3











L2 ← −
1

2
L2

L3 ← −
1

3
L3

⇔











1 1 4 1 0 0

0 1 0
1

2
−

1

3
−
1

2

1

3

0 0 1
1

3
0 −

1

3











L2 ← L2 − L3

⇔











1 1 4 1 0 0

0 1 0
1

6
−
1

2

1

3

0 0 1
1

3
0 −

1

3











⇔













1 1 0 −
1

3
0

4

3

0 1 0
1

6
−
1

2

1

3

0 0 1
1

3
0 −

1

3













L1 ← L1 − 4L3

⇔













1 0 0 −
1

3
−

1

6

1

2

4

3
−

1

3

0 1 0
1

6
−
1

2

1

3

0 0 1
1

3
0 −

1

3













L1 ← L1 − L2

⇔













1 0 0 −
1

2

1

2
1

0 1 0
1

6
−
1

2

1

3

0 0 1
1

3
0 −

1

3













don P−1 est inversible (on le savait déjà) et P−1 =















−
1

2

1

2
1

1

6
−
1

2

1

3
1

3
0 −

1

3













2. On pose D = P−1APa. Caluler DOn s'attend à trouver une matrie diagonale, dans un premier temps on alule AP :
AP =





2 1 −2
1 0 0
0 1 0









1 1 4
1 −1 2
1 1 1



 =





1 −1 8
1 1 4
1 −1 2





don P−1AP =













−
1

2

1

2
1

1

6
−
1

2

1

3
1

3
0 −

1

3

















1 −1 8
1 1 4
1 −1 2



 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 2



 = Db. Donner Dn pour tout n ∈ N 3



Par propriété sur les matries diagonales,
Dn =





1n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 2n



 =





1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 2n



3. Montrer que pour n ∈ N, Dn = P−1AnP , en déduire, pour n ∈ N, les oe�ients de AnPour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : Dn = P−1AnPInitialisation : P (0) est vraie ⇔ D0 = P−1A0P ⇔ I3 = P−1I3P = P−1P = I3don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraiedon par hypothèse Dn = P−1AnPdon An+1 = An ×A = P−1AnPP−1AP = P−1AnI3AP = P−1AnAP = P−1An+1Pdon P (n+ 1) est vraie et don par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.Et en inversant la formule PDnP−1 = PP−1AnPP−1 = I3AI3 = A on en déduit An = PDnP−1alors grâe à la question préédente, on peut expliiter An :
An =





1 1 4
1 −1 2
1 1 1









1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 2n

















−
1

2

1

2
1

1

6
−
1

2

1

3
1

3
0 −

1

3













=





1 (−1)n 4× 2n

1 −(−1)n 2× 2n

1 (−1)n 2n

















−
1

2

1

2
1

1

6
−
1

2

1

3
1

3
0 −

1

3













=





1 (−1)n 2n+2

1 (−1)n+1 2n+1

1 (−1)n 2n

















−
1

2

1

2
1

1

6
−
1

2

1

3
1

3
0 −

1

3













=















−
1

2
+

(−1)n

6
+

2n+2

3

1

2
−

(−1)n

2
1 +

(−1)n − 2n+2

3

−
1

2
+

(−1)n+1

6
+

2n+1

3

1

2
+

(−1)n

2
1 +

(−1)n+1 − 2n

3

−
1

2
+

(−1)n

6
+

2n

3

1

2
−

(−1)n

2
1 +

(−1)n − 2n

3













4. Pour n ∈ N, on pose X
n
=





u
n+2

u
n+1

u
n



a. Véri�er que pour tout n ∈ N, X
n+1 = AX

n

AX
n
=





2 1 −2
1 0 0
0 1 0









u
n+2

u
n+1

u
n



 =





2u
n+2 + u

n+1 − 2u
n

u
n+2

u
n+1



or par dé�nition de la suite (u
n
)
n∈N, un+3 = 2u

n+2 + u
n+1 − 2u

ndon AX
n
=





u
n+3

u
n+2

u
n+1



 i.e. AX
n
= X

n+1b. En déduire, pour n ∈ N, une expression de X
n
en fontion de An et X0Pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion Q(n) : X

n
= AnX0Initiation : Q(0) est vraie ⇔ X0 = A0X0 ⇔ X0 = I3X0 don Q(0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons que Q(n) est vraied'après la question préédente X

n+1 = AX
nor, par hypothèse de réurrene, X

n
= AnX0don X

n+1 = AAnX0 = An+1X0 'est-à-dire que Q(n + 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie.. Déterminer, pour n ∈ N, l'expression de u
n
en fontion de nD'après la question préédente, X

n
= AnX0or par dé�nition, X0 =





u2

u1

u0



 =





−1
1
2



4



don X
n
=





u
n+2

u
n+1

u
n



 =















−
1

2
+

(−1)n

6
+

2n+2

3

1

2
−

(−1)n

2
1 +

(−1)n − 2n+2

3

−
1

2
+

(−1)n+1

6
+

2n+1

3

1

2
+

(−1)n

2
1 +

(−1)n+1 − 2n

3

−
1

2
+

(−1)n

6
+

2n

3

1

2
−

(−1)n

2
1 +

(−1)n − 2n

3



















−1
1
2



la dernière ligne de An su�t pour déterminer u
n
, on trouve

u
n
= −

(

−
1

2
+

(−1)n

6
+

2n

3

)

+
1

2
−

(−1)n

2
+ 2

(

1 +
(−1)n − 2n

3

)

=
1

2
+

1

2
+ 2 + (−1)n

(

−
1

6
−

1

2
+

2

3

)

+ 2n
(

−
1

3
−

2

3

)

= 3 + (−1)n
(

−
1

6
−

3

6
+

4

6

)

+ 2n × (−1)

= 3− 2n
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