ECG 1 - mathématiques appliquées

Plan de travail

TD 16 - Dérivation

Notion Exercices a minima | Mais aussi
Dérivabilité 1,2,5, 6,7 3, 4
Représentation 2,5,11 9
Etude/convexité 8, 11 9, 10
Fonction /suite/IAF 12, 13, exercice du D.L. | 14, 15

Etude de dérivabilité

Exercice 1
Soit f définie sur R par :

1. Justifier que f est continue en 0
2. f est-elle dérivable en 07
3. f est-elle de classe €* sur R?

Exercice 2
On définit 'application f de R, vers R par :

1 si z=0

fz) = { exp (z ln(:z)) sio x>0

Justifier que f est continue sur R,
f est-elle dérivable en 07

Déterminer la tangente & 47 au point d’abscisse 0

W=

Dresser le tableau de variations de f
Tracer €; et la tangente au point d’abscisse 0
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Exercice 3
Soit f : [0, +o0o[— R lapplication définie par :

Vz € [0,+o0[, f(z)=+zIn(l+ /)

Montrer que f est de classe €' sur 0, +00]

Exercice 4

soit f detnie sur 2 par 7o) = { 20 % 02

1. Montrer que f est continue sur R
2. f est-elle dérivable sur R?

Calcul de dérivée

Exercice 5

_ 2 ]
Soit f définie sur R, par: f(z) = { 1—a"In(z) si z>0

1 si =0

Justifier que f est continue sur R,

Justifier que f est dérivable sur R, et calculer f'(z) pour z > 0
Montrer que f est dérivable en 0, et calculer f'(0)

Montrer que f est de classe €' sur R,

Dresser le tableau de variation de f

S ok Wi

Tracer l'allure de €7 au voisinage du point d’abscisse 0



Exercice 6

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes, détermi-
ner un domaine A sur lesquelles elles sont dérivables en utilisant les
théorémes généraux, et calculer leur dérivée.

1. fi(z) =V1—4a? 5. g(z) = T/
- fola) = e
1 6. h(z) = (22 + 1)"

2
3. fg(l’) = F
4

. f(x) = 2P

Dérivées successives

Exercice 7
g(x) = —In(1 - 2)
1. Déterminer le domaine de définition Z de g

Soit ¢ la fonction définie sur & par : Vr € 9,

2. Justifier que g est de classe € sur ¥

3. Par récurrence, établir une formule pour g(")(x), avec x € I et
n € N*

Etude de fonctions

Exercice 8
Soit f la fonction définie sur Ry par : f(x) = 2e”*y/x
1. Vérifier que f est continue sur R

1 2
. Vérifier que f (5) =4/-

N

e
3. f est-elle dérivable sur R, 7

4. Déterminer lim f(z)
T—+00

5. Dresser le tableau de variations complet de f

6. Etudier la convexité de f, et montrer que ¢ admet un point

d’inflexion.
1
7. Soit g définie sur I = |0, 5| par: Ve e l, g¢g(x)= f(zr) Montrer

que g définit une bijection entre I et un intervalle J & déterminer.
8. Justifier que ¢! est dérivable sur J

Exercice 9
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par :

Montrer que f est continue sur [0, 1]

f est-elle dérivable en 07

Déterminer la tangente & 47 au point d’abscisse 0
Etudier les variations de f

A

Etudier la convexité de f, et les points d’inflexion de %, et don-
ner les tangentes a 6y aux éventuels points d’inflexion.

6. Représenter €

Exercice 10
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = ze®
1. Etudier les variations de f et ses limites.
2. Déterminer la tangente a € au point d’abscisse 0
3. Montrer que f induit une bijection entre [—1, +-00[ et [—e™*, +00]
On notera h cette bijection.
4. On note W = h™'. Montrer que W est dérivable sur | —e ™", +00]
et que pour z > —e et 2 #0, on a :

oy W)
Wiz) = 2(1+ W (z))



Exercice 13

Soit f la fonction définie sur son domaine de définition Z; par
Exercice 11

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = : 1
e +x
fx) = e + 1 On définit une suite © = (uy,)nen par :
1. Montrer que f est de classe € sur R, et déterminer f’ ug =1
2. Dresser le tableau de variations complet de f VneN, = f(un)
3. Etudier la convexité de f, et montrer que ¢y admet un point 1
d’inflexion. On pose [ = b, 1]

4. Tracer % ainsi que la tangente au point d’inflexion.
f 4 & p Déterminer 7y

Etudier les variations de f sur [0, +00]
Montrer que f(I) C I
En déduire que pour tout n € N, u,, € [

Exercice 12

1
Soit f la fonction définie sur R* par : f(z) = ——
x

Pour n € N*, on pose

Al ol

Déterminer les points fires de f, c’est-a-dire les solutions de
I’équation f(x) = z. On note a I'unique point fixe de f tel que

“\ 1
Sn = Z ﬁ a€el
k=l 6. Montrer que :

1. Montrer que la suite (S,),>1 est croissante. ) 4
2. Soit k£ un entier tel que k > 2 veel, [f(z)] < 9
a. Montrer que pour tout x € [k — 1, k], 7. Montrer que :
1, 1 A
2 ST@) < (k — 1) V€N, |uni —af < glun —alf
b. En déduire un encadrement de f(k) — f(k —1) AN\ ™
3. En déduire que pour n entier tel que n > 2 : 8. Montrer par récurrence que : Vn € N, |u, —a| < (g) [up — af

9. Etudier la convergence de la suite u

> g < fln) — £()

4. En déduire que la suite (S,),>1 converge.



Exercice 14
Soit f la fonction définie sur son domaine de définition Z; par

o) = % (x—i— g)

On définit une suite u = (uy,)nen par :

Ug = 2
Vn € N> Up+1 = f(un)

On pose [ = [\/g, —i—oo[
1. Déterminer %y
Etudier les variations de f sur ]0, +o0]

Montrer que f(I) C I
En déduire que pour tout n € N, u,, € I

AN o

Déterminer les points fixes de f et étudier le signe de f(z) — x
pour x € R*

6. a. Etudier la monotonie de u
b. En déduire que u converge vers un réel ¢
c. Montrer que ¢ = /3

7. Montrer que :

1
Vn € N, un+1—\/§)<§

un_ﬁ)

8. En déduire que la suite u converge vers v/3

9. Déterminer un entier N tel que ‘uN — \/g‘ <1077

. Montrer que : Va € [0,1],]f'(z)] <

Exercice 15

Soit f I'application

R—R
I s —
er +1

On définit une suite (u,)nen par :

up € R
Vn € N, Up+1 = f(un)

. Dresser le tableau de variations complet de f (on fera apparaitre

les limites).

2. Montrer que pour tout n € N*, u,, € [0,1]

3. Montrer que f admet un unique point fixe «, et que a €]0,1]

(indication : étudier la fonction g définie par g(x) = f(z) — x).
e
4

. Montrer que :

e
Vn € N*> |un+1 - O{| < Z|un -«

. Montrer par récurrence que :

n—1
Vn e N*  Ju, —a| < <Z>

7. Conclure quand a la convergence de (uy,)nen
8. Déterminer un entier N tel que |uy — a| < 1073

9. Ecrire un script Python qui permet d’obtenir un tel entier N



