
ECG 1 - mathématiques appliquées Devoir en temps libre n°10 Pour le 28 avril 2025Corrigé total sur 9 pointsExerie 1 4 points1. Résoudre le système suivant : 1,5 points


















2x+ 3y + z = 4

−x+ y + 2z = 3

7x+ 3y − 5z = 2

⇔



















−x+ y + 2z = 3 L1 ↔ L2

2x+ 3y + z = 4 L1 ↔ L2

7x+ 3y − 5z = 2

⇔



















−x+ y + 2z = 3

5y + 5z = 10 ← L2 + 2L1

10y + 9z = 23 ← L3 + 7L1

⇔



















−x+ y + 2z = 3

y + z = 2 ←
1

5
L2

10y + 9z = 23

⇔



















−x + y + 2z = 3

y + z = 2

−z = 3 ← L3 − 10L2

⇔



















x = y + 2z − 3

y = 2− z = 5

z = −3

⇔



















x = 5− 6− 3 = −4

y = 5

z = −3

Nota bene : on peut utiliser indi�é-remment la méthode des inonnuesinvisibles ii.don le système admet pour unique solution : (−4, 5,−3)2. Inverser la matrie P =











1 1 4

1 −1 2

1 1 1











2,5 pointsOn peut ette fois utiliser la méthode des � inonnues invisibles � :










1 1 4 1 0 0

1 −1 2 0 1 0

1 1 1 0 0 1











⇔











1 1 4 1 0 0

0 −2 −2 −1 1 0

0 0 −3 −1 0 1











← L2 − L1

← L3 − L1A e stade, on peut déjà dire que P est inversible ar elle a été réduite en une matrie triangulairesupérieure dont les oe�ients diagonaux sont non nuls.
⇔











1 1 4 1 0 0

0 −2 −2 −1 1 0

0 0 1
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← −
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⇔
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← L1 − 4L3

← L2 + 2L3

⇔
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← −
1

2
L2
⇔
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← L1 − L2

on trouve don P−1 =
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(e que l'on peut véri�er en alulant PP−1)



Exerie 2 5 pointsOn e�etue une suession de tirages ave remise d'une boule dans une urne. L'urne ontient deuxboules numérotées 1 et 2Soit X2 la variable aléatoire égale au numéro du tirage où pour la première fois, les deux boules ontété obtenues au moins une fois.1. Déterminer la loi de X2 2 pointsL'événement ne peut se réaliser au premier tirage mais pour n'importe quel tirage à partir dudeuxième, don X2(Ω) = [[2; +∞[[de plus en notant pour k ∈ N
∗, Ak : � la boule 1 a été piohée au kème tirage � et Bk : � la boule

2 a été piohée au kème tirage �,alors pour n ∈ N, n > 2, [X = n] =

((

n−1
⋂

k=1

Ak

)

∩Bn

)

∪

((

n−1
⋂

k=1

Bk

)

∩ An

)il y a deux façons de réaliser l'événement [X = n], soit de tirer la boule 1 au n − 1 premierstirages puis la boule 2 au nème, soit l'inverse.Comme les événements sont inompatibles P (X = n) = P

((

n−1
⋂

k=1

Ak

)

∩ Bn

)

+P

((

n−1
⋂

k=1

Bk

)

∩An

)don par indépendane mutuelle des tirages, P (X = n) =

(

n−1
∏

k=1

P (Ak)

)

P (Bn)+

(

n−1
∏

k=1

P (Bk)

)

P (An)or ∀k ∈ N
∗, P (Ak) = P (Bk) =

1

2don P (X = n) =

(

1

2

)n−1

×
1

2
+

(

1

2

)n−1

×
1

2
=

(

1

2

)n

+

(

1

2

)n

= 2×

(

1

2

)n

=

(

1

2

)n−12. Montrer que X2 admet une espérane et une variane et les déterminer. 3 pointsPar dé�nition, X2 admet une espérane si la série ∑
n>2

nP (X = n) onverge (absolument)or pour n ∈ N,

n
∑

k=2

kP (X = k) =
n
∑

k=2

k

(

1

2

)k−1

=
n
∑

k=1

k

(

1

2

)k−1

− 1 (relation de Chasles)or n
∑

k=1

k

(

1

2

)k−1 est une somme partielle d'une série géométrique dérivée onvergente ar ∣∣∣
∣

1

2

∣

∣

∣

∣

< 1don X2 admet une espérane, de plus +∞
∑

k=1

k

(

1

2

)k−1

=
1

(

1− 1

2

)2
= 4don E(X2) =

+∞
∑

k=1

k

(

1

2

)k−1

− 1 = 3De même, par dé�nition et propriété, X2 admet une variane si la série∑
n>2

n2P (X = n) onvergeor pour n ∈ N,

n
∑

k=2

k2P (X = k) =

n
∑

k=2

k2

(

1

2

)k−1

=

n
∑
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[k(k − 1) + k]

(

1

2

)k−1

=

n
∑
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k(k−1)

(

1
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n
∑
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k

(
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=
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∑
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k(k−1)

(

1

2

)k−2

+

n
∑

k=2

k

(

1

2

)k−1or la première somme est une somme partielle d'une série géométrique dérivée seonde onver-gente ar ∣∣∣
∣

1
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< 1 et de plus +∞
∑

k=2

k(k − 1)

(

1

2

)k−2

=
2

(

1− 1

2

)3
= 16et la seonde somme a été vue plus haut, don X2 admet une variane,de plus E(X2

2 ) =
+∞
∑

k=2

k2
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1
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=
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+∞
∑
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k(k − 1)
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1
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+
+∞
∑
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k

(

1

2

)k−1

=
1

2
× 16 + 3 = 11don d'après la formule de K÷nig-Huygens, V (X2) = E(X2

2 )− E(X2)
2 = 11− 32 = 22


