
ECG 1 - maths appli. - Lyée La Pérouse - Kerihen Mathématiques DS n°6 - 3 mai 2025Visez la qualité : 0 + 0 + 0 + 0 < 0, 5 Sans alulatrieBon devoir !
Exerie 1 - quelques systèmes pour s'éhau�er1. Sans herher à le résoudre, préiser de quelle nature est l'ensemble des solutions du système

(S1) :







9x+ y − z = 0

−5x− 2y + 11z = 02. Résoudre le système
(S2) :



















x− y + z = 1

2x+ y − z = 2

x− 2y + 3z = 03. La matrie M =











0 1 0

−1 2 0

1 0 −1











est-elle inversible ? Si oui, déterminer sa matrie inverse.
Exerie 2On onsidère deux variables aléatoires X et Y , indépendantes et suivant la même loi donnée par :

P (X = 0) =
1

4
, P (X = 1) =

1

4
et P (X = 2) =

1

2On a don également :
P (Y = 0) =

1

4
, P (Y = 1) =

1

4
et P (Y = 2) =

1

2On pose S = X + Y et T = XY et on admet que S et T sont des variables aléatoires.1. a. Déterminer l'ensemble des valeurs prises par S, puis déterminer la loi de Sb. En déduire que l'espérane de S est égale à 5

2. Retrouver e résultat en utilisant la relation qui dé�nit S2. a. Déterminer l'ensemble des valeurs prises par Tb. Véri�er que P (T = 0) =
7

16
, puis déterminer la loi de T. En déduire que l'espérane de T est égale à 25

16

1



Exerie 3On onsidère la fontion f dé�nie sur ]0; +∞[ par :
∀x ∈]0; +∞[, f(x) =

e
x

2

√
xOn rappelle que 2 < e < 31. Montrer que la fontion raine arrée n'est pas dérivable en 02. a. Montrer que f est dérivable sur ]0; +∞[ et que, pour tout réel x de ]0; +∞[ :

f ′(x) =
(x− 1)

2x
f(x)b. Dresser le tableau de variations de f et déterminer les limites suivantes : lim

x→0
f(x) et lim

x→+∞

f(x). Traer l'allure de la ourbe représentative de fd. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, l'équation f(x) = n, d'inonnue x dans ]0; +∞[, possèdeexatement deux solutions un et vn, ave :
0 < un < 1 < vn3. a. Montrer que la suite (vn)n>2 est roissante.b. Montrer par l'absurde que la suite (vn)n>2 tend vers +∞ quand n tend vers +∞4. a. Montrer que la suite (un)n>2 est déroissante.b. En déduire que la suite (un)n>2 onverge.5. Dans les questions qui suivent, on note ℓ la limite de la suite (un)n>2a. Montrer par l'absurde que ℓ = 0b. En déduire que lim

n→+∞

n2un = 16. a. Montrer que ∀n > 2, un 6
e

n2b. Montrer que ∑

n>2

e

n2
onverge (on rappelle que ∑

n>1

1

n2
onverge).. En déduire la nature de la série ∑

n>2

un7. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et ε un réel stritement positif.On herhe à déterminer une valeur approhée de un ave une marge d'erreur inférieure ou égale à εOn rappelle pour ela le prinipe de l'algorithme de dihotomie� On initialise deux variables a et b en leur a�etant respetivement les valeurs 0 et 1� Tant que b− a > ε, on répète les opérations suivantes.On onsidère le milieu c du segment [a, b]. Par monotonie de f sur ]0, 1], en distinguant les as f(c) 6 n et f(c) > n,on peut déterminer si un appartient à l'intervalle [a, c] ou à l'intervalle [c, b]Selon le as, on met alors à jour la valeur de a ou de b pour se restreindre au sous-intervalle approprié.� On renvoie �nalement la valeur a+ b

2
, qui onstitue une valeur approhée de un à ε près.a. Reopier et ompléter la fontion en langage Python i-ontre, prenant en entrée un entier n supérieur ou égal à

2 et un réel stritement positif eps, et renvoyant une va-leur approhée de un à eps près en appliquant l'algorithmedérit i-dessus. import numpy as np

def approx_u (n, eps ):

a = 0

b = 1

while __________ :

c = (a+b)/2

if np.exp (c/2) /np. sqrt(c) < n:

__________

else:

__________

return (a+b)/2b. Erire une fontion en langage Python, nommée sp, prenant en entrée un entier N supérieur ou égal à 2 et un réelstritement positif eps et renvoyant une valeur approhée de la somme N
∑

n=2

un à eps près.On pourra faire appel à la fontion approx_u dé�nie à la question préédente.2



Problème 1Les parties peuvent être traitées de manière indépendante en admettant des résultats de la partie 1 pour faire la partie 2.Partie 1 : étude d'une variable aléatoireLes sommets d'un arré sont numérotés 1, 2, 3 et 4 de telle façon que les �tés du arré relient le sommet 1 au sommet 2, lesommet 2 au sommet 3, le sommet 3 au sommet 4 et le sommet 4 au sommet 1Un mobile se déplae aléatoirement sur les sommets de e arré selon le protoole suivant :� au départ, 'est à dire à l'instant 0, le mobile est sur le sommet 1 ;� lorsque le mobile est à un instant donné sur un sommet, il se déplae à l'instant suivant sur l'un quelonque des troisautres sommets, et ei de façon équiprobable.Pour tout n ∈ N, on note Xn la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se situe le mobile à l'instant n.D'après le premier des deux points préédents, on a don X0 = 11. Reonnaitre la loi de X1, ainsi que l'espérane de la variable X1Ave Python, érire un programme qui permet de simuler 1 000 réalisations de X1 et qui représente les fréquenesd'apparition de haune des valeurs obtenues à l'aide d'un diagramme en bâtons.On admet pour la suite que la loi de X2 est donnée par :
P (X2 = 1) =

1

3
P (X2 = 2) = P (X2 = 3) = P (X2 = 4) =

2

92. Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, donner, en justi�ant, l'ensemble des valeurs prises par Xn3. a. Utiliser la formule des probabilités totales pour établir que :
∀n > 2, P (Xn+1 = 1) =

1

3
(P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))b. Véri�er que ette relation reste valable pour n = 0 et n = 1. Justi�er que :

∀n ∈ N, P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4) = 1En déduire l'égalité : ∀n ∈ N, P (Xn+1 = 1) = −1

3
P (Xn = 1) +

1

3d. Etablir alors que : ∀n ∈ N, P (Xn = 1) =
1

4
+

3

4

(

−1

3

)n4. a. En proédant de la même façon qu'à la question préédente, montrer que l'on a :
∀n ∈ N, P (Xn+1 = 2) =

1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))b. En déduire une relation entre P (Xn+1 = 2) et P (Xn = 2). Montrer en�n que : ∀n ∈ N, P (Xn = 2) =

1

4
− 1

4

(

−1

3

)nOn admet que l'on a également : ∀n ∈ N, P (Xn = 3) = P (Xn = 4) =
1

4
− 1

4

(

−1

3

)n5. Déterminer, pour tout entier naturel n, l'espérane E(Xn) de la variable aléatoire Xn6. Caluler les limites de P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3), P (Xn = 4) et E(Xn), quand n tend vers +∞, et interpréterles résultats.Partie 2 : alul des puissanes d'une matrie APour tout n de N, on pose : Un =

















P (Xn = 1)

P (Xn = 2)

P (Xn = 3)

P (Xn = 4)

















et A =
1

3

















0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0















1. a. Montrer (grâe à ertains résultats de la partie 1) que : ∀n ∈ N, Un+1 = AUnPuis montrer que : ∀n ∈ N, Un = AnU0b. En déduire la première olonne de An2. Expliquer omment hoisir la position du mobile au départ pour trouver les trois autres olonnes de la matrie An,puis érire es trois olonnes. 3



Partie 3 : une deuxième méthode de alul des puissanes de AOn onsidère les matries I et J suivantes : I =

















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

















et J =

















1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1















1. Déterminer les réels a et b tels que A = aI + bJ2. a. Caluler J2 puis établir que : ∀k ∈ N
∗, Jk = 4k−1Jb. En admettant que la formule du bin�me de Newton (M+N)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Mn−kNk est valable lorsque les matries
M et N ommutent, en déduire, pour tout entier n non nul, l'expression de An omme ombinaison linéaire de Iet J. Véri�er que l'expression trouvée reste valable pour n = 0Partie 4 : une troisième méthode de alul des puissanes de ASoit P la matrie dé�nie par : P =

















1 0 0 1

−1 1 0 1

0 −1 1 1

0 0 −1 1















1. Montrer que P est inversible et déterminer P−12. Déterminer la matrie D telle que D = P−1AP3. Montrer que A = PDP−14. Montrer que pour tout nombre entier naturel n, on a : An = PDnP−15. Retrouver pour tout nombre entier naturel n l'expression de An

4


