
ECG 1 - maths appli. - Lyée La Pérouse - Kerihen Mathématiques DS n°6 - 3 mai 2025Corrigé Total sur 67 pointsExerie 1 - quelques systèmes pour s'éhau�er 4 points1. Sans herher à le résoudre, préiser de quelle nature est l'ensemble des solutions du système 0,5 point
(S1) :







9x+ y − z = 0

−5x− 2y + 11z = 0

Il s'agit d'un système non arré, don il admet soit une in�nité de solutions, soitauune solution.Par ailleurs, 'est un système homogène, don (0, 0, 0) est solution du système quiadmet don au moins une solution.De fait e système admet une in�nité de solutions.2. Résoudre le système (S2) :



















x− y + z = 1

2x+ y − z = 2

x− 2y + 3z = 0

1,5 pointsOn utilise la méthode des � inonnues invisibles �
(S2)⇔











1 −1 1 1

2 1 −1 2

1 −2 3 0











⇔











1 −1 1 1

0 3 −3 0

0 −1 2 −1











L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − L1

⇔











1 −1 1 1

0 1 −1 0

0 −1 2 −1











L2 ←
1

3
L2

(S2)⇔











1 −1 1 1

0 1 −1 0

0 0 1 −1











L3 ↔ L3 + L2

⇔



















x− y + z = 1

y − z = 0

z = −1

⇔



















x = 1 + y − z

y = z

z = −1

⇔



















x = 1

y = −1
z = −1don (S2) admet (1;−1;−1) pour unique solution.3. La matrie M =











0 1 0

−1 2 0

1 0 −1











est-elle inversible ? Si oui, déterminer sa matrie inverse. 2 pointsOn utilise la méthode des � inonnues invisibles �










0 1 0 1 0 0

−1 2 0 0 1 0

1 0 −1 0 0 1











⇔











1 0 −1 0 0 1

−1 2 0 0 1 0

0 1 0 1 0 0











L1 ↔ L3

L1 ↔ L3

⇔











1 0 −1 0 0 1

0 2 −1 0 1 1

0 1 0 1 0 0











L1 ← L1 + L2

⇔











1 0 −1 0 0 1

0 1 0 1 0 0

0 2 −1 0 1 1











L2 ↔ L3

L2 ↔ L3

⇔











1 0 −1 0 0 1

0 1 0 1 0 0

0 0 −1 −2 1 1











L3 ← L3 − 2L2A e stade, nous avons déjà démontré que la matrie M est inversible ar elle a été réduite en une matrie triangulairesupérieure dont les oe�ients diagonaux sont tous non nuls.
⇔











1 0 −1 0 0 1

0 1 0 1 0 0

0 0 1 2 −1 −1











L3 ← −L3

⇔











1 0 −1 2 −1 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 2 −1 −1











L1 ← L1 + L3

don M−1 =











2 −1 0

1 0 0

2 −1 −1









Option 2 : en fait l'inversion du système est plus simple ii ar on peut raisonner uniquement par substitution :


















y = x′

−x+ 2y = y′

x− z = z′

⇔



















y = x′

x = 2y − y′

z = x− z′

⇔



















y = x′

x = 2x′ − y′

z = 2x′ − y′ − z′

⇔



















x = 2x′ − y′

y = x′

z = 2x′ − y′ − z′1



Exerie 2 8 pointsOn onsidère deux variables aléatoires X et Y , indépendantes et suivant la même loi donnée par :
P (X = 0) =

1

4
, P (X = 1) =

1

4
et P (X = 2) =

1

2On a don également : P (Y = 0) =
1

4
, P (Y = 1) =

1

4
et P (Y = 2) =

1

2On pose S = X + Y et T = XY et on admet que S et T sont des variables aléatoires.1. a. Déterminer l'ensemble des valeurs prises par S, puis déterminer la loi de S 2,5 points
S(Ω) = [[0, 4]] ar 0 6 X 6 2 et 0 6 Y 6 2 don 0 6 X + Y 6 4 i.e. 0 6 S 6 4et toutes les valeurs intermédiaires sont atteintes ar [X = 0]∩ [Y = 0]⇒ S = 0, [X = 1]∩ [Y = 0]⇒ S = 1, [X =
2] ∩ [Y = 0]⇒ S = 2, [X = 2] ∩ [Y = 1]⇒ S = 3 et [X = 2] ∩ [Y = 2]⇒ S = 4

P (S = 0) = P ([X = 0] ∩ [Y = 0]) = P (X = 0)× P (Y = 0) =
1

16
par indépendane des variables X et Y

P (S = 1) = P (([X = 0] ∩ [Y = 1]) ∪ ([X = 1] ∩ [Y = 0])) et inompatib. de [X = 0]∩ [Y = 1]et [X = 1]∩ [Y = 0]

= P (X = 0)× P (Y = 1) + P (X = 1)× P (Y = 0) =
1

16
+

1

16
=

1

8

P (S = 2) = P (([X = 0] ∩ [Y = 2]) ∪ ([X = 2] ∩ [Y = 0]) ∪ ([X = 1] ∩ [Y = 1])

= P (X = 0)× P (Y = 2) + P (X = 2)× P (Y = 0) + P (X = 1)× P (Y = 1) =
1

8
+

1

8
+

1

16
=

5

16

P (S = 3) = P ([(X = 1) ∩ (Y = 2)] ∪ [(X = 2) ∩ (Y = 1)])

= P (X = 1)× P (Y = 2) + P (X = 2)× P (Y = 1) =
1

8
+

1

8
=

1

4

P (S = 4) = P ((X = 2) ∩ (Y = 2)) = P (X = 2)× P (Y = 2) =
1

4En résumé : i 0 1 2 3 4

P (S = i) 1/16 1/8 5/16 1/4 1/4b. En déduire que l'espérane de S est égale à 5

2
1 point

S est une variable �nie don elle admet une espérane et
E(S) =

4
∑

k=0

kP (S = k) = 0× 1

16
+ 1× 1

8
+ 2× 5

16
+ 3× 1

4
+ 4× 1

4
=

1

8
+

5

8
+

3

4
+ 1 =

20

8
=

5

2. Retrouver e résultat en utilisant la relation qui dé�nit S 1 pointOn sait aussi que S = X + Y don par linéarité E(S) = E(X) + E(Y )or E(X) = E(Y ) = 0× 1

4
+ 1× 1

4
+ 2× 1

2
=

5

4
don E(S) = 2× 5

4
=

5

22. a. Déterminer l'ensemble des valeurs prises par T 0,5 point
T (Ω) = {0 , 1 , 2 , 4} ar 0 6 X 6 2 et 0 6 Y 6 2 don 0 6 XY 6 4 i.e. 0 6 T 6 4et les valeurs {0 , 1 , 2 , 4} sont atteintes ar [X = 0]∩ [Y = 0]⇒ T = 0, [X = 1]∩ [Y = 1]⇒ T = 1, [X = 2]∩ [Y =
1]⇒ T = 2 et [X = 2] ∩ [Y = 2]⇒ T = 4 mais 3 ne peut pas être atteint.b. Véri�er que P (T = 0) =

7

16
, puis déterminer la loi de T 2 points

[T = 0] = [X = 0] ∪ [Y = 0], mais attention, ii, les événements ne sont pas inompatibles !
P (T = 0) = P (X = 0)+P (Y = 0)−P ([X = 0] ∩ [Y = 0]) =

1

4
+
1

4
− 1

16
=

7

16
(X et Y sont toujours indépendantes)

P (T = 1) = P ([X = 1] ∩ [Y = 1]) = P (X = 1)× P (Y = 1) =
1

16

P (T = 2) = P (([X = 1] ∩ [Y = 2]) ∪ ([X = 2] ∩ [Y = 1]))

= P (X = 1)× P (Y = 2) + P (X = 2)× P (Y = 1) =
1

8
+

1

8
=

1

4

P (T = 4) = P ([X = 2] ∩ [Y = 2]) = P (X = 2)× P (Y = 2) =
1

4En résumé : j 0 1 2 4

P (T = j) 7/16 1/16 1/4 1/42



. En déduire que l'espérane de T est égale à 25

16
1 point

T est une variable �nie don elle admet une espérane et
E(T ) = 0× 7

16
+ 1× 1

16
+ 2× 1

4
+ 4× 1

4
=

1

16
+

1

2
+ 1 =

1

16
+

8

16
+

16

16
=

25

16Exerie 3 20 pointsOn onsidère la fontion f dé�nie sur ]0; +∞[ par : ∀x ∈]0; +∞[, f(x) =
e
x
2

√
xOn rappelle que 2 < e < 31. Montrer que la fontion raine arrée n'est pas dérivable en 0 1 pointOn étudie la limite du taux d'aroissement : lim

x→0+

√
x−
√
0

x− 0
= lim

x→0+

√
x

x
= lim

x→0+

1√
x
= +∞ par opération (� 1

0+
�)2. a. Montrer que f est dérivable sur ]0; +∞[ et que, pour tout réel x de ]0; +∞[ : f ′(x) =

(x− 1)

2x
f(x) 2 pointsLa fontion x 7→

√
x est dérivable sur ]0,+∞[ don par omposition puis quotient, f est dérivable sur ]0,+∞[. Deplus, f est de la forme u

v
ave u(x) = e

x

2 et v(x) = √xde fait u′(x) =
1

2
e

x

2 et v′(x) = 1

2
√
x
et f ′ =

u′v − uv′

v2don ∀x > 0, f ′(x) =

1

2
e

x

2

√
x− e

x

2

2
√
x

x
=

1

2

xe
x

2√
x
− e

x

2

2
√
x

x
=

(

x
2
− 1

2

)

e
x

2√
x

x
=

x−1

2

x
× e

x

2

√
x
=

x− 1

2x
f(x)b. Dresser le tableau de variations de f et déterminer les limites suivantes : lim

x→0
f(x) et lim

x→+∞
f(x) 1,5 pointsPour x > 0, f(x) =

e
x

2

x
1
2

don lim
x→+∞

f(x) = +∞ par roissane omparée.En 0, on a lim
x→0

e
x

2 = 1, et lim
x→0

√
x = 0+ don, par opération, lim

x→0
f(x) = +∞ (� 1

0+
�)

∀x > 0, f ′(x) =
x− 1

2x
f(x) don f ′(x) est du signe de x− 1 ar f(x) e x

2

√
x
et x sont stritement positifs sur ]0,+∞[,de plus f(1) = e

1
2

√
1
= e

1
2 =
√
e on en déduit les tableaux de signes et de variations :

x

x − 1

f ′(x)

f

0 1 +∞
− 0 +

− 0 +

+∞
√
e
√
e

+∞+∞. Traer l'allure de la ourbe représentative de f 1 pointOn représente la fontion à l'aide du tableau de variations : f(1) (sahantque 2 < e < 3 < 4 ⇒
√
2 <

√
e <

√
3 < 2), de plus la tangente esthorizontale en e point et en�n les limites. 012

34
0 1 2 3 4 x

y

b

Cf

Nota bene : la ourbe donne plusieurs lés pour la suite de l'exerie. On voit bien que pour tout entier supérieurou égal à deux, il existe deux antéédents (un sur [0, 1] et un sur [1,+∞[) et que plus l'entier augmente, plusl'antéédent sur [0, 1] se rapprohe de 0, et, a ontrario, l'antéédent sur [1,+∞[ se rapprohe de +∞d. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, l'équation f(x) = n, d'inonnue x dans ]0; +∞[, possèdeexatement deux solutions un et vn, ave : 0 < un < 1 < vn 2 pointsIl s'agit bien sûr d'appliquer le théorème de bijetion deux fois. Commençons par observer que,omme 2 < e < 3 < 4, on a √e < √4 = 2 et don, pour tout entier n > 2, n ∈=]
√
e,+∞[omme f est ontinue et stritement déroissante sur ]0, 1[, d'après le théorème de bijetion, elle réalise unebijetion de ]0, 1[ sur ] lim

x→0
f(x), f(1)

[

=]
√
e,+∞[en partiulier, pour n > 2 alors n ∈]√e,+∞[ et don n admet un unique antéédent par f dans ]0, 1[, noté un3



de même, sur ]1,+∞[, f est ontinue et stritement roissante et réalise don une bijetion de et intervalle sur
]

f(1), lim
x→0

f(x)
[

=]
√
e,+∞[ et n admet alors un unique antéédent par f sur ]1,+∞[ noté vn�nalement, l'équation f(x) = n admet bien exatement deux solutions un et vn telles que 0 < un < 1 < vn3. a. Montrer que la suite (vn)n>2 est roissante. 1,5 pointsToujours ave le théorème de bijetion, en notant g la restrition de f à ]1,+∞[ et dont l'ensemble d'arrivée est

]
√
e, ,+∞[, alors omme vu plus haut, g est bijetive et stritementde plus par dé�nition g(vn) = f(vn) = n et g(vn+1) = f(vn+1) = n+ 1 don g(vn) < g(vn+1)et par propriété sur la réiproque g−1 est stritement roissante don g−1(g(vn))) < g−1(g(vn+1)) i.e. vn < vn+1don (vn)n>2 est (stritement) roissante.b. Montrer par l'absurde que la suite (vn)n>2 tend vers +∞ quand n tend vers +∞ 1,5 pointsSupposons que (vn) soit majorée, alors omme elle est roissante, d'après le théorème de onvergene monotoneelle onverge et on note ℓ sa limitede plus ∀n > 2, vn > 1 don par passage à la limite dans l'inégalité ℓ > 1mais alors, omme f(vn) = n, on a d'une part vn → ℓ⇒ lim

n→+∞
f(vn) = f(ℓ) ar f est ontinueet d'autre part lim

n→+∞
n = +∞ e qui est ontraditoire, don (vn) n'est pas majorée et étant toujours roissante,d'après le théorème de la limite monotone, elle diverge vers +∞4. a. Montrer que la suite (un)n>2 est déroissante. 1 pointOn raisonne de manière omplètement analogue à la question 3.a., ave h la restrition de f à ]0, 1[ dont l'ensembled'arrivée est ]

√
e,+∞[, alors est h bijetive et stritement déroissante et h(un+1) = n + 1 < n = h(un) don

h−1(h(un+1)) > h−1(h(un)) i.e. un+1 > un et la suite (un)n>2 est bien déroissante.b. En déduire que la suite (un)n>2 onverge. 0,5 point
(un)n>2 est minorée (par 0 par exemple) et déroissante don d'après le théorème de la limite monotone, (un)n>2onverge.5. Dans les questions qui suivent, on note ℓ la limite de la suite (un)n>2a. Montrer par l'absurde que ℓ = 0 1,5 pointsEn notant ℓ la limite de (un)n>2, supposons que ℓ 6= 0alors omme préédemment, omme ∀n > 2, un ∈ [0, 1] alors ℓ ∈ [0, 1] par passage à la limite dans l'inégalitéde plus si ℓ 6= 0 alors ℓ > 0 et don ℓ ∈ Dfdon par ontinuité de f, f(un)→ f(ℓ)or ∀n > 2, f(un) = n don lim

n→+∞
f(un) = +∞ ar lim

n→+∞
n = +∞d'où la ontradition, don un → 0b. En déduire que lim

n→+∞
n2un = 1 1 pointPar dé�nition de un, f(un) = n et don e

un

2 =
√
unn⇒

(

e
un

2

)2

= (
√
unn)

2 ⇒ eun = n2unomme un → 0, par ontinuité de l'exponentielle, on a eun → 1 et de fait lim
n→+∞

n2un = 16. a. Montrer que ∀n > 2, un 6
e

n2
1 pointGrâe à la même relation : eun = n2un, on peut érire pour n > 2, un =

eun

n2or ∀n > 2, un 6 1 don en omposant par l'exponentielle qui est roissante, on trouver eun 6 e1 i.e. eun 6 1et don eun

n2
6

1

n2
i.e. un 6

1

n2b. Montrer que ∑
n>2

e

n2
onverge (on rappelle que ∑

n>1

1

n2
onverge). 1 point

∑

n>2

e

n2
= e

∑

n>2

1

n2
don par opérations sur les séries si ∑

n>1

1

n2
onverge alors ∑

n>1

e

n2
onverge et don ∑

n>2

e

n2onverge (de plus +∞
∑

n=2

e

n2
= e

+∞
∑

n=2

1

n2
)

4



. En déduire la nature de la série ∑
n>2

un 1 point
∑

n>2

un et∑
n>2

e

n2
sont des séries à termes positifs (∀n > 2, un > 0 et∑

n>2

e

n2
onverge d'après la question préédente,don ∑

n>2

un d'après le théorème de omparaison sur les séries à termes positifs7. Soient n un entier supérieur ou égal à 2 et ε un réel stritement positif.On herhe à déterminer une valeur approhée de un ave une marge d'erreur inférieure ou égale à εOn rappelle pour ela le prinipe de l'algorithme de dihotomie� On initialise deux variables a et b en leur a�etant respetivement les valeurs 0 et 1� Tant que b− a > ε, on répète les opérations suivantes.On onsidère le milieu c du segment [a, b]. Par monotonie de f sur ]0, 1], en distinguant les as f(c) 6 n et f(c) > n,on peut déterminer si un appartient à l'intervalle [a, c] ou à l'intervalle [c, b]Selon le as, on met alors à jour la valeur de a ou de b pour se restreindre au sous-intervalle approprié.� On renvoie �nalement la valeur a+ b

2
, qui onstitue une valeur approhée de un à ε près.a. Reopier et ompléter la fontion en langage Python i-ontre, prenant en entrée un entier n supérieur ou égal à 2et un réel stritement positif eps, et renvoyant une valeurapprohée de un à eps près en appliquant l'algorithme dé-rit i-dessus. 1 point import numpy as np

def approx_u (n, eps ):

a = 0

b = 1

while __________ :

c = (a+b)/2

if np.exp (c/2) /np. sqrt(c) < n:

__________

else:

__________

return (a+b)/2Le sujet nous rappelle omment fontionne l'algorithme de reherhe d'une solution par dihotomie. On divisedon l'intervalle de reherhe en 2 et poursuivant la reherhe à gauhe ou à droite, selon que f(c) > n ou non,tant que la taille de l'intervalle (b− a) est supérieure à la préision voulue pour l'estimation. Si f(c) < n, omme
f est stritement déroissante sur ]0, 1[ où se trouve un, 'est que notre solution est dans la moitié de gauhe. Ceidonne le programme suivant
import numpy as np

def approx_u (n, eps ) :

a=0

b=1

while (b-a) > eps :

c=(a+b)/2 # milieu de l’intervalle

if np. exp (c/2) /np. sqrt(c) < n : # si f(c) < n

b=c # alors on cherche à gauche

else :

a=c # sinon on cherche à droite

return (a+b)/2b. Erire une fontion en langage Python, nommée sp, prenant en entrée un entier N supérieur ou égal à 2 et un réelstritement positif eps et renvoyant une valeur approhée de la somme N
∑

n=2

un à eps près.On pourra faire appel à la fontion approx_u dé�nie à la question préédente. 1,5 pointsLe programme de la question préédente permet de aluler un pour tout n, ave la préision souhaitée. Une boule
for permet failement de aluler la somme des un. Comme l'erreur est umulée N −1 fois (somme de 2 à n, il y adon N−1 termes), il su�t de hoisir une erreur de eps/(N−1) pour que l'impréision umulée soit de eps au plus.
def sp(eps , N):

s= approx_u (2, eps /(N -1) )

for k in range (3, N +1) :

s=s+ approx_u (k, eps /(N -1) )

return s

# option 2 : avec une liste

def sp(eps , N):

return sum ([ approx_u (k, eps /(N -1) ) for k in range (2, N

+1) ])

5



Problème 1 35 pointsLes parties peuvent être traitées de manière indépendante en admettant des résultats de la partie 1 pour faire la partie 2.Partie 1 : étude d'une variable aléatoire 15,5 pointsLes sommets d'un arré sont numérotés 1, 2, 3 et 4 de telle façon que les �tés du arré relient le sommet 1 au sommet 2, lesommet 2 au sommet 3, le sommet 3 au sommet 4 et le sommet 4 au sommet 1Un mobile se déplae aléatoirement sur les sommets de e arré selon le protoole suivant :� au départ, 'est à dire à l'instant 0, le mobile est sur le sommet 1 ;� lorsque le mobile est à un instant donné sur un sommet, il se déplae à l'instant suivant sur l'un quelonque des troisautres sommets, et ei de façon équiprobable.Pour tout n ∈ N, on note Xn la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se situe le mobile à l'instant n.D'après le premier des deux points préédents, on a don X0 = 11. Reonnaitre la loi de X1, ainsi que l'espérane de la variable X1 2,5 pointsAve Python, érire un programme qui permet de simuler 1 000 réalisations de X1 et qui représente les fréquenesd'apparition de haune des valeurs obtenues à l'aide d'un diagramme en bâtons.Comme le mobile ne reste pas sur le même sommet, à l'instant 1 il va se trouver sur un des sommets 2, 3 ou 4 et e demanière équiprobable. Don X1 →֒ U (2; 4), i.e. X1 suit la loi uniforme sur l'intervalle d'entier [[2; 4]](don X1(Ω) = [[2; 4]] et ∀k ∈ [[2; 4]], P (X1 = k) =
1

3
et) par propriété du ours E(X1) =

2 + 4

2
= 3Ave Python, on simule ela ave la ommande randint de la librairie

numpy.random (attention, dans la ommande, le deuxième entier est ex-lu). On rée ensuite un ompteur omportant 3 olonnes et on parourttoutes la liste pour ompter le nombre d'apparition de haque valeur(attention un 2 est ompté dans la olonne 0, un 3 dans la 1 et un 4dans la 2). En�n on divise par 1 000 pour obtenir des fréquenes et onreprésente ave plt.bar :
import numpy . random as rd

import matplotlib . pyplot as plt

X_1 =rd. randint (2 ,5 ,1000)

y=np. zeros (3)

for i in range (0 ,1000) :

a=x[i]

y[a -2]= y[a -2]+1

y=y /1000

abs =[2 ,3 ,4]

plt .bar (abs ,y)

plt .show ()On admet pour la suite que la loi de X2 est donnée par :
P (X2 = 1) =

1

3
P (X2 = 2) = P (X2 = 3) = P (X2 = 4) =

2

92. Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, donner, en justi�ant, l'ensemble des valeurs prises par Xn 0,5 pointA partir de l'instant 2, omme l'énoné nous indique ave la loi de X2, le mobile peut se trouver sur n'importe quelsommet ave une probabilité non nulle. De fait, e sera également le as à l'instant suivant, puis par � réurreneimmédiate � à tous les instants suivants, don ∀n > 2, Xn(Ω) = [[1, 4]]3. a. Utiliser la formule des probabilités totales pour établir que : 1,5 points
∀n > 2, P (Xn+1 = 1) =

1

3
(P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))Pour n > 2, les événements [Xn = 1], [Xn = 2], [Xn = 3] et [Xn = 4] forment un système omplet d'événementsomme nous l'avons vu i-dessus, don d'après la formule des probabilités totales :

P (Xn+1 = 1) = P (Xn = 1)P (Xn+1 = 1|Xn = 1) + P (Xn = 2)P (Xn+1 = 1|Xn = 2) + P (Xn = 3)P (Xn+1 =
1|Xn = 3) + P (Xn = 4)P (Xn+1 = 1|Xn = 4)or P (Xn+1 = 1|Xn = 1) = 0 ar le mobile ne reste pas sur le même sommet d'un instant à un autre et
P (Xn+1 = 1|Xn = 2) = P (Xn+1 = 1|Xn = 3) = P (Xn+1 = 1|Xn = 4) =

1

3
ar si le mobile se trouve sur lesommet 2, 3 ou 4 à l'instant n, il se trouvera de manière équiprobable sur un des trois autres sommets à l'instantsuivant et entre autres, il aura une hane sur trois de se trouver sur le sommet 1don P (Xn+1 = 1) =

1

3
(P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))Nota bene : l'hypothèse n > 2 permet d'éviter les as où ertaines probabilités sont nulles.b. Véri�er que ette relation reste valable pour n = 0 et n = 1 1 pointPour n = 0 : alors P (Xn+1 = 1) = P (X1 = 1) = 0 et

1

3
(P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)) =

1

3
(P (X0 = 2) + P (X0 = 3) + P (X0 = 4)) = 0 ar à l'instant 0 lemobile se trouve en 1 et à l'instant 1, il se trouve en 2, 3 ou 4, don l'égalité est bien véri�ée.6



Pour n = 1 : alors P (Xn+1 = 1) = P (X2 = 1) =
1

3
d'après l'énoné et

1

3
(P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)) =

1

3
(P (X1 = 2) + P (X1 = 3) + P (X1 = 4)) =

1

3

(

1

3
+

1

3
+

1

3

)

=
1

3(d'après la question 1.) don l'égalité est bien véri�ée.. Justi�er que : ∀n ∈ N, P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4) = 1 1,5 pointsEn déduire l'égalité : ∀n ∈ N, P (Xn+1 = 1) = −1

3
P (Xn = 1) +

1

3Soit n ∈ N, d'après la question 2. Xn(Ω) = [[1; 4]], don par propriété du ours 4
∑

k=1

P (Xn = k) = 1d'où la première égalité demandée.on en déduit que ∀n ∈ N, P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4) = 1− P (Xn = 1)or d'après 3.a. et 3.b. (pour n = 0 et n = 1), P (Xn+1 = 1) =
1

3
(P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))don P (Xn+1 = 1) =

1

3
(1 − P (Xn = 1)) =

1

3
− 1

3
P (Xn = 1)d. Etablir alors que : ∀n ∈ N, P (Xn = 1) =

1

4
+

3

4

(

−1

3

)n 2 pointsLa suite des (P (Xn = 1))n∈N
est don une suite arithmétio-géométrique, pour simpli�er l'ériture, on peut poserpour n ∈ N, un = P (Xn = 1) et don d'après la question préédente, on a ∀n ∈ N, un+1 = −1

3
un +

1

3on herhe dans un premier temps un point �xe :
α = −1

3
α+

1

3
⇔ 4

3
α =

1

3
⇔ 4α = 1⇔ α =

1

4on introduit alors la suite (vn)n∈N dé�nie par vn = un −
1

4soit n ∈ N, par dé�nition vn+1 = un+1 −
1

4et don par dé�nition de un, vn+1 = −1

3
un +

1

3
− 1

4
= −1

3
un +

4

12
− 3

12
= −1

3
un +

1

12
= −1

3

(

un +
1

4

)

= −1

3
vndon (vn)n∈N est géométrique de raison −1

3don ∀n ∈ N, vn =

(

−1

3

)n

v0, or v0 = u0 −
1

4
et u0 = P (X0 = 1) = 1 don v0 =

3

4et ∀n ∈ N, vn =

(

−1

3

)n

× 3

4
=

3

4

(

−1

3

)n or ∀n ∈ N, un = vn +
1

4
don un =

1

4
+

3

4

(

−1

3

)n4. a. En proédant de la même façon qu'à la question préédente, montrer que l'on a : 1 point
∀n ∈ N, P (Xn+1 = 2) =

1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))Comme à la question 3.a., la formule des probabilités totales nous donne,

∀n > 2, P (Xn+1 = 2) =
1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))puis omme à la question 3.b., on la véri�e pour n = 0 et n = 1Pour n = 0 : alors P (Xn+1 = 2) = P (X1 = 2) =

1

3
et

1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)) =

1

3
(P (X0 = 1) + P (X0 = 3) + P (X0 = 4)) =

1

3
(1 + 0 + 0) =

1

3ar à l'instant 0 le mobile se trouve en 1 et à l'instant 1, il se trouve en 2, 3 ou 4 ave une probabilité de 1

3
, donl'égalité est bien véri�ée.Pour n = 1 : alors P (Xn+1 = 2) = P (X2 = 2) =

2

9
d'après l'énoné et

1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)) =

1

3
(P (X1 = 1) + P (X1 = 3) + P (X1 = 4)) =

1

3

(

0 +
1

3
+

1

3

)

=
1

3
× 2

3
=

2

9
(d'après la question 1.) don l'égalité est bien véri�ée.b. En déduire une relation entre P (Xn+1 = 2) et P (Xn = 2) 1 pointDe même qu'à la question 3.., ∀n ∈ N, P (Xn+1 = 2) =

1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))or ∀n ∈ N, P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4) = 1− P (Xn = 2)don P (Xn+1 = 2) =

1

3
(1 − P (Xn = 2)) = −1

3
P (Xn = 2) +

1

37



. Montrer en�n que : ∀n ∈ N, P (Xn = 2) =
1

4
− 1

4

(

−1

3

)n 1 pointDon P (Xn = 2) suit la même relation arithmétio-géométrique que P (Xn = 1), la seule di�érene sera le premierterme de la suite auxiliaire géométrique. En l'appelant (wn) ette fois, on aura à nouveau :
∀n ∈ N, wn =

(

−1

3

)n

w0, mais ave w0 = P (X2 = 0)− 1

4
= 0− 1

4
= −1

4don ∀n ∈ N, wn = −1

4

(

−1

3

)n puis P (Xn = 2) = wn +
1

4
=

1

4
− 1

4

(

−1

3

)nOn admet que l'on a également : ∀n ∈ N, P (Xn = 3) = P (Xn = 4) =
1

4
− 1

4

(

−1

3

)n5. Déterminer, pour tout entier naturel n, l'espérane E(Xn) de la variable aléatoire Xn 2 pointsPar dé�nition de l'espérane, ar ∀n > 2, Xn(Ω) = [[1; 4]], ∀n > 2, E(Xn) =

4
∑

k=1

kP (Xn = k)et ette formule est en fait valable pour n = 0 (e qui donne E(X0) = 1 + 0 + 0 + 0 = 1, e qui orrespond à la loiertaine ii) et n = 1 (e qui donne E(X1) = 0 +
1

3
(2 + 3 + 4) = 3 omme vu à la question 1.)don d'après les questions 3.d., 4.. et l'énoné

∀n ∈ N, E(Xn) = P (Xn = 1) + 2P (Xn = 2) + 3P (Xn = 3) + 4P (Xn = 4)
= P (Xn = 1) + 2P (Xn = 2) + 3P (Xn = 2) + 4P (Xn = 2) = P (Xn = 1) + 9P (Xn = 2)

=
1

4
+

3

4

(

−1

3

)n

+ 9

[

1

4
− 1

4

(

−1

3

)n]

=
10

4
+

(

3

4
− 9

4

)(

−1

3

)n

=
5

2
− 6

4

(

−1

3

)n

=
5

2
− 3

2

(

−1

3

)n6. Caluler les limites de P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3), P (Xn = 4) et E(Xn), quand n tend vers +∞, et interpréterles résultats. 1,5 pointsTous es termes font intervenir (−1

3

)n et (−1

3

)n

→ 0 (forme qn ave |q| < 1)don sahant que P (Xn = 1) =
1

4
+

3

4

(

−1

3

)n, que P (Xn = 2) = P (Xn = 3) = P (Xn = 4) =
1

4
− 1

4

(

−1

3

)net en�n que E(Xn) =
5

2
− 3

2

(

−1

3

)nalors lim
n→∞

P (Xn = 1) = lim
n→∞

P (Xn = 1) = lim
n→∞

P (Xn = 1) = lim
n→∞

P (Xn = 1) =
1

4
et lim

n→∞
E(Xn) =

5

2
= 2, 5e qui semble logique ar, autant la situation de départ n'est pas équilibrée, autant petit à petit, il y a autant quehane que le mobile soit sur n'importe quel sommet, don les probabilités s'équilibrent et de fait on se rapprohe d'uneloi uniforme sur [[1; 4]] e qui donne une � espérane limite � de 2, 5Partie 2 : alul des puissanes d'une matrie APour tout n de N, on pose : Un =

















P (Xn = 1)

P (Xn = 2)

P (Xn = 3)

P (Xn = 4)

















et A =
1

3

















0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

















5 points1. a. Montrer (grâe à ertains résultats de la partie 1) que : ∀n ∈ N, Un+1 = AUnPuis montrer que : ∀n ∈ N, Un = AnU0 2 pointsPour n ∈ N, par dé�nition et d'après les questions 3.a., 3.b. et 4.a. et par analogie pour les lignes 3 et 4
Un+1 =

















P (Xn+1 = 1)

P (Xn+1 = 2)

P (Xn+1 = 3)

P (Xn+1 = 4)

















=





















1

3
(P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))

1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4))

1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 4))

1

3
(P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 3))





















=
1

3















P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)

P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)

P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 4)

P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 3)















de plus AUn =
1

3

















0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

































P (Xn = 1)

P (Xn = 2)

P (Xn = 3)

P (Xn = 4)

















=
1

3

















P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)

P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)

P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 4)

P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 3)
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d'où l'égalité ∀n ∈ N, Un+1 = AUnPuis on proède par réurrene, pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : Un = AnU0Initiation : P (0) est vraie ⇔ U0 = A0U0 ⇔ U0 = I4U0 ⇔ U0 = U0 e qui est vrai don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons que P (n) est vraied'après la première partie de la question Un+1 = AUn et par hypothèse de réurrene, un = Anu0don un+1 = AAnU0 = An+1U0 'est-à-dire que P (n+ 1) est vraiedon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie et don Un = AnU0b. En déduire la première olonne de An 1,5 pointsPar dé�nition de Un et d'après la partie 1,
∀n ∈ N, Un =

























1

4
+

3

4

(

−1

3

)n

1

4
− 1

4

(

−1

3

)n

1

4
− 1

4

(

−1

3

)n

1

4
− 1

4

(

−1

3

)n

























de plus par dé�nition U0 =

















P (X0 = 1)

P (X0 = 2)

P (X0 = 3)

P (X0 = 4)

















=

















1

0

0

0

















don en notant An =

















a1 . . . . . . . . .

a2 . . . . . . . . .

a3 . . . . . . . . .

a4 . . . . . . . . .

















alors AnU0 =

















a1 . . . . . . . . .

a2 . . . . . . . . .

a3 . . . . . . . . .

a4 . . . . . . . . .

































1

0

0

0

















=

















a1

a2

a3

a4















don d'après l'égalité Un = AnU0, on trouve a1 =
1

4
+

3

4

(

−1

3

)n et a2 = a3 = a4 =
1

4
− 1

4

(

−1

3

)n2. Expliquer omment hoisir la position du mobile au départ pour trouver les trois autres olonnes de la matrie An,puis érire es trois olonnes. 1,5 pointsIl su�t de reproduire la même méthode, en onsidérant que le mobile se trouve sur le sommet 2 au départ pour onnaitrela deuxième olonne (puis le sommet 3 pour la olonne 3 et en�n le sommet 4 pour la olonne 4)ela ne hange par les relations de réurrene entre les probabilités, par ontre ela hange les premiers termes (P (X1 =
0), P (X2 = 0) . . . ) mais par analogie, si le mobile se trouve au sommet 2 à l'instant 0 alors le sommet 2 jouera le r�ledu sommet 1 dans l'étude que nous venons de faire et on aura alors P (Xn = 2) =

1

4
+

3

4

(

−1

3

)n et P (Xn = 1) =

P (Xn = 2) = P (Xn = 3) =
1

4
− 1

4

(

−1

3

)n et �nalement on omprend qu'on trouvera haque oe�ient de la diagonalede An vaudra 1

4
+

3

4

(

−1

3

)n et que tous les autres seront égaux à 1

4
− 1

4

(

−1

3

)nPartie 3 : une deuxième méthode de alul des puissanes de AOn onsidère les matries I et J suivantes : I =

















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

















et J =

















1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

















6 points1. Déterminer les réels a et b tels que A = aI + bJ 1 pointDe manière évidente J − I =

















0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

















= 3A et don A =
1

3
(J − I) = −1

3
I +

1

3
Jd'où le résultat ave a = −1

3
et b = 1

3

9



2. a. Caluler J2 puis établir que : ∀k ∈ N
∗, Jk = 4k−1J 1,5 points

J2 =

















1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

































1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

















=

















4 4 4 4

4 4 4 4

4 4 4 4

4 4 4 4

















le produit d'une ligne et d'une olonne su�t ar tous lesoe�ients sont égaux (au produit de la même ligne et de la même olonne).Puis on proède par réurrene, pour k ∈ N
∗, on dé�nit l'assertion P (k) : Jk = 4k−1JInitiation : P (1) est vraie ⇔ J1 = 41−1J ⇔ J = 40J ⇔ J = J e qui est vrai don P (1) est vraieHérédité : soit k ∈ N

∗, supposons que P (k) est vraiealors par hypothèse de réurrene, Jk = 4k−1Jdon Jk+1 = 4k−1JJ = 4k−1J2 = 4k−1×4J = 4kJ ar J2 = 4J , 'est-à-dire que P (k+1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀k ∈ N
∗, P (k) est vraie et don Jk = 4k−1Jb. En admettant que la formule du bin�me de Newton (M+N)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Mn−kNk est valable lorsque les matries
M et N ommutent, en déduire, pour tout entier n non nul, l'expression de An omme ombinaison linéaire de Iet J 3 pointsD'après la question 1.a., A = −1

3
I +

1

3
J et de plus I et J ommutent ar IJ = J et JI = Idon d'après la formule du bin�me donnée par l'énoné : An =

(

−1

3
I +

1

3
J

)n

=

n
∑

k=0

(

n

k

)(

−1

3
I

)n−k (
1

3
J

)kdon An =

n
∑

k=0

(

n

k

)(

−1

3

)n−k

In−k

(

1

3

)k

Jk =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−k

(

1

3

)n−k (
1

3

)k

In−kJk

=

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−k

(

1

3

)n

Jk =

(

1

3

)n n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kJk =

(

1

3

)n
[

(

n

0

)

(−1)n−0J0 +

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)n−kJk

]par relation de Chasles
=

(

1

3

)n
[

(−1)nI +
n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)n−k4k−1J

] ar ∀k ∈ N
∗, Jk = 4k−1J

=

(

1

3

)n
[

(−1)nI +
(

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)n−k4k−1

)

J

]or n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)n−k4k−1 =
1

4

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)n−k4k =
1

4

(

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−k4k − (−1)n
)

=
1

4
((−1 + 4)n − (−1)n)

=
1

4
(3n − (−1)n)ar d'après la formule du bin�me de Newton, n

∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−k4k = (−1 + 4)n = 3n�nalement An =

(

1

3

)n [

(−1)nI + 1

4
(3n − (−1)n) J

] et don An =

(

−1

3

)n

I +
1

4

(

1−
(

−1

3

)n)

Jar (1

3

)n

× (−1)n =

(

−1

3

)n et (1

3

)n

(3n − (−1)n) =
(

1

3

)n

× 3n − (−1)n ×
(

1

3

)n

= 1−
(

−1

3

)n. Véri�er que l'expression trouvée reste valable pour n = 0 0,5 pointPour n = 0, on a alors d'une An = A0 = Iet d'autre part (−1

3

)n

I +
1

4

(

1−
(

−1

3

)n)

J =

(

−1

3

)0

I +
1

4

(

1−
(

−1

3

)0
)

J = 1× I +
1

4
(1− 1)J = Idon l'égalité est bien véri�ée.
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Partie 4 : une troisième méthode de alul des puissanes de ASoit P la matrie dé�nie par : P =

















1 0 0 1

−1 1 0 1

0 −1 1 1

0 0 −1 1

















8,5 points1. Montrer que P est inversible et déterminer P−1 2 pointsOn utilise la méthode des � inonnues invisibles �
















1 0 0 1 1 0 0 0

−1 1 0 1 0 1 0 0

0 −1 1 1 0 0 1 0

0 0 −1 1 0 0 0 1

















⇔

















1 0 0 1 1 0 0 0

0 1 0 2 1 1 0 0

0 −1 1 1 0 0 1 0

0 0 −1 1 0 0 0 1

















L2 ← L2 + L1

⇔

















1 0 0 1 1 0 0 0

0 1 0 2 1 1 0 0

0 0 1 3 1 1 1 0

0 0 −1 1 0 0 0 1

















L3 ← L3 + L2

⇔

















1 0 0 1 1 0 0 0

0 1 0 2 1 1 0 0

0 0 1 3 1 1 1 0

0 0 0 4 1 1 1 1

















L4 ← L4 + L3A e stade, nous avons déjà démontré que la matrie M est inversible ar elle a été réduite en une matrie triangulairesupérieure dont les oe�ients diagonaux sont tous non nuls.
⇔

















1 0 0 1 1 0 0 0

0 1 0 2 1 1 0 0

0 0 1 3 1 1 1 0

0 0 0 1
1

4

1

4

1

4

1

4

















L4 ←
1

4
L4

⇔























1 0 0 0
3

4
−1

4
−1

4
−1

4

0 1 0 0
1

2

1

2
−1

4
−1

2

0 0 1 0
1

4

1

4

1

4
−3

4

0 0 0 1
1

4

1

4

1

4

1

4























L1 ← L1 − L4

L2 ← L2 − 2L4

L3 ← L3 − 3L4

don P−1 =























3

4
−1
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2. Déterminer la matrie D telle que D = P−1AP 2 pointsOn s'attend à trouver une matrie diagonale, il su�t de aluler :
AP =
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don P−1AP =
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don D = diag(−1

3
,−1

3
,−1

3
, 1

)3. Montrer que A = PDP−1 0,5 pointPar dé�nition de D,PDP−1 = PP−1APP−1 = I4AI4 = A ar PP−1 = I411



4. Montrer que pour tout nombre entier naturel n, on a : An = PDnP−1 1,5 pointsOn proède par réurrene, pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : An = PDnP−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔ A0 = PD0P−1 ⇔ I4 = PI4P
−1e qui est le as ar PI4P

−1 = PP−1 = I4 don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraiedon par hypothèse An = PDnP−1don An+1 = An ×A = PDnP−1PDP−1 = PDnI4DP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1 ar PP−1 = I4don P (n+ 1) est vraie don par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.5. Retrouver pour tout nombre entier naturel n l'expression de An 2,5 pointsD'après la question préédente ∀n ∈ N, An = PDnP−1 et par propriété sur les matries diagonales
Dn = diag((−1
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), reste à aluler :
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don PDnP−1 =
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e qui est onforme au résultat trouvé à la onlusion de la partie 2. En l'état on ne peut pas omparer au résultat dela partie 3 qui n'est pas expliite (An y est exprimé en fontion de I et J)
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