ECG 1 - mathématiques appliquées

Corrigés ou éléments de corrigé

Exercices de base

Exercice 1

Résoudre les équations homogeénes :
a)y +y=0 b))y —3y=0 ¢)y =2y d)3y' =y e) 11y —y=0

1
f) v’ — 11y’ + 30y = 0 g)y"—gy:O h)y"+y +y=0

Les cinq premiéres sont des équations différentielles linéaires homo-
geénes a coefficients constants du premier ordre donc d’apres le cours :
a) . ={z— X" AR} b) & = {z — X’ X € R}
¢) & ={z— Xe¥ X ER}

d)y:{xHAe%x,)\eR} e)Yz{x»—))\eﬁx,)\eR}
pour les suivantes, elles sont du second ordre donc on cherche les
racines du trindéme associé :

f) 22 — 112430 = (z — 5)(z — 6) donc les racines sont 5 et 6 et de fait
S ={x = X" + pe®, (A p) € R*}

1 1 1 1 1
g) 2° — 9= <x — §) <x + §) donc les racines sont —3 et 3 et de

fait .~ = {x 5 Ae™ 3+ pes® (A p) € Rz}

h) 22 + 2 + 1 = 0 n’admet pas de racines (A = —3) donc nous ne
sommes pas en mesure de donner les solutions de 1’équation différen-
tielle.

Exercice 2 - conditions initiales
a) Déterminer la solution de 3’ + 2y = —4,y(1) = —3

Les solutions de 1'équation homogéne (y' + 2y = 0) sont

Sy = {x = e N e ]R} et x — —2 est une solution particuliére
de I’équation donc . = {x D VR W= R}

soit f une solution, alors I\ € R,Vx € R, f(z) = —2 + Ae™**
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si de plus f(1) = —3 (condition initiale),
alors =24+ Xe 2= -3= e ?=—-1=\=—¢
donc Vr € R, f(x) = —2 — €27 = —(2 4 &*729)

Déterminer la solution de 2y’ — 3y = 9,y(—1) =1

Les solutions de ’équation homogene (y — gy = 0) sont

S = {x — )\e%””, A€ R} et x — —3 est une solution particuliére
de I’équation donc . = {x = =3+ )\€ng A€ R}

soit f une solution, alors I\ € R, Vx € R, f(z) = -3 + Aes®
si de plus f(—1) =1 (condition initiale),

alors =3+ X2 =1= \e 2 = 43:> \ = de?

donc Vx € R, f(x) = =3+ dee " = 3 4 4e2(1-7)

Déterminer la solution de y” + 2y" — 3y = 9,y(0) = 0,y'(0) = 2

Le trinome associé, 22422 —3 admet 1 et —3 pour racines évidentes
donc les solutions de I’équation homogene (y” + 2y — 3y = 0) sont
S ={x =A™ + pe”, (A, p) € R*} et x> —3 est une solution
particuliére de I’équation

donc . = {z +— =34+ Xe™* + pe®, (A, ) € R*} et pour f une so-
lution,

alors 3(\, p) € R% Vr € R, f(z) = =3+ Ae ™ + pe®

alors Vo € R, f/(z) = —3Xe " 4 pe®

si de plus f(0) =0 et f'(0) =2 (conditions initiales), alors

1
34 A+p = 0 po= 3-)\ A=7
{—3A+u:2@4A=1‘:’ 11
M:Z
1, 11
dochxE]R,f(x):—?)—i-Ze m—i-ze:”



Exercice 3 - Premier ordre, a coefficients constants

Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) 2y —y=m

1
Les solutions de 1’équation homogeéne (y' — JY = 0) sont
S = {x — >\6_%$, A€ R} et © — —m est une solution particu-

liére de ’équation donc . = {x = -7+ )\e_%:”, A€ ]R}
b) 7y + 2y =22° — 52 + 41 — 1

Les solutions de 1’équation homogeéne (y' + —y = 0) sont

&@::{xk+ké%%A65R}

Pour la solution particuliére, on va chercher un polynéme de méme
degré que celui du second membre.

soit f définie par f(r) = ax® + ba® 4 cx +d ot a,b, c et d sont des
réels, alors Vo € R, f'(z) = 3az® 4 2bx + ¢

et si f est une solution particuliére alors Vax € R,

7(3az® 4 2bx + ¢) + 2(ax® + br* + cx + d) = 22° — 52 + 4z — 1
donc 2ax® + (21a+2b)2? + (14b+2¢)x + Te+2d = 2% — 5% + 4 —1
donc on cherche 2a = 2 et donc a =1,

21la + 2b = —5 donc 2b = —5 — 21a = —26 et donc b = —13

14b + 2¢ = 4 donc 2¢ =4 — 14b = 4 + 182 = 186 et donc ¢ = 93
enfin 7c + 2d = —1 donc 2d = —1 — 7¢ = —1 — 651 = —652 donc
d = —326 et donc f(z) = 2 — 132% + 93z — 326 est une solution
particuliere de I'équation (on peut vérifier)

done .¥ = {:c — 23 — 1322 4+ 932 — 326 4+ e~

=~ Do

2

7%A6R}

¢)y +2y=a"—22+3

Exercice 4 - Deuxiéme ordre, a coefficients constants

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y’ — 4y =12

Le trinome associé, 22 — 4 admet —2 et 2 pour racines donc ’en-
semble des solutions de l'équation homogene (y” — 4y = 0) est
S = {x = X" + pe® (A, p) € R?}

de plus le second membre est constant et x — —3 est une solution
particuliére de I’équation

donc . = {z— =34+ Xe > + pe™, (A, p) € R*}

b) y'+ 7y +12y =z

Le trinome associé, 22+ 7z + 12 admet —4 et —3 pour racines donc
’ensemble des solutions de 1’équation homogene (y”+7y'+12y = 0)
est S = {z—= A + pe ¥, (A, p) € R*}
pour la solution particuliére, on va chercher un polynéme de méme
degré que celui du second membre.
soit f définie par f(x) = az + b ot a et b sont des réels, alors
Ve eR, fl(x)=acet f'(x) =0
et si f est une solution particuliére alors Vax € R,
Ta+12(ax +b) =x < 12ax +Ta+ 12b =z

< 12a =1 et 7Ta + 12b = 0 par identification

1 7 7
— et 120 = —— soit b= ———
Sa 12et b 12801tb i
donc x +— E:E ~ T est une solutio;l de I’équation différentielle
JIRN _ 1 —4x —3z 2
douﬁnalementf—{xH 3¢ 144+>\e +pe " (A n) € R }



Exercices d’application

Exercice 8 - Taux d’alcoolémie

Le taux d’alcoolémie f(¢) (en g-L™') d’une personne ayant absorbé,
a jeun, une certaine quantité d’alcool vérifie I’équation différentielle
y'(t) +y(t) = ae”", o t > 0 est le temps écoulé aprés l'ingestion
(exprimé en heures) et a est une constante qui dépend de la quantité
d’alcool ingérée et de la personne.

1. Montrer que t — ate™" est une solution particuliére de 1'équation
différentielle.

On pose g(t) = ate”" pour t € R, alors par dérivée d'un produit,
gdt) =ae™" +at(—e") =aet —ate™

de fait Vt € Ry, ¢'(t) + g(t) = ae™" —ate™" + ate™" = ae™”

donc g est bien solution de I'équation différentielle y/'(¢) + y(t) =

ae”*

2. Exprimer f en fonction de ¢ et de a

f est solution de 'équation différentielle 3/ (t) +vy(t) = ae™", nous
allons donc la résoudre.

Nous avons déja trouvé une solution particuliére a la question
précédente, reste a trouver les solutions de 1’équation homogeéne
or I'ensemble des solutions de ’équation homogeéne (y' + y = 0)
est Sy = {t = e A€ ]R}

donc I'ensemble des solutions de 4/'(t) + y(t) = ae
S = {t e fate T\ € ]R}

donc comme f € .7,3\ € R, tel que Vt € Ry, f(t) = Xe™" +
ate”" = (A +at)e”’

et on peut déterminer A puisque on suppose que la personne in-
gere de l'alcool au temps ¢ = 0 donc son taux d’alcoolémie est
nul & cet instant, i.e. f(0) =0

or f(0) = Xdonc A =0 et de fait Vt € Ry, f(t) = ate™

3. On fixe a =5
Etudier les variations de f et tracer sa courbe. Déterminer le taux
d’alcoolémie maximal et le temps au bout duquel il est atteint.

Il suffit désormais d’étudier la fonction f(t) = 5te™"

~t est

or comme étudié plus haut (cf. g(t) avec a = 5),
Vt e Ry, f'(t) =ae ' —ate™ = (1 —t)ae™’
donc f'(t) est du signe de 1 — ¢ (I'exponentielle étant toujours
strictement positive) et 1 —¢ > 0 < ¢t < 1 d’ou le tableau sui-
vant,
5) t
avec f(1) = 5e ' = = et car f(t) = 5— d’ou lim f(t) =0 par
e e t—4o00
croissance comparée.

t |0
1t +
/() +

“+00

Do | DD
1

f g —

T

donc f,i.e. le taux d’alcoolémie, atteint son maximum pour ¢t = 1,

5

soit au bout d’une heure et il vaut alors — ce qui est proche de 2
e

(g:L7")

. Donner une valeur du délai T' (& ’heure prés par excés) au bout

duquel le taux d’alcoolémie de cette personne est inférieur a
0,5g-L~" (on pourra utiliser une calculatrice).

Dans la pratique, 'objectif est de savoir quand le taux est redes-
cendu en-dessous de 0,5g-L ™", on cherche donc pour t > 1 et on
le fait en tatonnant

1
de maniére évidente f(1) > 0,5, on calcule alors f(2) = —S ~
e
15 20
1,35 puis f(3) = — ~ 0,75 et enfin f(4) = — ~0,37

donc on sait qu’au bout de 4 heures le taux d’alcoolémie est re-
descendu en-dessous de 0,5g-L ™"



Exercice 9
Exercice extrait d’un sujet de bac STI2D 2019 calculatrice autorisée

Le clinker est un constituant du ciment qui résulte de la cuisson d’un
meélange composé de calcaire et d’argile. La fabrication du clinker né-
cessite des fours a trés haute température qui libérent dans I’air une
grande quantité de dioxyde de carbone (C'Oy).

Dans une cimenterie, la fabrication du clinker s’effectue de 7h30 a 20h,
dans une piéce de volume 900 000 dm?.

A 20h, aprés une journée de travail, le taux volumique de C'Oy dans
la piéce est de 0,6 %

1. Justifier que le volume de C'O; présent dans cette piéce a 20h est
de 5400 dm?

Le volume de C'O, présent dans cette piéce a 20h est de 900 000 x

0,6
’ pum— pum— 4 3‘
100 9000 x 0,6 = 5400 dm

2. Pour diminuer ce taux de C'Oy durant la nuit, ’entreprise a ins-
tallé dans la piéce une colonne de ventilation. Le volume de C'Os,
exprimé en dm?, est alors modélisé par une fonction du temps ¢
écoulé apres 20h, exprimé en minutes. ¢ varie ainsi dans l'inter-
valle [0; 690] puisqu’il y a 690 minutes entre 20h et 7h30.

On admet que cette fonction V', définie et dérivable sur l'inter-

valle [0;690] est une solution, sur cet intervalle, de 1’équation
différentielle (E) : 4 + 0,01y = 4,5

a. Déterminer la solution générale de I’équation différentielle
(E)
Les solutions de l’éiugtion différentielle sont de la forme :
—0,01¢
V(t) = Ae + m
indéterminé pour l'instant).
Donc : V(t) = Ae " 4 450, avec A € R,

, avec A € R (A est un nombre réel

b. Vérifier que pour tout réel ¢ de l'intervalle [0; 690],
V(t) = 4950e "% 1 450

On sait que V(0) = 5400, d’ott en utilisant la question pré-
cédente :

V(0) = A+ 450 = 5400, d’ot A = 5400 — 450 = 4 950.
Conclusion : pour tout réel ¢ de I'intervalle [0 ; 690],V (t) =
4950e~ % + 450.

3. Quel sera, au dm? preés, le volume de CO, dans cette piéce & 21h ?

21h correspond a t = 60, donc
V(60) = 4950e"%01%00 1450 = 4950~ %% + 450 ~ 3 166,62, soit
3167 dm?® a 1 dm? prés.

. Les responsables de la cimenterie affirment que chaque matin a

7h30 le taux de CO, dans cette piéce est inférieur a 0,06 %
Cette affirmation est-elle vraie 7 Justifier la réponse.

A 7h30, il se sera écoulé 690 minutes et le volume de C'Oy sera
égal a : ‘ ‘
V(690) = 4 950e~ 0169 4 450 = 4 950e %9 4 450 = 454, 989.

Le taux de C'O4 sera donc de :
454,959

80000

~ 0,0005, soit 0,05%, et les responsables ont donc rai-

. Déterminer I’heure a partir de laquelle le volume de C'O, dans la

piéce deviendra inférieur a 900 dm?

Il faut résoudre l'inéquation :

4950e~"%" + 450 < 900, ou 4950e” %" < 450, ou encore
11 x 450~ %" < 450, et en simplifiant :

1le %01 <1

et en multipliant par e”"", 11 < e
D’aprés la croissance de la fonction logarithme :

In11 < 0,01% et enfin 100In11 < ¢.

Or 100In11 ~ 239, 79 ~ 240 min ou encore 4 h.

Le volume de CO, dans la piéce deviendra inférieur a 900 dm? a
minuit.

0,01¢ 0,01t



