
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 17 - Equations di�érentielles Mai 2025Corrigés ou éléments de 
orrigéExer
i
es de baseExer
i
e 1Résoudre les équations homogènes :a) y′ + y = 0 b) y′ − 3y = 0 
) y′ = 2y d) 3y′ = y e) 11y′ − y = 0f) y′′ − 11y′ + 30y = 0 g) y′′ − 1

9
y = 0 h) y′′ + y′ + y = 0Les 
inq premières sont des équations di�érentielles linéaires homo-gènes à 
oe�
ients 
onstants du premier ordre don
 d'après le 
ours :a) S =

{

x 7→ λe−x, λ ∈ R
} b) S =

{

x 7→ λe3x, λ ∈ R
}
) S =

{

x 7→ λe2x, λ ∈ R
}d) S =

{

x 7→ λe
1

3
x, λ ∈ R

} e) S =
{

x 7→ λe
1

11
x, λ ∈ R

}pour les suivantes, elles sont du se
ond ordre don
 on 
her
he lesra
ines du trin�me asso
ié :f) x2
− 11x+30 = (x− 5)(x− 6) don
 les ra
ines sont 5 et 6 et de fait

S =
{

x 7→ λe5x + µe6x, (λ, µ) ∈ R
2
}g) x2

−
1

9
=

(

x−
1

3

)(

x+
1

3

) don
 les ra
ines sont −
1

3

et 1

3

et defait S =
{

x 7→ λe−
1

3
x + µe

1

3
x, (λ, µ) ∈ R

2
}h) x2 + x + 1 = 0 n'admet pas de ra
ines (∆ = −3) don
 nous nesommes pas en mesure de donner les solutions de l'équation di�éren-tielle.Exer
i
e 2 - 
onditions initialesa) Déterminer la solution de y′ + 2y = −4, y(1) = −3Les solutions de l'équation homogène (y′ + 2y = 0) sont

SH =
{

x 7→ λe−2x, λ ∈ R
} et x 7→ −2 est une solution parti
ulièrede l'équation don
 S =

{

x 7→ −2 + λe−2x, λ ∈ R
}soit f une solution, alors ∃λ ∈ R, ∀x ∈ R, f(x) = −2 + λe−2x

si de plus f(1) = −3 (
ondition initiale),alors −2 + λe−2 = −3 ⇒ λe−2 = −1 ⇒ λ = −e2don
 ∀x ∈ R, f(x) = −2− e2e−2x = −(2 + e2−2x)b) Déterminer la solution de 2y′ − 3y = 9, y(−1) = 1Les solutions de l'équation homogène (y′ − 3

2
y = 0) sont

SH =
{

x 7→ λe
3

2
x, λ ∈ R

} et x 7→ −3 est une solution parti
ulièrede l'équation don
 S =
{

x 7→ −3 + λe
3

2
x, λ ∈ R

}soit f une solution, alors ∃λ ∈ R, ∀x ∈ R, f(x) = −3 + λe
3

2
xsi de plus f(−1) = 1 (
ondition initiale),alors −3 + λe−

3

2 = 1 ⇒ λe−
3

2 = 4 ⇒ λ = 4e
3

2don
 ∀x ∈ R, f(x) = −3 + 4e
3

2 e−e
3
2
x

x = −3 + 4e
3

2
(1−x)
) Déterminer la solution de y′′ + 2y′ − 3y = 9, y(0) = 0, y′(0) = 2Le trin�me asso
ié, x2+2x−3 admet 1 et −3 pour ra
ines évidentesdon
 les solutions de l'équation homogène (y′′ + 2y′ − 3y = 0) sont

SH =
{

x 7→ λe−3x + µex, (λ, µ) ∈ R
2
} et x 7→ −3 est une solutionparti
ulière de l'équationdon
 S =

{

x 7→ −3 + λe−3x + µex, (λ, µ) ∈ R
2
} et pour f une so-lution,alors ∃(λ, µ) ∈ R

2, ∀x ∈ R, f(x) = −3 + λe−3x + µexalors ∀x ∈ R, f ′(x) = −3λe−3x + µexsi de plus f(0) = 0 et f ′(0) = 2 (
onditions initiales), alors

{

−3 + λ+ µ = 0
−3λ+ µ = 2

⇔

{

µ = 3− λ

4λ = 1
⇔











λ =
1

4

µ =
11

4don
 ∀x ∈ R, f(x) = −3 +
1

4
e−3x +

11

4
ex

1



Exer
i
e 3 - Premier ordre, à 
oe�
ients 
onstantsRésoudre les équations di�érentielles suivantes :a) 2y′ − y = πLes solutions de l'équation homogène (y′ − 1

2
y = 0) sont

SH =
{

x 7→ λe−
1

2
x, λ ∈ R

} et x 7→ −π est une solution parti
u-lière de l'équation don
 S =
{

x 7→ −π + λe−
1

2
x, λ ∈ R

}b) 7y′ + 2y = 2x3
− 5x2 + 4x− 1Les solutions de l'équation homogène (y′ + 2

7
y = 0) sont

SH =
{

x 7→ λe−
2

7
x, λ ∈ R

}Pour la solution parti
ulière, on va 
her
her un polyn�me de mêmedegré que 
elui du se
ond membre.soit f dé�nie par f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d où a, b, c et d sont desréels, alors ∀x ∈ R, f ′(x) = 3ax2 + 2bx+ cet si f est une solution parti
ulière alors ∀x ∈ R,

7(3ax2 + 2bx+ c) + 2(ax3 + bx2 + cx+ d) = 2x3
− 5x2 + 4x− 1don
 2ax3+(21a+2b)x2+(14b+2c)x+7c+2d = 2x3

−5x2+4x−1don
 on 
her
he 2a = 2 et don
 a = 1,

21a+ 2b = −5 don
 2b = −5 − 21a = −26 et don
 b = −13
14b+ 2c = 4 don
 2c = 4− 14b = 4 + 182 = 186 et don
 c = 93en�n 7c + 2d = −1 don
 2d = −1 − 7c = −1 − 651 = −652 don

d = −326 et don
 f(x) = x3

− 13x2 + 93x − 326 est une solutionparti
ulière de l'équation (on peut véri�er)don
 S =
{

x 7→ x3
− 13x2 + 93x− 326 + λe−

2

7
x, λ ∈ R

}
) y′ + 2y = x2
− 2x+ 3

Exer
i
e 4 - Deuxième ordre, à 
oe�
ients 
onstantsRésoudre les équations di�érentielles suivantes :a) y′′ − 4y = 12Le trin�me asso
ié, x2
− 4 admet −2 et 2 pour ra
ines don
 l'en-semble des solutions de l'équation homogène (y′′ − 4y = 0) est

SH =
{

x 7→ λe−2x + µe2x, (λ, µ) ∈ R
2
}de plus le se
ond membre est 
onstant et x 7→ −3 est une solutionparti
ulière de l'équationdon
 S =

{

x 7→ −3 + λe−2x + µe2x, (λ, µ) ∈ R
2
}b) y′′ + 7y′ + 12y = xLe trin�me asso
ié, x2+7x+12 admet −4 et −3 pour ra
ines don
l'ensemble des solutions de l'équation homogène (y′′+7y′+12y = 0)est SH =

{

x 7→ λe−4x + µe−3x, (λ, µ) ∈ R
2
}pour la solution parti
ulière, on va 
her
her un polyn�me de mêmedegré que 
elui du se
ond membre.soit f dé�nie par f(x) = ax + b où a et b sont des réels, alors

∀x ∈ R, f ′(x) = a et f ′′(x) = 0et si f est une solution parti
ulière alors ∀x ∈ R,

7a+ 12(ax+ b) = x ⇔ 12ax+ 7a+ 12b = x

⇔ 12a = 1 et 7a+ 12b = 0 par identi�
ation

⇔ a =
1

12

et 12b = −
7

12

soit b = −
7

144don
 x 7→
1

12
x−

7

144

est une solution de l'équation di�érentielled'où �nalement S =

{

x 7→
1

12
x−

7

144
+ λe−4x + µe−3x, (λ, µ) ∈ R

2

}

2



Exer
i
es d'appli
ationExer
i
e 8 - Taux d'al
oolémieLe taux d'al
oolémie f(t) (en g ·L−1) d'une personne ayant absorbé,à jeun, une 
ertaine quantité d'al
ool véri�e l'équation di�érentielle

y′(t) + y(t) = ae−t, où t > 0 est le temps é
oulé après l'ingestion(exprimé en heures) et a est une 
onstante qui dépend de la quantitéd'al
ool ingérée et de la personne.1. Montrer que t 7→ ate−t est une solution parti
ulière de l'équationdi�érentielle.On pose g(t) = ate−t pour t ∈ R+, alors par dérivée d'un produit,

g′(t) = ae−t + at(−e−t) = ae−t
− ate−tde fait ∀t ∈ R+, g

′(t) + g(t) = ae−t
− ate−t + ate−t = ae−tdon
 g est bien solution de l'équation di�érentielle y′(t) + y(t) =

ae−t2. Exprimer f en fon
tion de t et de a

f est solution de l'équation di�érentielle y′(t)+ y(t) = ae−t, nousallons don
 la résoudre.Nous avons déjà trouvé une solution parti
ulière à la questionpré
édente, reste à trouver les solutions de l'équation homogèneor l'ensemble des solutions de l'équation homogène (y′ + y = 0)est SH =
{

t 7→ λe−t, λ ∈ R
}don
 l'ensemble des solutions de y′(t) + y(t) = ae−t est

S =
{

t 7→ λe−t + ate−t, λ ∈ R
}don
 
omme f ∈ S , ∃λ ∈ R, tel que ∀t ∈ R+, f(t) = λe−t +

ate−t = (λ+ at)e−tet on peut déterminer λ puisque on suppose que la personne in-gère de l'al
ool au temps t = 0 don
 son taux d'al
oolémie estnul à 
et instant, i.e. f(0) = 0or f(0) = λ don
 λ = 0 et de fait ∀t ∈ R+, f(t) = ate−t3. On �xe a = 5Etudier les variations de f et tra
er sa 
ourbe. Déterminer le tauxd'al
oolémie maximal et le temps au bout duquel il est atteint.Il su�t désormais d'étudier la fon
tion f(t) = 5te−t

or 
omme étudié plus haut (
f. g(t) ave
 a = 5),
∀t ∈ R+, f

′(t) = ae−t
− ate−t = (1− t)ae−tdon
 f ′(t) est du signe de 1 − t (l'exponentielle étant toujoursstri
tement positive) et 1 − t > 0 ⇔ t 6 1 d'où le tableau sui-vant,ave
 f(1) = 5e−1 =
5

e

et 
ar f(t) = 5
t

et

d'où lim
t→+∞

f(t) = 0 par
roissan
e 
omparée.
t

1 − t

f ′(t)

f

0 1 +∞+ 0 -+ 0 -
00

5

e

5

e
00don
 f , i.e. le taux d'al
oolémie, atteint son maximum pour t = 1,soit au bout d'une heure et il vaut alors 5

e


e qui est pro
he de 2(g·L−1)4. Donner une valeur du délai T (à l'heure près par ex
ès) au boutduquel le taux d'al
oolémie de 
ette personne est inférieur à

0, 5 g·L−1 (on pourra utiliser une 
al
ulatri
e).Dans la pratique, l'obje
tif est de savoir quand le taux est redes-
endu en-dessous de 0, 5 g·L−1, on 
her
he don
 pour t > 1 et onle fait en tat�nnantde manière évidente f(1) > 0, 5, on 
al
ule alors f(2) =
10

e2
≃

1, 35 puis f(3) = 15

e3
≃ 0, 75 et en�n f(4) =

20

e4
≃ 0, 37don
 on sait qu'au bout de 4 heures le taux d'al
oolémie est re-des
endu en-dessous de 0, 5 g·L−1

3



Exer
i
e 9Exer
i
e extrait d'un sujet de ba
 STI2D 2019 
al
ulatri
e autoriséeLe 
linker est un 
onstituant du 
iment qui résulte de la 
uisson d'unmélange 
omposé de 
al
aire et d'argile. La fabri
ation du 
linker né-
essite des fours à très haute température qui libèrent dans l'air unegrande quantité de dioxyde de 
arbone (CO2).Dans une 
imenterie, la fabri
ation du 
linker s'e�e
tue de 7h30 à 20h,dans une piè
e de volume 900 000 dm3.A 20h, après une journée de travail, le taux volumique de CO2 dansla piè
e est de 0, 6%1. Justi�er que le volume de CO2 présent dans 
ette piè
e à 20h estde 5 400 dm3Le volume de CO2 présent dans 
ette piè
e à 20h est de 900 000×
0, 6

100
= 9 000× 0, 6 = 5 400 dm3.2. Pour diminuer 
e taux de CO2 durant la nuit, l'entreprise a ins-tallé dans la piè
e une 
olonne de ventilation. Le volume de CO2,exprimé en dm3, est alors modélisé par une fon
tion du temps té
oulé après 20h, exprimé en minutes. t varie ainsi dans l'inter-valle [0; 690] puisqu'il y a 690 minutes entre 20h et 7h30.On admet que 
ette fon
tion V , dé�nie et dérivable sur l'inter-valle [0; 690] est une solution, sur 
et intervalle, de l'équationdi�érentielle (E) : y′ + 0, 01y = 4, 5a. Déterminer la solution générale de l'équation di�érentielle
(E)Les solutions de l'équation di�érentielle sont de la forme :
V (t) = Ae−0,01t +

4, 5

0, 01

, ave
 A ∈ R (A est un nombre réelindéterminé pour l'instant).Don
 : V (t) = Ae−0,01t + 450, ave
 A ∈ R.b. Véri�er que pour tout réel t de l'intervalle [0; 690],
V (t) = 4 950e−0,01t + 450

On sait que V (0) = 5 400, d'où en utilisant la question pré-
édente :

V (0) = A+ 450 = 5 400, d'où A = 5 400− 450 = 4 950.Con
lusion : pour tout réel t de l'intervalle [0 ; 690], V (t) =
4 950e−0,01t + 450.3. Quel sera, au dm3 près, le volume de CO2 dans 
ette piè
e à 21h ?

21h 
orrespond à t = 60, don

V (60) = 4 950e−0,01×60 + 450 = 4 950e−0,6 + 450 ≈ 3 166,62, soit
3 167 dm3 à 1 dm3 près.4. Les responsables de la 
imenterie a�rment que 
haque matin à7h30 le taux de CO2 dans 
ette piè
e est inférieur à 0, 06%Cette a�rmation est-elle vraie ? Justi�er la réponse.A 7h30, il se sera é
oulé 690 minutes et le volume de CO2 seraégal à :
V (690) = 4 950e−0,01×690 + 450 = 4 950e−6,9 + 450 ≈ 454, 989.Le taux de CO2 sera don
 de :
454, 959

90 000
≈ 0, 0005, soit 0, 05%, et les responsables ont don
 rai-son.5. Déterminer l'heure à partir de laquelle le volume de CO2 dans lapiè
e deviendra inférieur à 900 dm3Il faut résoudre l'inéquation :

4 950e−0,01t + 450 < 900, ou 4 950e−0,01t < 450, ou en
ore

11× 450e−0,01t < 450, et en simpli�ant :

11e−0,01t < 1et en multipliant par e0,01t, 11 < e0,01t.D'après la 
roissan
e de la fon
tion logarithme :

ln 11 < 0, 01t et en�n 100 ln 11 < t.Or 100 ln 11 ≈ 239, 79 ≈ 240 min ou en
ore 4 h.Le volume de CO2 dans la piè
e deviendra inférieur à 900 dm3 àminuit.
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