
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 18 - Théorie des graphes Mai 2025Un orrigéExerie 8 - IsthmeOn a onstruit des ponts entre les iles d'un arhipel de sorte de pouvoir aller (diretement ou in-diretement) de toute ile à une autre. De plus, de haque ile part un nombre pair de ponts. On aremarqué que, lorsqu'un pont est inaessible pour ause de travaux, on peut enore aller de touteile à une autre.1. Traduire e problème en terme de théorie des graphes.Dans un graphe non orienté et onnexe dont tous les sommets ont un degré pair, alors si onretire une arête, le graphe reste onnexe.2. Prouver le résultat !On enlève une arête dans e graphe (on l'appelle l'arête AB i-dessous).Option 1 : on raisonne par l'absurde : supposons qu'alors le graphe ne soit plus onnexe.Cela signi�e qu'il existe deux sommets qu'on ne peut pas relier, et 'est forément le as de Aet B (sinon l'arête AB ne servait à rien dans la onnexité initiale et le graphe resterait onnexe,puisque l'arête AB serait � remplaée � par une haine). Il existe alors deux � sous-graphes �onnexes : GA (ontenant A et tous les points reliés à A) et GB (ontenant B et tous les pointsreliés à B). Mais alors tous les sommets de GA sont de degré pair sauf A, don la somme desdegrés est un nombre impair e qui est ontraditoire ave la formule d'Euler (des poignées demain).Option 2 (fausse) : à l'aide des ritères d'EulerComme le graphe est onnexe, tous les sommets sont de degrés pairs et non nuls (s'il existaitun sommet de degré 0 alors il ne serait pas relié aux autres et les graphe ne serait pas onnexe).En ayant supprimé l'arête AB, tous les sommets du graphe sont de degré pair sauf A et B, i.e.au plus deux sommets ne sont pas de degré pair. Don il existe une haine eulérienne dans egraphe, don qui parourt toutes les arêtes et don tous les sommets ar auun n'est de degrénul, en partiulier le graphe est onnexe.En fait, ette option omporte une erreur de raisonnement puisque les ritères d'Euler s'ap-pliquent à des graphes onnexes (e qu'on doit justement démontrer ii). On ne peut donutiliser e ritère ainsi.Option 3 : à l'aide des ritères d'Euler quand même puisque l'énoné nous en donne envie (avela parité des degrés).Dans le graphe initial (avant la suppression de l'arête), omme le graphe est onnexe, on peutappliquer le ritère d'Euler, à savoir que le graphe ontient un yle eulérien puisque tous lessommets sont de degré pair.Si on supprime désormais l'arête AB, quitte à faire � tourner � les sommets, on peut érirele yle du graphe d'origine sous la forme : A, S1, S2, S3, . . . , B, A (ar, par dé�nition, e ylepasse par toutes les arêtes, don entre autres par l'arête AB, que l'on plae en dernier), où
S1, S2, . . . , Sn sont les n autres sommets parourus par e yle (il est possible d'avoir plusieursfois le même).Don en enlevant l'arête AB, il existe toujours la haine A, S1, S2, S3, . . . , B qui est par dé�nitionune haine eulérienne (elle passe par toutes les arêtes du graphe initial moins l'arête AB, quiest l'arête qui n'existe plus dans le nouveau graphe).Don le graphe est onnexe (puisqu'il admet une haine eulérienne).
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