ECG 1 - mathématiques appliquées

Plan de travail

Notion Exercices a minima | Mais aussi

Calcul de primitive 1,2et3 tous

Calcul d’intégrale 4,6,7,8,9 5

IPP - changement de variable | 10 a 12, 14, 17, 18 13, 15, 16,
19, 20

Techniques classiques 21, 22, 24, 25 23, 26, 27

Calcul direct de primitives

Exercice 1 - les primitives évidentes

Donner une primitive pour chacune des fonctions suivantes :

fonction primitive fonction primitive
T =5 T 2z
x> 327 v na"t (n € 7)
— ! — !
x> — T —
x 2\/x
e’ v az® ! (a €R)

Exercice 2

Donner une primitive des fonctions suivantes en précisant les inter-

valles de validité :

filx) = 6_‘;“1

RO =0
1

fsl@) = 2—ux

v fe(2)

1 f2(x)
fs()

— — =
+1|| 84|~ |
8 &w 8

TD 19 - Intégration

Exercice 3

Mai - juin 2025

Donner une primitive des fonctions suivantes (préciser les intervalles

de validité) :

2 1
T e
— —
e ’ 1+12x v (1+2)3
T+ xe " N . 1
z s — (14 2)? Ty
1+z ey . T
v 1-2)? I+
1-z T
1+z

Calcul direct d’intégrales

Exercice 4

Calculer les intégrales suivantes :

1
]1 — / e—2x+1dl,
0

1
T
I, = d
? /01—|-x2$

Exercice 5

Soit f la fonction définie par :

Calculer
-1

f(t)

On admet que f est continue sur R
x

I3

1
/ (1+z)dx
0
1
/ (e +e ) %dx
0

1
te_t2

I

si —1<t<0
sit>0

f(t)dt pour z > —1 en séparant les cas x < 0 et x > 0



Exercice 6 Exercice 11

1 1 T
Calculer : I; = / e“dx I, = / 23dz Soit x > 0, calculer / In(¢)dt par intégration par parties.
0 0

1
eq 2 9 1 En déduire une primitive de In sur R%
I = / —dz I, = / —dz Iy = | xdx

1 1

X

Exercice 12
Exercice 7

Soit € €]0, 1]
Calculer : 1 1
1 1y Calculer I(g) = / In(z)dx, puis calculer lim In(z)dx
2z e—0+
I, = / e“*dx I3 = / dz e €
0 0o T -+ 1
e P 1 Exercice 13
Iy = et dx I, = —d xercice
2 A v 4 A (1 + ,j(;)2 * T
On pose, pour n € Net x € Ry : [,(z) = / t"e tdt
0
Exercice 8 a) Calculer Iy(x) pour x > 0 et calculer Jy = liIP Io(x)
Tr—r+00
Calculer : b) Montrer que, pour x € Ry et n € N* : I,,(x) = —z"e " + nl,_1(x)
1 1 En déduire, par récurrence que J, = lim I,(x) est finie et que :
Il - / e *dx ]3 = / v+ 1dzx . T—+00 ( )
0, 0, Vne N, J,=nd,_1
1 1 . )
I, — dz I, — de ¢) Montrer que : Yn € N, J,, = n!
2 /0 V1 ! /0 (1+22)?
Exercice 9 Exercice 14 - classique 1
1 n —t
Calculer : I, — / (2 — 3z + 527 — 124%) dw On pose, pour n € N, I, = / tledt
0 . 70 : :
1 1 1) Montrer a I’aide d’une intégration par parties que :
I = / (2¢” + 3x)dx I3 = / (2¢7" + 32%)dx 1
0 0 m+ 1)1, ==+ L
e

2) A l'aide d’une majoration de I'intégrale, montrer que

Intégration par parties 1
g par p 0< I <
n+1

et en déduire lim I,
Exercice 10 e

1 3) Déterminer la limite de nl,, quand n — +o0
Calculer / xre'dx
0



Exercice 15 Exercice 19

e t n 1 T
On pose, pour n € N, [, = / (—) In(t)dt Calculer / 1 i dz par le changement de variables u = e*
1 \€ 0 er
1. Mont 4 D —e—
. Montrer que : (n+1)I,, = e — — Exercice 20
, . .. 1 2z
2. En déduire la limite de (n + 1)1, quand n — 400 Calculer / 11 dz par le changement de variables u = 1 4 ¢
0 e’
Exercice 16 Suites d’intégrales
“In(t .
Soit x > 1 et m un entier n > 2, on pose I,(z) = / nﬁ(@ )dt Exercice 21
1 1 n
Calculer I,,(z) a laide d’une intégration par parties. Pour n € N, on note I,, = / dz
L1 . o 1+
En déduire que : lim [, (7) = —— o .
2 +00 (n—1) Montrer que 0 < I, < et en déduire hIP I,
n n——+o0o
Changement de variable Exercice 22
1
. 1
Exercice 17 Pour n € N, on pose [, = / dx
e 1 o 1+a"
Calculer / ————dx par le changement de variables u = In(x) 1 n
1 (1 +1In(x)) 1. Vérifier que 1 — I, = / dz
0 1 + "
1
Exercice 18 2. En déduire que 0 < 1 — [, < Y puis en déduire la limite de
n
Soit T — /1 x da I, quand n tend vers +oo
1 1+ x2
1. Montrer a I’aide du changement de variables s = —z que I =0 .
Exercice 23
2. Plus généralement, montrer que : )
Dans cet exercice, on fixe z €]0, 1]
e pour une fonction f impaire : / ft)dt =0 n gk
On pose, pour n € N*| S, (z) = "’
e pour une fonction f paire : / f(t)dt = 2/ f(t) k=1
n—1 T
1. On pose T,,( Zt] montrer que S,(x) = / T, (t)dt
Jj=0 0



o1
2. Calculer —dt
01—t
3. Ecrire T,,(t) comme un quotient.
€T tTL
En déduire que —In(1 — z) — S, (z) = / 1 tdt
o 1—
t" 1 1

=t Shtl t1-a
5. En déduire que lirf Sn(z) = —1In(1 —x)
n——+0oo

4. Montrer que 0 < / dt <
0

Fonctions définies par une intégrale

Exercice 24
Dériver la fonction G dans chaque cas, en précisant l'intervalle de va-
lidité.

2

Tl a® ot
) G(cv)z/0 et ) G(:::):/l 7

b) G(z) = /0 e at

Autres

Exercice 25

1 1
1
cmmuh:/eﬂm:a 5:/———@
-1 —9 1+|$‘

Exercice 26
1

On pose, Vn € N, [,, = —'/ (1 —t)"edt
n! Jo

1. Calculer I et I;
2. Montrer : Vn € N,0 < [, < 3' et en déduire lim I,
n!

n——+00

1

3. Montrer : Vn € N, [,,41 = I,, — m

~ 1
4. Montrer : VneN,Inze_Zg
k=0

n——+o0o

"1
5. En déduire la valeur de lim Z 7
k=0

Exercice 27

On note (u,)nen+ la suite définie pour tout entier n strictement positif

par :
1 ,.n—-1
T
U, :/ dz
o 1+

Calculer le premier terme u; de la suite.

Montrer que (uy,),en+ est une suite de réels positifs.

Montrer que (u,)nen+ st une suite décroissante.

W=

Montrer que 'on a, pour tout entier n strictement positif :

1
Upt1 + Uy = —

5. Montrer que (u,),en+ admet une limite et la déterminer.

6. Déduire de la question 4. une fonction Python qui prend un en-
tier n strictement positif et qui renvoie u,, le n°"° terme de la
suite (U )nen:

7. Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la double inéga-
lité :
1 1
n n—1

En déduire la limite de la suite (u,)nens

8. A laide de l'inégalité précédente, déterminer lLim nu,
n—-+o0o



