
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 19 - Intégration Mai - juin 2025Cal
ul dire
t de primitivesExer
i
e 1 - les primitives évidentesDonner une primitive pour 
ha
une des fon
tions suivantes :fon
tion primitive fon
tion primitive

x 7→ 5 x 7→ 5x x 7→ 2x x 7→ x2

x 7→ 3x2 x 7→ x3 x 7→ nxn−1 (n ∈ Z) x 7→ xn

x 7→ 1

x
x 7→ ln |x| x 7→ 1

2
√
x

x 7→
√
x

x 7→ ex x 7→ ex x 7→ αxα−1 (α ∈ R) x 7→ xαExer
i
e 2Donner une primitive des fon
tions suivantes en pré
isant les inter-valles de validité :

f1(x) = e−3x+1 F1(x) = −1

3
e−3x+1

f2(x) =
1

2 + x
F2(x) = ln |2 + x| sur R\{−2}

f3(x) =
1

2− x
F3(x) = − ln |2− x| sur R\{2}

f4(x) =
x

(1 + x2)2
F4(x) = −1

2
(1 + x2)−1 = − 1

2(1 + x2)

sur R
f5(x) =

1√
1− x

F5(x) = −2
√
1− x sur ]−∞, 1[

f6(x) =
√
1− x F6(x) = −2

3
(1− x)

3

2 sur ]−∞, 1]

f7(x) =
1√

1 + 2x
F7(x) =

√
1 + 2x sur ]−1

2
,+∞

[

f8(x) =
x√

1 + x2
F8(x) =

√
1 + x2 sur R

Exer
i
e 3Donner une primitive des fon
tions suivantes (pré
iser les intervallesde validité) :

f(x) = e2x, F (x) =
1

2
e2x sur R

f(x) = e−x, F (x) = −e−x sur R
f(x) = xe−x2 , F (x) = −1

2
e−x2 sur R

f(x) =
1

1 + x

, F (x) = ln |x+ 1| sur ]−∞,−1[∪]− 1,+∞[

f(x) =
1

1− x

, F (x) = − ln |1− x| sur ]−∞, 1[∪]1,+∞[

f(x) =
1

1 + 2x

, F (x) =
1

2
ln |1 + 2x| sur ]−∞,−1/2[∪]− 1/2,+∞[

f(x) =
1

(1 + x)2

, F (x) = − 1

1 + x

sur ]−∞,−1[∪]− 1,+∞[

f(x) =
1

(1− x)2

, F (x) =
1

1− x

sur ]−∞, 1[∪]1,+∞[

f(x) =
1

(1 + x)3
, F (x) = − 1

2(1 + x)2

sur ]−∞,−1[∪]− 1,+∞[

f(x) =
1

(1− x)3

, F (x) =
1

2(1− x)2

sur ]−∞, 1[∪]1,+∞[

f(x) =
x

1 + x2

, F (x) = ln(1 + x2) sur R
f(x) =

1√
1 + x

, F (x) = 2
√
x+ 1 sur ]− 1,+∞[

1



Exer
i
e 5
Soit f la fon
tion dé�nie par : f(t) = {

1 si − 1 6 t < 0

te−t2 si t > 0On admet que f est 
ontinue sur RCal
uler ∫ x

−1

f(t)dt pour x > −1 en séparant les 
as x < 0 et x > 0

1er 
as : si x ∈]− 1, 0[
omme ∀t ∈]− 1, 0[, f(t) = 1,alors par dé�nition ∫ x

−1

f(t)dt =

∫ x

−1

1dt = [t]x−1
= x− (−1) = x+ 1

2ème 
as : si x > 0alors d'après la relation de Chasles,

∫ x

−1

f(t)dt =

∫

0

−1

f(t)dt +

∫ x

0

f(t)dt =

∫

0

−1

1dt+

∫ x

0

te−t2dtor ∫ 0

−1

f(t)dt = [t]0−1
= 0− (−1) = 1 et

∫ x

0

te−t2dt =

[

−1

2
e−t2

]x

0

= −1

2
e−x2 −

(

−1

2
e−02

)

=
1

2

(

1− e−x2

)
ar t 7→ −1

2
e−t2 est une primitive de t 7→ te−t2�nalement dans 
e 
as ∫ x

−1

f(t)dt = 1 +
1

2

(

1− e−x2

)

=
3

2
− 1

2
e−x2

Exer
i
e 6Cal
uler : I1 = ∫

1

0

exdx= e− 1 I2 =

∫

1

0

x3dx=
1

4

I3 =

∫ e

1

1

x
dx= 1 I4 =

∫

2

1

1√
x
dx= 2(

√
2− 1) I5 =

∫

1

0

√
xdx=

2

3Exer
i
e 7Cal
uler :

I1 =

∫

1

0

e2xdx=
e2 − 1

2

I2 =

∫

1

0

xex
2

dx=
1

2
(e− 1)

I3 =

∫

1

0

1

x+ 1
dx= ln(2)

I4 =

∫

1

0

1

(1 + x)2
dx=

1

2Exer
i
e 8Cal
uler :
I1 =

∫

1

0

e−xdx= 1− 1

e

I2 =

∫

1

0

1√
x+ 1

dx= 2(
√
2− 1)

I3 =

∫

1

0

√
x+ 1dx=

2

3
(2
√
2− 1)

I4 =

∫

1

0

1

(1 + 2x)2
dx=

1

3Exer
i
e 9Cal
uler : I1 = ∫

1

0

(

2− 3x+ 5x2 − 12x3
)

dx=
5

6

I2 =

∫

1

0

(2ex + 3x)dx= 2e− 1

2
I3 =

∫

1

0

(2e−x + 3x2)dx= 3− 2

e

2



Suites d'intégralesExer
i
e 22Pour n ∈ N, on pose In =

∫

1

0

1

1 + xn
dx1. Véri�er que 1− In =

∫

1

0

xn

1 + xn
dx

In +

∫

1

0

xn

1 + xn
dx =

∫

1

0

1

1 + xn
dx+

∫

1

0

xn

1 + xn
dx

=

∫

1

0

1 + xn

1 + xn
dx =

∫

1

0

1dx = [x]10 = 1don
 In +

∫

1

0

xn

1 + xn
dx = 1 et don
 ∫

1

0

xn

1 + xn
dx = 1− In2. En déduire que 0 6 1 − In 6

1

n+ 1

puis en déduire la limite de

In quand n tend vers +∞

∀x ∈ [0, 1], 1 + xn
> 1 ⇒ 0 6

1

1 + xn
6 1 don
 0 6

xn

1 + xn
6 xndon
 par 
roissan
e de l'intégrale, 0 6

∫

1

0

xn

1 + xn
dx 6

∫

1

0

xndxd'où 0 6 1 − In 6

[

xn+1

n + 1

]1

0

=
1

n+ 1

et ave
 le théorème desgendarmes, on déduit : 1− In → 0 don
 In → 1Exer
i
e 23Dans 
et exer
i
e, on �xe x ∈]0, 1[On pose, pour n ∈ N
∗, Sn(x) =

n
∑

k=1

xk

k1. On pose Tn(t) =

n−1
∑

j=0

tj , montrer que Sn(x) =

∫ x

0

Tn(t)dt

D'après la linéarité de l'intégrale : ∫ x

0

Tn(t)dt =

n−1
∑

j=0

∫ x

0

tjdtPour j ∈ [[0, n− 1]],

∫ x

0

tjdt =

[

tj+1

j + 1

]x

0

=
xj+1

j + 1don
 ∫ x

0

Tn(t)dt =
n−1
∑

j=0

xj+1

j + 1
=

n
∑

k=1

xk

k
= Sn(x)2. Cal
uler ∫ x

0

1

1− t
dt

∫ x

0

1

1− t
dt = [− ln |1− t|]x

0
= − ln |1− x| = − ln(1− x)
ar x < 1 ⇒ 1− x > 03. E
rire Tn(t) 
omme un quotient.En déduire que − ln(1− x)− Sn(x) =

∫ x

0

tn

1− t
dt

Tn(t) =
1− tn

1− t
pour t 6= 1 (somme des termes suite géométrique)On en déduit ave
 la linéarité de l'intégrale

− ln(1− x)− Sn(x) =

∫ x

0

1

1− t
−

∫ x

0

1− tn

1− t
dt =

∫ x

0

tn

1− t
dt4. Montrer que 0 6

∫ x

0

tn

1− t
dt 6

1

n + 1
× 1

1− x

t 6 x ⇒ −t > x ⇒ 1− t > 1− x ⇒ 0 6
1

1− t
6

1

1− xdon
 ∀t ∈ [0, x] 0 6
tn

1− t
6

tn

1− xdon
 par 
roissan
e de l'intégrale, 0 6

∫ x

0

tn

1− t
dt 6

∫ x

0

tn

1− x
dtet ∫ x

0

tn

1− x
dt =

1

1− x

∫ x

0

tndt =
1

1− x

[

tn+1

n + 1

]x

0

=
1

1− x

xn+1

n+ 1En�n, 
omme 0 ≤ x 6 1 : 0 6 xn+1
6 1, don


0 6

∫ x

0

tn

1− t
dt 6

1

1− x
× xn+1

n + 1
6

1

1− x
× 1

n+ 13



5. En déduire que lim
n→+∞

Sn(x) = − ln(1− x)On en déduit, pour x ∈ [0, 1[ (x �xé)

0 6 − ln(1− x)− Sn(x) 6
1

1− x
× 1

n + 1don
 d'après le théorème des gendarmes, − ln(1−x)−Sn(x) → 0et don
 Sn(x) → − ln(1 − x) (attention, 
'est n qui tend vers

+∞), don
 la série ∑

k>1

xk

k


onverge pour x ∈ [0, 1[, et sa sommevaut +∞
∑

k=1

xk

k
= lim

n→+∞
Sn(x) = − ln(1− x)

AutresExer
i
e 25Cal
uler : I1 = ∫

1

−1

e−|x|dx= 2

(

1− 1

e

) et I2 = ∫

1

−2

1

1 + |x|dx= ln(3) + ln(2)Exer
i
e 27On note (un)n∈N∗ la suite dé�nie pour tout entier n stri
tement positifpar : un =

∫

1

0

xn−1

1 + x
dx1. Cal
uler le premier terme u1 de la suite.Par dé�nition u1 =

∫

1

0

x1−1

1 + x
dx =

∫

1

0

1

1 + x
dx = [ln |1 + x|]1

0
=

ln(2)− ln(1) = ln(2)
ar x 7→ ln |1 + x| est une primitive de x 7→ 1

1 + x2. Montrer que (un)n∈N∗ est une suite de réels positifs.
∀x ∈ [0, 1],

xn−1

1 + x
> 0 don
 un est l'intégrale d'une fon
tion posi-tive (ave
 a < b) don
 un > 0

3. Montrer que (un)n∈N∗ est une suite dé
roissante.Pour n ∈ N
∗, un+1 − un =

∫

1

0

xn+1−1

1 + x
dx −

∫

1

0

xn−1

1 + x
dx =

∫

1

0

(

xn

1 + x
− xn−1

1 + x

)

dx =

∫

1

0

xn − xn−1

1 + x
dxdon
 un+1 − un =

∫

1

0

xn−1(x− 1)

1 + x
dx, et ∀x ∈ [0, 1],

xn−1

1 + x
> 0 et

x− 1 6 0 don
 xn−1(x− 1)

1 + x
6 0don
 un+1 − un vaut l'intégrale d'une fon
tion négative (ave


a < b), don
 un+1 − un 6 0, i.e. (un)n∈N∗ est dé
roissante4. Montrer que l'on a, pour tout entier n stri
tement positif :

un+1 + un =
1

nSoit n ∈ N
∗, alors de même, un+1 + un =

∫

1

0

xn + xn−1

1 + x
dx =

∫

1

0

xn−1(x+ 1)

1 + x
dx =

∫

1

0

xn−1dxdon
 un+1 + un =

[

xn

n

]1

0

=
1n

n
− 0n

n
=

1

n5. Montrer que (un)n∈N∗ admet une limite et la déterminer.

(un)n∈N∗ est dé
roissante et minorée (par 0 par exemple), don
elle 
onverge d'après le théorème de la limite monotone et en no-tant ℓ sa limite, un → ℓ ⇒ un+1 → ℓ par propriétédon
 un+1+un → 2ℓ par addition, de plus 1

n
→ 0 (limite usuelle)et ∀n ∈ N

∗, un+1 + un =
1

ndon
 par uni
ité de la limite 2ℓ = 0 et don
 ℓ = 04



6. Déduire de la question 4. une fon
tion Python qui prend un entier nstri
tement positif et qui renvoie un, le nème terme de la suite (un)n∈N∗La relation de la question 4. nous permet de trouver le terme d'indi
e

n+1 qui vaut 1

n

moins le terme d'indi
e n. En partant de u1 = ln(2)on 
al
ule un de manière itérative grâ
e à 
ette formule.

import numpy as np

def u(n):

u=np. log (2)

for i in range (2, n+1)

u=1/(i -1) -u

return u7. Établir, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, la double inéga-lité : 1
n
6 2un 6

1

n− 1En déduire la limite de la suite (un)n∈N∗Soit n > 2, d'après 3. un+1 6 un don
 un+1+un 6 2un, or d'après
4. un + un+1 =

1

n

don
 1

n
6 2unde même un 6 un−1 ⇒ 2un 6 un + un−1 i.e. 2un 6

1

n− 1
(
ar

n > 2) d'où le résultatpuis on retrouve la limite ave
 le théorème des gendarmes 
ar
1

n
→ 0 et 1

n+ 1
→ 08. À l'aide de l'inégalité pré
édente, déterminer lim

n→+∞
nunD'après 7., ∀n > 2, 1 6 2nun 6

n

n− 1
⇒ 1

2
6 nun 6

1

2
× n

n− 1or n

n− 1
=

n− 1

n− 1
+

1

n− 1
= 1 +

1

n− 1
→ 1 don
 par théorèmedes gendarmes, nun → 1

2

5


