ECG 1 - mathématiques appliquées

Calcul direct de primitives

Exercice 1 - les primitives évidentes

Donner une primitive pour chacune des fonctions suivantes :

TD 19 - Intégration

fonction primitive fonction primitive

) T+ O T = 2% T x?

T+ 327 T 2 rng™t (nEZ) |z

x»—>l x> In |z x»—>L T =T
x 2\/x

x> e” T e” r—ar® ! (@ €R) |2

Exercice 2

Donner une primitive des fonctions suivantes en précisant les inter-
valles de validité :

fl (I) — e—3:v+1 Fl (JJ) _ _%e—Bm—H
fo(z) = —— Fy(x) =In|2 + z| sur R\{-2}
f3(z) = 5o F3(x) = —In|2 — 2| sur R\{2}

a ! Nt = —# sur
4(z) (1j;x2)2 Fy(x) = _5(1+$) —2(1+42) R
f5(z) = — Fs(z) = =21 —x sur | — oo, 1|
fo(x)=vV1—x F6(x):—§(1—x)% sur | — 0o, 1]

1 1
fr(z) = or Fr(z) = V1+ 2z sur}—i,—l—oo{
fs(z) = - Fs(z) =v1+ 22 sur R
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Exercice 3

Donner une primitive des fonctions suivantes (préciser les intervalles
de validité) :

1
f(z) =e*, F(z) = 3¢ e* sur R

f(:E): TP F(r)=—e"sur R

f(z) = 2, F(z) = 6_3[:2 sur R

f(z) = 1 o F(z) = ln|x+ 1] sur | — oo, —1[U] — 1, +o0]

f(z) = 1 ,F(x) —1In|1 — x| sur | — oo, 1[U]1, +o0]

fa) = Hl%, F(z) = 3 |1+ 22] sur | - o0, ~1/2[U] ~ 1/2, +o0]

) = (1+1x)2’ (x):—lix sur | — 0o, —1[U] — 1, oo

f(z) = (1_13:)2, (x) = 1ix sur | — oo, 1[U]1, +00]

f(z) = (Hix)g, @):-2(17;:)2 sur | — 00, ~1[U] — 1, 00|
1

f(a:):(lgix)g,F(x):msur]—oo,l[u]l,+oo[

flz) = Tt F(z) =In(1+2?) sur R

flx) = 11+:17’ F(x) =2Vx+1sur | —1,400]



Exercice 5

. . o 1 si —1<t<0
Soit f la fonction définie par : f(t) = { e it >0
On admet que f est continue sur R

Calculer f(t)dt pour z > —1 en séparant les cas x < 0 et x > 0

-1

1% cas : si x €] —1,0]
comme Vt €] — 1,0[, f(t) =

alors par définition / = / dt=[t]", =z —(-1)=z+1

20 cas i six >0

alors d’apres la relation de Chasles,

/f t)dt = /f dt+/f t)dt = /_lldt+/t6‘tdt

F(£)dt —0— (1) =1et

=[],

1 ‘ 1 1 1

—t2 —t2 . —02 —z2
|: 2 :| 0 26 ( 26 ) 2 ‘

—t2

car t — —56 est une primitive de t — te ™"

1
finalement dans ce cas / ft)dt =1+ 3 <1 — e‘IQ) - g —
-1

Exercice 6

1
Calculer : I} = / efder=e—1
0

1
1
I :/ 2dr= =

4
0
1—/61dx—1 I—/zidx—z(\/i—l) I—/lﬁdx—g
3_155_ 4_1\/5_ 5_0 -3

Exercice 7

Calculer :

1 2 1 1 1
I = / ¥ dz= ° 5 Iy = / dz=In(2)
0

1 1
1 1 1

I = “dr= (e —1 I = =

2 /Oxe v=gle=1) 4 /0 1+2) 2

Exercice 8

Calculer :

! 1 ! 2
L = / e de=1-— - I3 = / v+ lde= 5(2\/5 —1)
0 0

(&
! 1 1
L= —do=~
: /0(1—|—2x)2x 3

|
12:/0 mdxzz(\/i—n

Exercice 9

1
Calculer : I; = / (2 — 3z + 52? — 122°) da= %
0

2

1
I3 = / (2e™* + 3z%)dr=3 — =
0

1
1
I = /o (2€” 4 3x)dxr= 2¢ — 3 ;



Suites d’intégrales

Exercice 22

1
1
Pour n € N, on pose [, = / dx
o 1L+am
L
1. Vérifier que 1 — [, = / dx
o L+am

1 1 1
n 1 n
In—i-/ * dx:/ dx—l—/ < dx
o L+am o 1L+an g L+am

114 1
:/ T dxz/ldx:[x]ézl
o 1+am 0

Lo Lo
donc]n+/ dleetdonc/ dr=1-1,
o 1L+am o L+am

1
2. En déduire que 0 <1 -1, < —— puis en déduire la limite de
n

I, quand n tend vers +oo

1 "

<1ld 0<
T onc 1

_l_
L 1
donc par croissance de 'intégrale, 0 < / dx < / z"dx
0 0

1+ an
l,n—i—l 1

don 0 <1-1, < =
n+10 n+1

gendarmes, on déduit : 1 — I,, — 0 donc I, — 1

n

Ve e[0,1,1+a2">1=0<

<z

et avec le théoréme des

Exercice 23

Dans cet exercice, on fixe z €]0, 1|
n

k
x
On pose, pour n € N*| S, () = ;
k=1

n—1

Zt’ montrer que S, () = / T, (t)dt
0

7=0

1. On pose T,,(

—_

n—

D’aprés la linéarité de U'intégrale : / T, (t)dt =
0

/ tidt
0

Il
=)

J

Pour j € [0,n — 1]],/ t'dt =

[ (i1 r Tl
0

j+1 i+l
z nll’j+1
d T,(t)dt = = S
one | Dot =32 2 = > -

xT

. Calculer Ldt

1-1

0
/ —dt [—In|l—t|]; =—In|l —z| = —In(1 — )
carx<1:>1—x>0

. Ecrire T,,(t) comme un quotient.

tn
1—-1

En déduire que —In(1 — x) — S, () = / dt
0

n
;- pour t # 1 (somme des termes suite géométrique)

T (1) =+

On en déduit avec la linéarité de l'intégrale

CIn(1— ) — Su(z) = ——/ tdt:/ gt
11 ), 1—¢ o 1—1

R AL 1 1
. Mont 0< dt < X
ontrer que \/0 TRt
1 1
t<e=—-tz2r==1-1t21-r=0<—<
i i 1—1t 11—z
d vt e |0 0< <
onc 0, z] T ST
donc par croissance de l’intégrale,Oé/ dté/ dt
1—t 0o 1—u
1

0

T tn 1 T tn—i—l 4 1 n+1
et/ dt = /t”dt: - *

o 1—= 1—xz J Il—z|n+1], 1l—azn+1

Enfin, comme 0 < 2 < 1:0<z"™ < 1, donc

o 1 v 1 1
0< dt < X < X
o 1—1t l—2 n+1 1—-2 n+1




5. En déduire que liril Sp(z) = —In(1l —x) 3. Montrer que (u,)nen+ est une suite décroissante.
n——+0o0

On en déduit, pour z € [0, 1] (z fixé)

0< —In(l—2)—-85,(r) < — x Pour n € N* u, —un:/ dx—/ de =
donc d’apreés le théoréme des gendarmes, —In(1—x) — S, (z) — 0 ! — g
et donc S,(x) — —In(l — z) (attention, c’est n qui tend vers /0 T+z dz = 0 1 s dx
T 1 n—1
+00), donc la série Z 7 converge pour x € [0, 1], et sa somme donc g — iy = / x" dx et Va € [0, 1], x >0 et
k>1 0 1+x
ook "z —1) 1
VautZ%: lim S,(z) =—1In(1—2x) z—1<0donc 1+ go
k=1 nes donc w11 — u, vaut 'intégrale d’une fonction négative (avec
a < b), donc uyi1 — up, <0, ie. (Up)nen+ est décroissante
Autres 4. Montrer que l'on a, pour tout entier n strictement positif :
Exercice 25 Upt1 + Uy = —
! 1 L |
Calculer: I} = / e lldz=2 <1 - —) et [y = / ———dz=In(3) + In(2)
-1 € ) 1+ |$| ) 1 " 4 1
Soit n € N* alors de méme, wu,,1 + u, = / —dx =
0 1 +x
Exercice 27 Lyt 1 !
/ wdx - / 2"
On note (uy)nen+ la suite définie pour tout entier n strictement positif 0 I+ 0,
21 x" 1” o 1
par:un:/ dz donc w,qq + U, = | — - ==
o 1+ nl, n non
1. Calculer le premier terme wu; de la suite.
1, 1-1 1 o , .
5. Montrer que (u,),en+ admet une limite et la déterminer.
Par définition u; = ij de = = [In|1 + 2]} = que (tn)nen
z 0

In(2) —In(1) = n(2)

car  — In |1 + x| est une primitive de x —

(Un)nen+ est décroissante et minorée (par 0 par exemple), donc
elle converge d’apres le théoréme de la limite monotone et en no-
tant ¢ sa limite, u,, — ¢ = wu,+; — { par propriété

1+z2

2. Montrer que (un)nen- est une suite de réels positifs. donc w41 +u, — 20 par addition, de plus — — 0 (limite usuelle)
n

n—1

Vo € [0, 1], fT > 0 donc u, est I'intégrale d’une fonction posi- et Vn € N, upyy + up = 1
€T n n

. n
tive (avec a < b) donc u, >0 donc par unicité de la limite 2/ = 0 et donc £ = 0



6. Déduire de la question 4. une fonction Python qui prend un entier n

strictement positif et qui renvoie u,,, le n®™¢ terme de la suite (u, )nen-
La relation de la question 4. nous permet de trouver le terme d’indice
n+ 1 qui vaut 1 moins le terme d’indice n. En partant de u; = In(2)
on calcule u, dTGL maniére itérative grace a cette formule.

import numpy as np

def u(m):
u=np.log(2)
for i in range (2, n+1)
u=1/(i-1)-u
return u

. Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la double inéga-
1
lité : — < 2u,, < ——

n n—1
En déduire la limite de la suite (u,)nens

Soit n > 2, d’aprés 3. u, 1 < u, donc u, 1 +u, < 2u,, or d’aprés

1
4. Uy + Uprp = — donc — < 2u,
n n

. 1
de méme u, < Up—1 = 2u, < Uy + Uy i€ 2u, < —— (car

n—1
n > 2) d’ou le résultat
puis on retrouve la limite avec le théoréme des gendarmes car

1
— —=0et
n n

1—>0

. A l'aide de 'inégalité précédente, déterminer lim nu,

n—-+o0o

1 n

n 1
:>§<nun<—><

D’aprés 7., Vn > 2,1 < 2nu,, <

. ) i 2 n—1
or no_nt” + =1+ —— — 1 donc par théoréme
n—1 n—1 n—ll n—1

n—1

des gendarmes, nu, — 3



