
ECG 1 - maths appli. Devoir en temps libre n°12 Pour le 2 juin 2025Corrigé total sur 15 pointsExerie 1 7 pointsOn modélise une partie du métro londonien par le graphe i-ontre.Les sommets du graphe représentent les stations suivantes :B : Bond StreetE : EmbankmentG : Green ParkH : Holborn K : King's Cross St PanrasO : Oxford CirusP : Piadilly CirusW : Westminster
KOB HP EG W1. Préiser toutes les aratéristiques du graphe. 1 pointIl s'agit d'un graphe non orienté et simple (il ne omporte pas d'arêtes multiples entre deux mêmes sommets, nide boule). Le graphe est d'ordre 8 ar il omporte 8 sommets dont :� 4 sommets de degré 2 (B,E,K,W ),� 1 sommet de degré 3 (H),� 2 sommets de degré 4 (G et P ) et� 1 sommet de degré 5 (O).Le graphe ontient 12 arêtes (on peut véri�er la formule d'Euler pour s'amuser).2. Déterminer le nombre de trajets pour se rendre deWestminster à King's Cross St Panras en passantpar trois stations (intermédiaires). 1 pointIl y a 6 haines de longueur 4 pour réaliser e trajet :

W −G−B −O −K

W −G−O −H −K

W −G− P −O −K

W −G− P −H −K

W − E − P −O −K

W − E − P −H −K

3. Donner la matrie d'adjaene de e graphe. 1,5 ptsEn prenant les sommets par ordre alphabétique :
B = 1
E = 2
G = 3
H = 4
K = 5
O = 6
P = 7
W = 8



























0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0

























4. Retrouver les résultats de la question 2. à l'aide de Python. 2 pointsOn préisera les ommandes et le raisonnement.On rentre la matrie d'adjaene dans Python, puis à l'aide de la ommande al.matrix_ power(M,4) , onalule la puissane 4 de la matrie (il faut importer la bibliothèque numpy.linalg au préalable).Il faut alors lire le oe�ient M4
58 ou M4

85 pour retrouver le résultat de la question 2. (on retrouve bien 6)
import numpy as np

import numpy .linalg as al

# on définit la matrice d’adjacence

M=np.array ([[0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0] ,[0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1],

[1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1], [0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 0],

[0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 1 , 0 , 0] ,[1 , 0 , 1 , 1 , 1 , 0 , 1 , 0],

[0 , 1 , 1 , 1 , 0 , 1 , 0 , 0] ,[0 , 1 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0]])

al. matrix_power(M ,4)5. Ce graphe est-il onnexe ? possède-t-il une haine eulérienne ? un yle eulérien ? 1,5 pointsDe manière évidente (ela se voit à l'÷il nu), le graphe est onnexe. On peut tester le ritère de onnexité avePython (f. programme i-dessous), à savoir aluler I8 +M +M2 + · · ·+M7 et véri�er que ses oe�ients sonttous stritement positifs, e qui est largement le as ('était déjà le as pour M4).
M_C =np. zeros ([8 ,8]) # matrice de connexité , ne contient que des zéros au début

for k in range (0 ,8) :

M_C =M_C +al. matrix_power(M,k) # on complète en ajoutant les puissances ( entre 0 et 7) de MLe graphe est onnexe et deux sommets exatement sont de degré impair, don le graphe possède au moins unehaine eulérienne ar seulement, mais pas de yle eulérien.Exerie 2 - exerie 26 de la feuille intégration 8 pointsOn pose, ∀n ∈ N, In =
1

n!

∫ 1

0

(1− t)netdt1. Caluler I0 et I1 2 points1



Par dé�nition I0 =
1

0!

∫ 1

0

(1− t)0etdt =

∫ 1

0

etdt =
[

et
]1

0
= e− 1 et I1 =

1

1!

∫ 1

0

(1− t)1etdt =

∫ 1

0

(1− t)etdton réalise alors une intégration par parties : en posant u′(t) = et et v(t) = (1 − t) on a alors u(t) = et et
v′(t) = −1 don ∫ 1

0

(1− t)etdt =
[

(1− t)et
]1

0
−

∫ 1

0

−etdt = 0− e0 +

∫ 1

0

etdt = −1 + I0 = −1 + e− 1 = e− 22. Montrer : ∀n ∈ N, 0 6 In 6
e

n!
et en déduire lim

n→+∞

In 2 points
∀t ∈ [0, 1],−1 6 −t 6 0 don 0 6 1− t 6 1et don par roissane de la fontion x 7→ xn (ar n>0) 0 6 (1 − t)n 6 1n i.e. 0 6 (1− t)n 6 1et par ailleurs t ∈ [0, 1] ⇒ et 6 e (ar l'exponentielle est roissante)don en faisant le produit de es deux inégalités (de termes positifs), (1 − t)net 6 edon par roissane de l'intégrale, ∫ 1

0

(1− t)netdt 6

∫ 1

0

edt i.e. ∫ 1

0

(1− t)netdt 6 ear ∫ 1

0

edt = [e× t]
1

0
= e× 1− e× 0 = e et don 1

n!

∫ 1

0

(1− t)netdt 6
1

n!
× e i.e. In 6

e

n!et on en déduit par théorème des gendarmes que In → 0 ar n! → +∞ (puisque n! > n) et don e

n!
→ 03. Montrer : ∀n ∈ N, In+1 = In −

1

(n+ 1)!
2 pointsOn proède à nouveau par intégration par parties :en posant u′(t) = et et v(t) = (1 − t)n+1 on a alors u(t) = et et v′(t) = (n+ 1)× (−1)× (1− t)net don In+1 =

1

(n+ 1)
!

∫ 1

0

(1− t)n+1etdt =
1

(n+ 1)!

∫ 1

0

u′(t)v(t)dt =
1

(n+ 1)!

[

[u(t)v(t)]
1

0
−

∫ 1

0

u(t)v′(t)dt

]

=
1

(n+ 1)!

[

[

(1 − t)n+1et
]1

0
−

∫ 1

0

(n+ 1)(−1)(1− t)netdt

]

=
1

(n+ 1)!

[

0− 1 + (n+ 1)

∫ 1

0

(1 − t)netdt

]

= −
1

(n+ 1)!
+

n+ 1

(n+ 1)!

∫ 1

0

(1− t)netdt = −
1

(n+ 1)!
+

1

n!

∫ 1

0

(1− t)netdt = In −
1

(n+ 1)!ar (n+ 1)! = (n+ 1)n! don n+ 1

(n+ 1)!
=

n+ 1

(n+ 1)n!
=

1

n!4. Montrer : ∀n ∈ N, In = e−

n
∑

k=0

1

k!
1,5 pointsOption 1 : par réurrene, pour n ∈ N, on pose P (n) : In = e−

n
∑

k=0

1

k!Initialisation : P (0) est vraie ⇔ I0 = e−

0
∑

k=0

1

k!
= e−

1

0!
= e− 1 e qui vrai don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraie ; d'après la question préédente, In+1 = In −

1

(n+ 1)!don d'après l'hypothèse de réurrene, In+1 = e−

n
∑

k=0

1

k!
−

1

(n+ 1)!
= e−

(

n
∑

k=0

1

k!
+

1

(n+ 1)!

)

= e−

n+1
∑

k=0

1

k!don P (n+ 1) est vraie, d'où l'hérédité et don par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.Option 2 : par télesopaged'après la question préédente ∀k ∈ N, Ik+1 − Ik = −
1

(k + 1)!
don pour n ∈ N

∗,

n−1
∑

k=0

(Ik+1 − Ik) = −

n−1
∑

k=0

1

(k + 1)!or n−1
∑

k=0

(Ik+1 − Ik) = In − I0 par télesopage et n−1
∑

k=0

1

(k + 1)!
=

n
∑

i=1

1

i!
ave le hangement d'indie i = k + 1don In−I0 = −

n
∑

i=1

1

i!
don In = I0+

n
∑

i=1

1

i!
= e−1−

n
∑

i=1

1

i!
= e−

(

1 +

n
∑

i=1

1

i!

)

= e−

(

1

0!
+

n
∑

i=1

1

i!

)

= e−

n
∑

i=0

1

i!Nota bene : ii, on a montré l'égalité pour n > 0 mais le as n = 0 est faile à démontrer (f. initialisation).5. En déduire la valeur de lim
n→+∞

n
∑

k=0

1

k!
0,5 pointD'après la question préédente, n

∑

k=0

1

k!
= e− Inor lim

n→+∞

In = 0 don lim
n→+∞

n
∑

k=0

1

k!
= e− 0 = e (on retrouve le résultat de la série exponentielle : e0 =

n
∑

k=0

0k

k!
)2


