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Corrigé

Total sur 81 points

Exercice 1 7 points

1. On s’intéresse & I'équation différentielle & : y/(t) = —3y(t) + 4e~

a.

Donner les fonctions f définies et dérivables sur R vérifiant I’équation différentielle 3y’ = —3y 0,5 point

1l s’agit d’une équation homogéne linéaire du premier ordre dont les solutions sont, par propriété, les fonctions
t— e StoudeR

. Montrer que la fonction ¢ — 4te 3! est une solution de ’équation différentielle & 1,5 points

1l suffit de vérifier, on appelle fy cette fonction

alors en notant u(t) = 4t et v(t) = e, on trouve u'(t) = 4 et v'(t) = —3e >

et fo=uv = f) =u'v+uv et donc Vt € R, f(t) = 43" + 4t(—3e %) = de ™3 — 12te™*
et —3fo(t) +4e 3" = (=3)dte 3 + 4e73 = —12te 3" + 473!

donc Vt € R, f{(t) = =3 fo(t) + 4e™>*

et donc fo est bien une solution particuliére de I’équation y/(t) = —3y(t) + 4e >

Déterminer toutes les solutions de &3 0,5 point

Par propriété, il suffit de superposer l’ensemble des solutions de ’équation homogéne & la solution particuliére, et
donc I’ensemble des solutions de & est .7 = {t — 4te™ " + Xe™% X € R}

. Cette équation admet-elle une situation d’équilibre ? 1 point

Il est clair que cette équation n’admet pas de situation d’équilibre car le second membre n’est pas constant. Or,
une situation d’équilibre suppose une solution constante, ce qui n’est pas possible.

Nota bene : on peut remarquer que toutes les solutions tendent vers 0 quand ¢ tend vers +oo

par propriété sur les fonctions usuelles lim e™3' = 0 et par croissance comparée lim te 3! =0
t— o0 t——+o0

donc par opération, toute solution de &} tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo
or la fonction nulle (i.e. la fonction qui vaut toujours 0) n’est pas solution de ’équation différentielle, donc il ne
s’agit pas d’une situation d’équilibre.

2. On s’intéresse a I’équation différentielle & : ¢ + 5y’ — 6y = 18

a.

Résoudre ’'équation différentielle &3 2 points

Dans un premier temps, on résoud 1’équation homogeéne linéaire du second ordre y” + 5y’ — 6y = 0 et pour cela
on commence par déterminer les racines du trinome z? + 5z — 6

or de maniére évidente, 1 est une racine, de fait I’autre racine est —6

donc les solutions sont, par propriété, les fonctions t — e’ + pe % ou (A, p) € R?

ensuite, comme le second membre de ’équation est constant, on cherche une solution particuliére constante
or avec une fonction f définie par V¢ € R, f(t) = kou k € R

alors Vt € R, f'(t) = f"(t) = 0 (car f est constante) et donc :

f solution & —6f(t) =18 &Vt e R,—6k =18 < k= -3

donc ¢t — —3 est une solution particuliére de I’équation

donc par propriété, 'ensemble des solutions de & est .7 = {t — —3 4+ e’ + pe~%, (A, 1) € R*}

. Déterminer la solution de 1’équation différentielle & vérifiant y(0) = 0 et y'(0) =1 1,5 points

Soit f une solution de I'équation &, alors d’aprés la question précédente I(\, u) € R%,Vt € R, f(t) = =3 + Ae' +
pe~ % donc f(0) = =3+ X+ mu
et Vt € R, f/(t) = Xe! — 6ue™% donc f/(0) =\ —6p
donc si on souhaite que f vérifie y(0) = 0 et y'(0) = 1, alors cela entraine —3 + A+ u = 0 et A — 6 = 1 soit
Adp = 3
A—6p = 1

2
donc en faisant la différence des deux lignes, on trouve, 7Tu = 2 et donc p = -

1219
defaJit)\:1-|—6,u:1_|_7:7

1 2
donc I'unique solution de & vérifiant y(0) = 0 et y'(0) = 1 est la fonction ¢ — —3 + 79€t + ?e*

6t



Exercice 2

1
Pour tout entier naturel n, on pose pour tout réel = de [0;1], gn(x) = In(1 + e~ ") et I, = / gn(x)dx 7,5 points
0

1.

a.

Montrer que Vx € [0,1],Vn € N, gnt1(z) < gn(2) 1 point

Vo € [0,1],¥n € N : nz < (n + 1)z donc —nz > —(n + 1)z donc e™"* > ¢~ ("1 par croissance de la fonction
exponentielle

donc 14 e > 1+ e~ D7 done In(1 + ™) > In(1 + e~ Y% par croissance du logarithme népérien, soit
Int+1(x) < gn(z)

. En déduire que la suite (In)n>0 est, décroissante. 0,5 point

Comme Vz € [0,1],Vn € N,gp+1(z) < gn(z) alors 1,41 < I, par croissance de U'intégrale (et car 0 < 1).
donc la suite (I,,),,-, est décroissante.

. Montrer que la suite (In)n20 est convergente. 0,5 point

Vo € [0,1],Vn € N,0 < gn(x) (d’apres la partie 1, question 3.d)) donc par positivité de 'intégrale, ,Vn € N,0 < I,,.
Comme la suite (1,,),,- est décroissante et minorée par 0 alors la suite (I,,),,, est convergente d’apres le théoréme
de la limite monotone.

A T'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n, 1,5 points

Z.efnm

1

Pour tout entier naturel n, posons u'(z) = 1 et v,(z) =In (14 ¢~ "*)

. o ! o
on peut alors avoir u(x) = x et v, (z) = Trore
donc, par intégration par parties :

1 —nx 1 —nx
I, =[zIn(1+ e_"””)](l) - /0 x%dm =In(l1+e™)+ n/o ﬁfﬁda@ par linéarité de Iintégrale.

1
. Montrer que Vn € N, 0 < I, <In (1 + e*") + n/ xe "Tdx 1,5 points
0

D’aprés 1.b., Vn e N, 0< [,
de plus, Vo € [0;1],Vn € N;e ™™ > 0donc 1+e " > 1 et donc 1 >

—nx

1T o par décroissance de la fonction
=

—nx

xre xre

>
1 1+e e

inverse sur )0, +o00[ et donc (car ze™™ > 0)

1 —na 1
. . . ) e _
par croissance de U'intégrale (car 0 < 1), il en résulte que Vn € N, / mdw < / xe "
0 € 0

—nx

xre

1
——dz <In (1 + e_”) + n/ ze "dx
1 + e nT 0

1
ainsi Vn € N,0 <In (1+e™") +/
0

1
ie. (aprés 2.a.) 0 < I, <In(1+e ") + n/ ze "dz
0

1
. Pour tout entier naturel n non nul, calculer / re "dr 1,5 points
0

Pour tout entier naturel n non nul, posons u,,(z) = e " et v(z) =z

n
—nx

on peut alors avoir : u,(z) = et v'(z) =1

alors, par intégration par parties :

1 —nzql 1 —nx —n 1 —n
e e —e 1 —e 1
/ rve "dx = [ac } - / dx = + —/ e "dx = + -
0 —Nn 0 0 —Nn n n 0 n n

= 2

e T 1 —_e M N 1—e ™
0 n n

. En déduire lim I, 1 point
n—-+oo

Comme lim e~ " =0 (composition « exp(—o0) ») alors par continuité de In, lim In(1+e ") =1In(1) =0
n—-+o0o n—-+o0o
1-0

1—e"

et donc par opérations lim [hﬁ (I1+e™) —e "+ } =0(«=0-0+ »)
n—~+00 n “+00
) N —-n —-n 1—e™ ! —nx —-n I—e™
ordapresz.b.etc.VneN,Oglngln(que )fe + — carn Te dr = —e¢ "+ ——
n 0 n

donc d’aprés le théoréeme des gendarmes, on a lim I, =0
n—-+o0o



Exercice 3 28 points

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =
1.

a.

. Justifier que : 0 < £ <

. Montrer que : Vo > 0,|f'(z)| < f(z) et en déduire que : Vz > 0, |f'(z)| <

eiE

e?m + 1
Démontrer que f est paire sur R 1 point

Le domaine de définition de f est symétrique par rapport & 0

e T 621 e T 62ze—z e

_ = — X g =
e*QI + 1 621 e*QI + 1 621(6721 + 1) 1 + e?x

x

= f(x)

de plus pour z € R, alors f(—z) =

donc f est paire.

. Justifier que f est €' sur R, étudier ses variations et ses limites. 2,5 points

x> e” et x — e2” sont €' (et méme €°) donc f est €' en tant que quotient et addition de fonctions €
, ex(eZI + 1) —eT x 2€2x eSx + e’ — 2631 e’ — eSx

de plus, pour z € R, f'(z) = (& 1) RS VR ra

f'(x) est donc du signe de e” — ¢3* que I'on peut écrire e” — €3” = e*(1 — %)

orVex € Ry,e** >1=1—¢e* <0et donc f/'(z) <0

de fait f est décroissante sur Ry et donc croissante sur R_ (car elle est paire).

enfin il faut factoriser par les termes dominants pour lever 'indétermination en +oo :

e’ e’ 1 1 1 . 1 . 1
f(.’L'):W:eEXm— or lim — =0et lim —— =1
donc par produit lim f(x) =0 et par symétrie, f étant paire, lim f(x)=0

T—r+00 T—r—00

J— >< e
e’ 1+e 2% zotooe® =400 1 4 2%

Montrer que I’équation f(z) = x admet une unique solution £ € R, 2 points

Pour z € Ry, on pose g(z) = f(x) — x, alors g est €* et ¢'(x) = f'(z) — 1
or, comme nous ’avons montré plus haut, pour z € Ry, f'(z) <0 donc f'(z) — 1 <0, i.e. ¢'(x) <0
donc g est strictement décroissante sur R, de plus elle est continue, donc d’aprés le théoréme de la bijection, elle

réalise une bijection de R, sur } 1irJ1rr1 g(x), g(O)]
Tr—r+00
1 . . _s _
or g(0) = f(0) —0 = 5 et zgr}rloof(x) =0, donc Igr}rloog(:c) = zEr}rlooj"(:v) —r=-00
1

donc g réalise une bijection de R4 sur } —00, 5

de fait ’équation f(x) = < g(x) = 0 admet une unique solution sur R
1

Données numériques : 3~ 1,65 et e ~2,72 1 point

Toujours avec g, g(0) =

1 : 1
et g —) = 16: —-3 et d’apres les données de ’énoncé, e? >1,7et1+4+e> 3,6,
e

done —— < —— done 2 < 20 Lgone 2 _ L g 1) <o
onc —— < — donc — don¢c —— — = ie. =

Tte 3,6 Tte 33,6 2 Tte 2 I\ 3
donc, g étant toujours continue, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation g(z) = 0 admet une

1 1
solution sur [0, 5} , mais ¢ est I'unique solution de cette équation sur Ry donc ¢ € [0, 5]

Autre option : £ € RT donc d’aprés I'étude 0 < f(¢) < = or £ = f(£) donc 0 < £ <

N —
N | —

1,5 point

N | —

e3$ — et

- (62$ + 1)2

er — e3z

(62$ + 1)2

1 .. L.
———— < —5 (car la fonction inverse est décroissante sur R.)
e 41 e
3z x 3z x 3z x 3z x 3x 3x x
e’ —e e’ —e e’ —e e e e e’ —e
donc —; < 5 (carenge””>0)deplusﬁ:TngT:ezdoncf\e
e 4+ 1 e e esr  e*t e e 4+ 1

1 e3% — e” 1 - 1 . ,

o X ol < Tl X € (carm >0) ie. |f'(z)] < f(x)
Option 2 : ** — e” = e”(e** — 1) or e** — 1 < e* + 1 donc € — e” < e”(e** + 1)
e3z — e e$(62z + 1) e

— H !
et donc 2 4 1 < (e +1)2 e 11 Le. [f'(z)] < f(x)

Comme nous l’avons vu plus haut, pour = € Ry, e” — 3 < 0 et donc | f/(z)] =

or e +1 > e** donc

et donc




Option 3 : on calcule f(x)—|f'(z)| (réduction au méme dénominateur) et aprés simplifications, on trouve facilement
que c’est, positif.

Par ailleurs, d’apreés la question 1.a., f est croissante sur R_ et décroissante sur R, donc f admet un maximum

1 1
en 0 et f(0) = 7 donc Vz € R, f(x) < 5

1
donc on déduit de linégalite |f'(z)| < f(z), que Vo € Ry, |f/(z)| < 3
. 1 1 .
f. Vérifier que f ({0, 5}) C [O, 5] 1 point
. . - 1 1 P
Comme nous l'avons vu a la question précédente, Va € Ry, f(z) < 3 (f(0) = 3 et f est décroissante sur R )
1 1 1 1 1
orVz € R, f(x) > 0 donc Vo € R;,0 < f(z) < 3 et a fortiori Vo € {0, 5] ,0< f(z) < 3 ie. f ([O, 5}) C [0,5}
2. On définit la suite (up,)nen par : uop =0 et Vn € Nyup1 = f(uy)
1
a. Montrer que, pour tout n € N, u,, € [0, 5} 1 point

1
Pour n € N, on définit I’assertion P(n) : u, € [0, 5}

Initialisation : ug = 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité : soit n € N tel que P(n) soit vraie

par hypothése, u,, € O,% ,ord’aprés 1.fsix € {0, %] alors f(z) € [0, %} ,donc f(uy) € [0, %] ie. upty € [0, %}
donc P(n + 1) est vraie d’ou ’hérédité et donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie.

1
2n+1

1
b. Montrer que, pour tout n € N : |up41 — €] < §|un — /| puis que |u, — ] < 2,5 points

1
|f'| est majorée par 5 sur R, (d’aprés 1.e) et f’ est continue car f est €*
1
donc d’aprés I’inégalité des accroissements finis, V(a,b) € R? | f(b) — f(a)| < §|b — a] et en particulier avec a = ¢

—|un — 2] 1e. Jups1 — €] < = |u, — ¢

et b = u, (qui appartiennent & R, ), on obtient : |f(u,) — f(¢)] < 5 <3

car par définition de ¢ et (up)nen, f(£) =L et f(un) = upt1

1
Pour n € N, on pose désormais Q(n) : |u, — ¢| < TES:

e . 1 1 . D .
Initialisation : Q(0) est vraie < |ug — £| < Tl |4 < 5 cequi est vrai d’aprés 1.d. donc Q(0) est vraie.
Herédité : soit n € N, supposons Q(n) vraie

1
d’aprés I'inégalité démontrée au début de la question, |up+1 — | < §|un —
. 3 1
or par hypothése de récurrence |u,, — ¢| < onil donc §|un -/ < oni3 et donc |up41 — €] < otz

i.e. Q(n+ 1) est vraie d’ou I’hérédité, donc par théoréme de récurrence, Vn € N, Q(n) est vraie.

c. En déduire que la suite (u,)nen converge vers £ 1 point

. PP n

ngr-iI-loo ST = 0 (limite usuelle ¢" avec |g| < 1)

donc par théoréme d’encadrement lim |u, — ¢| = 0 ce qui est équivalent & lim wu, =/
n—-+0oo n—-+0oo

3. Informatique : avec Python,

a. écrire une fonction £ qui prend en entrée un réel z et qui calcule f(x) 0,75 point

import numpy as np
def f(x):
return np.exp(x)/(np.exp(2*x)+1)

b. en utilisant la fonction f précédente, écrire une fonction SuiteU qui prend en entrée un entier positif n et qui
calcule u,, 1,25 points



Le calcul des termes de la suite se fait de maniére itérative, il faut donc inclure

def SuiteU(n): ici une boucle dans la définition de la fonction pour calculer progressivement
?:S i in range(1,n+1): les valeurs en utilisant la fonction f prédéfinie. On propose ici une variable
w=f (w) ’ ’ auxilaire u que ’on initialise & 0 et qui prendra progressivement les valeurs de
return u la suite (on pourrait aussi définir la fonction de maniére récursive). La derniére

valeur calculée sera u,,, ce que I'on indique comme résultat en sortie.

. en utilisant la fonction SuiteU précédente, écrire un programme qui permet d’obtenir une valeur approchée de ¢

4 107° pres? 1,5 points

< 1076, I'inégalité de la question 3.b entraine |u, —¢| < 107% donc ;-
while 1/2%*n>10%*(-6):
jusqu’a ce qu’il devienne inférieur n=n+1

1
N —6 . . 2" . . 1=SuiteU(n)
a 107°, tout en incrémentant n et on saura que la derniére valeur de n entraine la print (1)

précision suffisante pour u,,

Dés lors que TS

on va calculer progressivement les valeurs

4. Etude de convexité de f et représentation graphique.

a.

e (1 — 6% + e42)

Démontrer que f est €2 et que YV € R, f”(2) = R 2 points
Comme plus haut, f est € (et méme €>°) puisqu’il s’agit d'un quotient de fonctions &>
e’ — eSx (ez _ 363x)(1 + 621)2 _ (ez _ €3I)4€2z(1 + e?x)
/ _ " _
de plus Vz € R, f'(x) = 7(1 el donc Vz € R, f"(z) = (15 ez
. (ex _ 363x)(1 + e?x) _ 462m(ex . 631) ev + 631 o 3€3x . 3651 . 4631 + 4e5ac e’ — 6631 + e5x
donc f"(z) = = =
(1 +62m)3 (1 +62z)3 (1 +62z)3
Al " 61(1 — 6621 + 6496) " : 2x dx T
finalement on peut écrire f”(z) = ETDE et donc f”(z) est du signe de 1 — 6e=* + e** = P(e”) avec
e

P le polynome défini par P(x) = 2* — 622 + 1

. Démontrer que le polynéme P(z) = 2* — 622 + 1 admet une unique racine sur [1, +oo[, que ’on notera o 2 pts
On peut remarquer que P(x) = (2%)? — 6(z*) + 1, donc si z¢ est racine de P alors z7 est racine de z? — 62 +10n
étudie alors 22 — 6z + 1 qui a pour discriminant A = 32 et pour racines

6—+v32
m=——— =3 2v/2(> 0 car 6v/36 > V/32) et x5 = 3+ 2v/2(> 0)
donc les racines de P sont \/x1, —+/T1, /T2, —+/T2 et \/z2, cette derniére est la seule racine sur [1, +o0]
en effet de maniére évidente 2o > 1 = /a0 > Vi=1 (par croissance de la racine carrée) et —/x1 et —/xo sont
négatives
enfin 1 < 2 < 4= /1< V2 < V4 (par stricte croissance de la racine carrée)
ie.1<vV2<2donc?2<2vV2<4et donc —2v2 < —2 et de fait 3 — 2v2 <3 —2ie. z1 < 1etdone /r; <1
Méthode alternative : P'(z) = 4a® — 122 = 4a(2? —3), on en déduit alors le signe de P’ puis les variations de P sur
[1,400] et en particulier qu’il admet une seule racine sur cet intervalle (on trouve P décroissante sur [1,v/3] avec
P(1) < 0 donc P ne peut s’annuler sur cet intervalle, puis P strictement, croissante sur [v/3, +oo| avec P(v/3) < 0
d’aprés les variations sur [1,v/3] et lim P(z) = +00)
Tr—r+00

. En déduire le signe de f” sur R, puis déterminer la convexité et les éventuels points d’inflexions de f sur R
On pourra exprimer les résultats en fonction de o 1 point
Avec I’étude précédente, comme P(z) = (x + /z2)(x + /1) (2 — /71)(x — \/T2), on trouve que P(z) est négatif
sur [1, o] et positif sur [a, +00]
de fait P(e®) est négatif lorsque e” € [1, a] et positif lorsque e* € [a, +00],
i.e. P(e") est négatif lorsque z € [0, In(a)] et positif lorsque e” € [In(a), 40| et done f”(z) aussi.
donc f est concave sur [0,In(«)], convexe sur [In(a), +oof et f admet un point d’inflexion en In(c)

. On note 8 = In(«), donner en fonction de §, ’équation de la tangente & € au point d’abscisse /3
Quelle est la particularité de cette tangente 7 0,5 point
La tangente a €y au point d’abscisse 3 a pour équation y = f'(8)(x — 8) + f(B)
comme il s’agit d’un point d’inflexion, la tangente traverse la courbe au point (3, f(53)), la courbe est en-dessous
de la tangente & gauche de g et au-dessus & droite.

. Sans calcul, déterminer la convexité et les éventuels points d’inflexions de f sur R_ 0,5 point

Comme [ est paire, on en déduit que f est convexe sur | 4+ oo, — In(«)], concave sur [—In(«),0] et f admet un
point d’inflexion en — In(«)



f. Représenter f graphiquement. 1,5 points A
Données numériques : 5 ~ 0,88

F)~035 e J(5) =7

Le maximum en 0, la tangente au point d’in-
flexion et la limite nulle en +o00 nous donnent
déja une bonne idée de I’allure de la courbe
sur R et par parité, on en déduit ’allure sur
R_ 5
5. Avec Python,
a. écrire un programme qui représente f sur lintervalle de votre choix (on considérera que la fonction f est déja
définie). 1 point

\

On représente f sur lintervalle [—5;5] ce qui per- import matplotlib.pyplot as plt
met, d’avoir un bon apercu de la courbe comme nous ;Ifll(’)'{)hnsl’ace (=5,5,100)

Iavons vu plus haut. Cet intervalle contient notam- plt.plot (x,y)

ment les deux points d’inflexion. plt.show ()

b. écrire un programme qui permette, a 'aide de ’algorithme de dichotomie, de déterminer a avec une précision de
1073 2,5 points

def P(x):
return x**x4-6xx**2+1

D’apreés I’étude effectuée plus haut, on sait que oo = \/3 + 2V/2
et comme vu précédemment également 2 < 2V/2<4=5<3+2V2<7 a =2

.. . . ) b =3
et a fortiori 4 < 3 + 2v2 < 9 et donc par croissance de la racine carrée while ba>10%%(-3)

VA<A\/3+2v2<V9ie 2<a<3 c = (a+b)/2

. . ~ , . i 0:
on va donc appliquer la méthode au polynéme P que l'on définit dans it Ple) <

a=c
un premier temps et sur U'intervalle [2; 3] else:
il est également nécessaire de savoir que P(2) <0 et P(3) >0 b=c
print (c)
Probléme 1
Soit n un entier avec n > 2 30,5 points

On considére une urne contenant n boules noires et 2 boules blanches, toutes indiscernables.

Aline effectue des tirages successifs d’une boule sans remise dans I'urne jusqu’a obtenir une boule blanche.

Elle laisse alors la place & un deuxiéme joueur, Bob, qui effectue des tirages successifs d’'une boule avec remise dans 1'urne
jusqu’a obtenir ’autre boule blanche.

On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirées par Aline avant de tirer une boule blanche et
on appelle Y la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirées par Bob avant de tirer la boule blanche (s’il
ne reste plus de boule noire, on a donc Y = 0).

Par exemple, si n = 9 et que les tirages successifs ont donné une boule : « noire, blanche, noire, noire, noire, noire, blanche »
alors :

Aline a effectué deux tirages, elle a retiré une boule noire puis une boule blanche de 'urne;

I’'urne contient maintenant 9 boules : 8 noires et une blanche;

e Bob a effectué ensuite cing tirages dans cette urne, il a pioché 4 boules noires qu’il a reposées dans 'urne apés chaque
tirage puis il a pioché la boule blanche;

e X vaut 1 et Y vaut 4

Pour ¢ € N*, on note B; ’événement « au i“™° tirage on a obtenu une boule blanche ».

Partie 1 - cas particulier ot n = 2
On suppose donc ici que I'urne contient initialement 2 boules blanches et 2 boules noires. 20 points
1. Exprimer les événements [X = 0],[X = 1], [X = 2] a l'aide des événements By, By, B3 1 point

[X = 0] signifie qu’aucune boule noire n’a été tirée avant de tirer une blanche, donc qu’une blanche a été tirée dés le
premier tirage, donc [X = 0] = By

de méme [X = 1] signifie qu’une boule noire a été tirée avant de tirer une blanche, donc [X = 1] = By N By

et [X = 2] signifie que deux boules noires ont été tirées avant de tirer une blanche, donc [X = 2] = B; N By N B3



. En déduire les probabilités des événements : [X = 0], [X = 1], [X = 2] 1,5 points

1
P(X =0)=P(B) = 3 (car il y a 2 boules blanches sur les 4 et chaque tirage est équiprobable).

Pour les autres, les événements ne sont pas indépendants donc on utilise la formule des probabilités composées,
P(X =1) = P(B1)Pg, (Bz) et P(X =2) = P(B1)Pg, (B2)P3,np,(Bs)

_ 1 2 - 1
or P(By) = 3 Py (Bs) = 3 (il reste alors 2 boules blanches sur les 3), de fait Py (B2) = -
et de méme Pg 5,(B3) = 1 (il ne reste alors que 2 boules blanches).
1 2 1 1 1 1
donc P(X =1)=-x-=-et P(X=2)=-x-x1==
2 3 3 2 3 6
. En déduire ’espérance et la variance de X 1,5 points
1 2 2
PardéﬁnitionE(X):OxP(X:0)+1xP(X:1)+2><P(X:2):§+6:§
1 4
de méme, B(X?) = 0’ x P(X = 0)+ 12 x P(X = 1)+ 22 x P(X = 2) = 3t = let d’aprés la formule de
. ) ) 2\? 4 5
Koenig-Huygens, V(X) = E(X*) - EB(X)* =1— 3 :175:5
1
. Montrer que la probabilité de I’événement [Y = 0] est donnée par : P(Y =0) = 5 1,5 points

Il y a 3 situations possibles lorsque Bob commence : il reste 2 (cas X = 0), une (cas X = 1) ou aucune (cas X = 2)
boule(s) noire(s)
donc d’apreés la formule des probabilités totales (car [X = 0], [X = 1],[X = 2] forme un systéme complet d’événements),
P(Y=0)=P(X =0)P(Y =0/X =0)+ P(X = )P(Y =0|X = 1)+ P(X = 2)P(Y = 0|X = 2)
or PY =0|X =0) = 3 (cas ot il ne tire aucune boule noire avant de tirer la blanche restante, sachant qu’ici il reste
deux boules noires et une boule blanche au moment ou il commence)

1
PY=0X=1)= 3 (cas ou il tire une boule noire avant de tirer la blanche restante, sachant qu’ici il reste une boule

noires et une boule blanche au moment o il commence)
P(Y =0|X =2) =1 (cas ou il tire deux boules noire avant de tirer la blanche restante, sachant qu’ici il ne reste qu’une
boule blanche au moment ou il commence)

1 1 1 1 1 1 1 1 3 1
dOnCP(Y=0)=§X§+§X§+6X1=6+6+6:6:§
. Pour tout entier i tel que i > 1, déterminer les probabilités suivantes : 2,5 points
P(X=0n[Y =i), P(X=1n[Y=4), P(X=2n[ =1
Par définition des probabilités conditionnelles : P([X =0]N[Y =i]) = P(X = 0)P([Y = {]|[X = 0])
P(IX =1]n[Y =i)) = P(X = DP([Y = i]|[X = 1]) et P(IX =2]A[Y =]) = P(X = 2)P([Y =[x = 2])

[Y" =] correspond pour Bob & i tirages d’une noire puis du tirage de la blanche

2\' 1 1/2)
donc P([Y =i]|[X = 0]) = <§) 3 et donc P([X =0]N[Y =1]) = 5 <§)
commence & tirer, il reste deux boules noires et une boule blanche)

de meme P([X = 0] [Y = i]) = (%)% _ (%)ZH et donc P([X = 1] N[V = i) = % (%)m (sachant [X = 1] =

quand Bob commence & tirer, il reste une boule noire et une boule blanche)
P(Y =4]|[X =2]) =0donc P([X =2]N[Y =4]) =0 (car ¢ > 1 donc il ne peut tirer aucune boule noire avant de tirer
la blanche, sachant [X = 2] = quand Bob commence & tirer, il ne reste qu’une boule blanche.

1
3 (sachant [X = 0] = quand Bob

11\ 1/2\
. En déduire que pour i € N*, P(Y =) = 6 (5) + 6 <§) 1 point

Comme plus haut, d’aprés la formule des probabilités totales (car [X = 0], [X = 1], [X = 2] forme un systéme complet
d’événements),
P(Y =i) = P(X = 0N [Y =i]) + P(X = 1A [Y = i) + P(X =2 N [Y = ]

n
L2\ LN TN LN 2N Y
2\3/) 3 3\2 23 \3 32\2/)  61\3 6\ 2

. Que doit valoir Z P(Y =14)? Vérifier le résultat attendu. 2 points
1=0

Y (©2) = N, car Bob peut tirer aucune, ou une, deux, ...,n boule(s) noire(s) avant de tirer la blance (n pouvant étre



“+o0
indéfiniment grand), donc (Y = i);en forme un systéme complet d’événements, de fait Z P(Y =i) =1, ce que l'on va
i=0
vérifier par le calcul : Z P(Y = i) converge car il s’agit d’'une combinaison de deux séries géométriques convergentes
i>1
1 1/2

puisque pour i > 1,P(Y =) = 5 (5) + G (g)

+o00 7 400 1
1 1 2 1
d’une part, ; <§> akpn 2 — 1 =1 et d’autre part, Z ( ) akpn % — 1 = 2 (attention il faut retranche le premier
terme a chaque fois car les sommes commencent & 1)
+oo
1 1 3 1
d érati les séri PY=i)==-x1l4+=-x2===~—
onc par opérations sur les séries ; ( 1) 5 + 5 6=75
= 11
or P(Y =3 donc ZP (Y:O)+Z;P(Y:i):§+§:1comme attendu
) 4 ,
8. Montrer que Y admet une espérance, et que E(Y) = 5 2 points
Y admet une espérance dés lors que la série Z iP(Y = ZZP ) converge (absolument)
i>0 i>1
or ZiP(Y =1i)= Zz (2 l + - l (car la formule pour P(Y = i) est valable & partir de i = 1)
i>1 > \6\3 612
1 2\" 1 ' 1 2 2\" 1 1 !
d iP(Y =1i) =~ | = - i) ==x< | = - X = | = linéarité deux foi
onc;z ( i) 6;l<3> +6;Z<2) 6 3;z<3) +6 2;z<2> (par linéarité deux fois)

2\" 2\"
or Zz <—> et Zz <§> sont deux séries géométriques dérivées convergentes car

+OO. ) ) 1 +oo' 1 i 1 1
de plus Zl(g) = (17%)2 = (%)2 =g =9et 21(5) = (17%)2 = (%)2 =
+oo

4
donc par opérations sur les séries convergentes i P(Y = 1) converge et 'PY:':—XQ —><4_1 — ==
nc par opérations sur ri nvergen Z.E>1Z ( i) converg ;:1@ ( i) 5 —|—12 +3 3

2 1
- let |- 1
2| <vetf3|<

=4

©l=| =
N

9. Onpose Z=Y (Y —1)
a. Déterminer Z(12) 1 point
Z(Q) est I'image de Q par Z et donc par Y(V —1) =Y? — 1
or V() = N donc Z(Q) = {n*? — 1,n € N}, c’est-a-dire ’'ensemble des carrés d’entiers moins 1.
b. Justifier que Z admet une espérance, et calculer E(Z) 2 points

On peut écrire Z = f(Y') ou f est définie sur R par f(z) = 2(xz — 1) donc par théoréme de transfert Z admet une
espérance dés lors que Z f(@)P(Y =) converge (absolument) car Y (Q2) = N

or Y fH)P(Y =1i) = gz(z —DP(Y =i) =Y i(i—1)P(Y =i) = %Zz’(i —-1) (%) + %Zi(i —-1) (%)
120 120 5 122 . ) 122 ; 122
= % x (;) ;i(if 1) (%) + % <%> i;i(pn <%)

= %i;i(i— 1) (g) + ﬂ mz‘(i— 1) (%)

comme plus haut, on a utilisé la linéarité deux fois et on trouve une combinaison linéaire de deux séries géométriques

dérivées d’ordre 2 convergentes (de méme |g| < 1) : Z (i — 1) ( > et Z i(i—1) ( > convergent

=2 =2
©= 2\ 2 2 1
deplus,Zz(zfl) 2] =—==z=2x jf2x27etz i(i — 1) fﬁ:2x1:16
i=2 (1*5) 27 (1*5) 8
2 14

2 1
donch convergeeth i):2—7x2x27+ﬂx8:4+§:§
=0 1=0
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i.e. Z admet une espérance et E(Z) = 3

10. En déduire que Y admet un moment d’ordre 2 et que E(Y2) =6 1 point
Z=YY -1 = Y? —Y donc Y? = Z +Y, donc par linéarité de 'espérance, Y2 admet une espérance, i.e. Y admet
14 4 18
un moment d’ordre 2, et E(Y?) = E(Z) + E(Y) = 3 + 3=73 =
11. Calculer la variance de Y 1 point
4\*> 54 16 38
D’aprés la formule de Koenig-Huygens, V(Y) = E(Y?) — BE(Y)? =6 — (5) =93 9°-9
12. Expliquer ce que réalise le programme suivant (on détaillera notamment le résultat de son exécution). 2 points

import numpy.random as rd # import de la bibliothéque random pour la loi géométrique
import numpy as np # pour l’utilisation de max, zeros et arange
import matplotlib.pyplot as plt # pour la représentation

x=rd.geometric (0.2,10000) # 10 000 simulations d’une v.a. suivant une loi géométrique
n=np.max(x) # on prend le maximum des valeurs trouvés
y=np.zeros(n) # on créée une liste de n zéros qui sera le compteur

for i in range (0, 10000): # pour chaque réalisation de la variable aléatoire

j=x[i] # si la valeur de la i-éme expérience est j

y[j-11=y[j-11+1 # on augmente d’une unité la case correspondante dans le compteur
# y contient alors le nombre d’occurences de chaque valeur
y=y/10000 # y contient maintenant les fréquences d’occurence de chaque valeur

a=np.arange (1,n+1,1) # créée une liste d’entiers entre 1 et n

z=[(0.8) **i*0.2 for i in range (0,n)] # créée la liste des valeurs théoriques de la loi géométrique

plt.bar(a,y,width=0.8,color="b’) # représente les valeurs empiriques sous la forme d’un diagramme en
batons

plt.bar(a,z,width=0.5,color="r’) # représente de méme les valeurs théoriques (largeur plus fine)

plt.show ()

Ce programme simule 10 000 réalisations d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre 0, 2 et renvoie
un graphique qui permet de comparer les fréquences d’apparition de chaque valeur obtenue de maniére empirique par
rapport aux valeurs théoriques des probabilités de la loi.

Partie 2 - cas général

On suppose ici que n > 2 7 points
1. Calculer P(X =0) 1 point
[X = 0] correspond toujours au fait de tirer une boule blanche en premier. Et il y a ici 2 issues favorables sur les n + 1

et comme elles sont équiprobables, P(X = 0) = RLH
2. Pour tout k € [1,n], exprimer ’événement [X = k] a l'aide des événements B; 1 point

Comme plus haut [X = k] correspond au tirages de k boules noires puis d’une boule blanche

donc [X = k] = (ﬁ Bl> ﬂBk-{-l

i=1
2n—k+1) )
3. Pour tout k£ € [1,n], montrer que P(X =k) = ———— 1,5 points
[L.] e PX=h) = o T 2) b
En appliquant la formule des probabilités composées a 'expression de [X = k] trouvée ci-dessus,
P(X =k) = P(B1)Pg, (B2)Pg,n5,(Bs3) - .- Pg,n..ap,_, (Bk) Pp,n..05, (Brt1)
k .
n+1—14 2 .. . i r e .
= H - car tant qu’uniquement des boules noires ont été tirées, pour en tirer une
¢:1n+3_l n+2—k

au i®™M® tirage, il faut prendre en compte que i — 1 boules noires ont été retirées sur les n boules noires initialement
) _ n—(i—1) n+1—1i
résentes et sur le total initial de n + 2 boules donc Vi € |1, k], Pg. ~...np" . (B;) = - = -
p II’ ]] BiN ﬂBl,l( 1) 7’L+2—(l—1) n+3_7/
2

n+2—=k

et a lissue du tirage des k noires il reste 2 boules blanche sur les n+2 — k& restantes donc P n..np, (Bry1) =

o 2nn—1)...(n+2—-Fk)(n+1—-k) _ 2n—k+1)
done P(X = k) = o e T (= 1), 3 —Wm 2=kt Do +2)

en simplifiant le produit n(n — 1)...(n 4+ 2 — k) qui apparait au numérateur et au dénominateur




4. Cette formule est-elle encore valable pour £k =07 0,5 point

2(n—k+1) 2(n+1) . .
Pour k£ =0, = = ce qui correspond bien & P(X = 0) trouvé plus haut,
nt+)n+2) @m+Dm+2) nt2 0 P ( ) P

donc la formule reste valable pour k£ = 0

n

5. a. Calculer 5, = Z(n —k)(n — k + 1) grace au changement d’indice i =n — k 1,5 points
k=0
En faisant comme suggéré le changement d’indice i = n — k, on trouve S,, = Z(n —k)n—k+1)= Z i(i+1)
k=0 i=0
(les bornes restent les mémes car k=0=1i=net k =n =1 =0)
= - = 1 1)(2n+ 1
donc S, = ZO(ZQ +1i) = ;iz + Zoz — n(n;r ) + nin + )6( n+l) en utilisant les résultats de la somme des

entiers et de la somme des carrés d’entier
n(n+1) (1+ 2n+1) _nn+1)2n+1+3 nn+1)2n+4) nn+1)(n+2)

donc S,, =

2 6 2 3 6 - 3

b. En déduire 'espérance E(n — X) de la variable aléatoire n — X 1 point

Comme X () = [0,n] (il ne peut y avoir plus de n boules noires avant le tirage de la premiére blanche),

d’aprés le théoréme de transfert, E(n — X) = Z(n —k)P(X =k)

k=0
= = 2(n —k+1) 2 - 2
—k)P(X =k)= —k = —kn—-k+1)= —F——85,
or ;(" JP( ) ;(" R 1) Rl o Y o) kzzo(” i< ) = BT+
2 1 2 2 1 2
donc E(n — X) = X n(n+1D(n+2) - (car Snzw)
(n+1)(n+2) 3 3 3
c. En déduire que E(X) = g 0,5 point
2
Par linéarité de l'espérance, E(n — X) =n — E(X) donc E(X)=n—E(n—X)=n— ?n = g
Partie 3 - cas particulier ot Aline n’obtient pas de boule noire
Comme dans la partie précédente, n > 2 3,5 points

On suppose ici que X = 0, autrement dit que Aline obtient une boule blanche au premier tirage.
On note T la variable aléatoire définie par T =Y + 1

1. Combien de boules au total contient I'urne au moment ot Bob commence & jouer ? Combien de boules blanches ?

Comme Aline a pioché une boule blanche dés le premier tirage, au moment o Bob commence, il ne reste plus qu’une
boule blanche et il reste toujours n boules noires, donc n + 1 boules au total. 0,5 point

2. Justifier que T suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre. 1 point

Y correspond au nombre de boules noires tirées avant le « premier succeés » (le tirage de la blanche), donc Y compte
le nombre d’échecs avant le premier succés. De sorte que si ce succés intervient au k°™° tirage, Y =k — 1 et T = k,
donc T est simplement le rang d’appariation du premier succés dans une expérience ol on répéte de maniére identique

1
1 (1 blanche

(tirage avec remise) et indépendant une méme épreuve de Bernoulli donc le paramétre de succés vaut

sur les n 4+ 1 boules au total).

donc T suit une loi géométrique de parameétre

n+1
3. Donner E(T) et V(T) 1 point
D’apres le cours, E(T):lz%:n—f—let V(T):i: "LHQ =" (n+1)*=n(n+1)
P P’ (L) n+1
n+1
4. En déduire E(Y) et V(Y) 1 point

Par linéarité de 'espérance, Y =T —1=E(Y)=E(T)-1=n+1—-1=n
et par propriété de la variance (V(X +b) = V(X)), on trouve V(Y) =V(T) =n(n+1)

10



Exercice 4 8 points

1 1 1 0
01 01
Soit, M la matrice définie par M =
0 011
0 0 01
1. Soit N la matrice telle que M = I, + N
a. Pour tout n € N, calculer N" 1,5 points
01 10 0 0 0 2 0 0 0O
. 0 0 01 5 0 0 0O 3 0 0 0O
Par définition, de N =M — [, = donc N° = et N° =
0 0 01 00 0O 0 0 0O
00 0O 00 0O 0 0 0O
de fait Vn > 4N, N" = N"3N3 = 03 car N® = 03(N" 2 est bien défini par n —3 > 1)
-1
b. Montrer que Vn € N, M™ = I, + nN + %NQ 1,5 points
2 2 1 : n n(n — 1) 2
Par récurrence! Pour n € N, on définit ’assertion P(n) : M"™ = Iy + nN + TN
Initialisation : P(0) est vraie < M® = I, + ON + ON? & M = I, ce qui est vrai, donc P(0) est vraie.
-1
Heérédité : soit n € N, supposons P(n) vraie, alors M" = I, + nN + %NQ par hypothése
-1
or MP1 = MM et M = I, + N, done M™ = (I, + nN + 2= D ny 4 vy

1 1 1
doncM"“:I4+nN+%N2+N+nN2+%N3:I4+(n+1)N+ (%Hz) N2 car N® =0
1 1) 42 142 1 1
Or%—i—n:n(n 2)+ n:n(n + ):n(n;_ )donCMn+1:I4+(n+1)N+wN2

2
i.e. P(n+ 1) est vraie, d’ou I’hérédité et donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie.

g )

2. On considére maintenant le graphe dont M est la matrice d’adjacence.

a. Représenter ce graphe. 1 point
La matrice n’est pas symétrique, il s’agit donc d’un graphe orienté.
Chaque sommet posséde une boucle (de fait le graphe n’est pas simple).
On note 1, 2, 3 et 4 les sommets dans l'ordre des lignes.

(BD——GD

b. En utilisant le critére de connexité d’un graphe & partir de sa matrice d’adjacence, déterminer si ce graphe est
connexe. 1,5 points

Visuellement, on comprend que ce graphe n’est pas connexe (on ne peut aller du sommet 4 au sommet 1 par
exemple. Et de maniére évidente avec le critére de connexité, on trouve que le graphe n’est pas connexe puisque
vk € [[0,3]],Mk (v compris MY = I,) n’a que des coefficients nuls sous la diagonale, de fait ce sera le cas
de I, + M + M? + M?, pour étre plus explicite, on peut utiliser la formule de la question 1.b. qui donne
M?=1,+2N + N? et M®> =1, + 3N + 3N?

4 6 6 8
: 2 3 2 2 2 0 406
de fait L + M +M*+M° =14+ 14+ N+I4+2N+N*+1,+3N+3N° =414+ 6N + 4N~ =
0 0 4 6
0 0 0 4
c. Ecrire un programme Python qui permet de visualiser le résultat de ce critére. 1,5 points

import numpy as np

import numpy.linalg as al # pour les puissances

# on définit la matrice d’adjacence

M=np.array([[1 , 1 , 1 ,01,[0 , 1,0 ,11,[0,0,1,11,[0,0,0,11D



# matrice de connexité
M_C=np.zeros (4) # ne contient que des zéros au début
for k in range (0,4):
M_C=M_C+al.matrix_power (M,k) # on compléte en ajoutant les puissances (entre 0 et 3) de M

. Combien existe-t-il de chaine(s) de longueur 32 pour aller du sommet 2 au sommet 37 1 point

On voit sur le graphe qu’il n’est pas possible d’aller du sommet 2 au sommet 3.
Mathématiquement, le coefficient 2, 3 (2°™¢ lignet et 3°™¢ colonne) de la matrice M3? donne ce résultat (le nombre
de chaines de longueur 32 pour aller du sommet 2 au sommet 3)

32 x 31
or d’aprés 1.b. M3* = I, + 32N + =" N?

et les coefficients 2,3 et Iy, N et N? sont nuls
donc il n’y a aucune chaine de longueur 32 pour aller du sommet 2 au sommet 3
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