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i
e 1 7 points1. On s'intéresse à l'équation di�érentielle E1 : y′(t) = −3y(t) + 4e−3ta. Donner les fon
tions f dé�nies et dérivables sur R véri�ant l'équation di�érentielle y′ = −3y 0,5 pointIl s'agit d'une équation homogène linéaire du premier ordre dont les solutions sont, par propriété, les fon
tions
t 7→ λe−3t où λ ∈ Rb. Montrer que la fon
tion t 7→ 4te−3t est une solution de l'équation di�érentielle E1 1,5 pointsIl su�t de véri�er, on appelle f0 
ette fon
tionalors en notant u(t) = 4t et v(t) = e−3t, on trouve u′(t) = 4 et v′(t) = −3e−3tet f0 = uv ⇒ f ′

0 = u′v + uv′ et don
 ∀t ∈ R, f ′

0(t) = 4e−3t + 4t(−3e−3t) = 4e−3t − 12te−3tet −3f0(t) + 4e−3t = (−3)4te−3t + 4e−3t = −12te−3t + 4e−3tdon
 ∀t ∈ R, f ′

0(t) = −3f0(t) + 4e−3tet don
 f0 est bien une solution parti
ulière de l'équation y′(t) = −3y(t) + 4e−3t
. Déterminer toutes les solutions de E1 0,5 pointPar propriété, il su�t de superposer l'ensemble des solutions de l'équation homogène à la solution parti
ulière, etdon
 l'ensemble des solutions de E1 est S =
{

t 7→ 4te−3t + λe−3t, λ ∈ R
}d. Cette équation admet-elle une situation d'équilibre ? 1 pointIl est 
lair que 
ette équation n'admet pas de situation d'équilibre 
ar le se
ond membre n'est pas 
onstant. Or,une situation d'équilibre suppose une solution 
onstante, 
e qui n'est pas possible.Nota bene : on peut remarquer que toutes les solutions tendent vers 0 quand t tend vers +∞par propriété sur les fon
tions usuelles lim

t→+∞

e−3t = 0 et par 
roissan
e 
omparée lim
t→+∞

te−3t = 0don
 par opération, toute solution de E1 tend vers 0 quand t tend vers +∞or la fon
tion nulle (i.e. la fon
tion qui vaut toujours 0) n'est pas solution de l'équation di�érentielle, don
 il nes'agit pas d'une situation d'équilibre.2. On s'intéresse à l'équation di�érentielle E2 : y′′ + 5y′ − 6y = 18a. Résoudre l'équation di�érentielle E2 2 pointsDans un premier temps, on résoud l'équation homogène linéaire du se
ond ordre y′′ + 5y′ − 6y = 0 et pour 
elaon 
ommen
e par déterminer les ra
ines du trin�me x2 + 5x− 6or de manière évidente, 1 est une ra
ine, de fait l'autre ra
ine est −6don
 les solutions sont, par propriété, les fon
tions t 7→ λet + µe−6t où (λ, µ) ∈ R
2ensuite, 
omme le se
ond membre de l'équation est 
onstant, on 
her
he une solution parti
ulière 
onstanteor ave
 une fon
tion f dé�nie par ∀t ∈ R, f(t) = k où k ∈ Ralors ∀t ∈ R, f ′(t) = f ′′(t) = 0 (
ar f est 
onstante) et don
 :

f solution ⇔ −6f(t) = 18 ⇔ ∀t ∈ R,−6k = 18 ⇔ k = −3don
 t 7→ −3 est une solution parti
ulière de l'équationdon
 par propriété, l'ensemble des solutions de E2 est S =
{

t 7→ −3 + λet + µe−6t, (λ, µ) ∈ R
2
}b. Déterminer la solution de l'équation di�érentielle E2 véri�ant y(0) = 0 et y′(0) = 1 1,5 pointsSoit f une solution de l'équation E2, alors d'après la question pré
édente ∃(λ, µ) ∈ R

2, ∀t ∈ R, f(t) = −3 + λet +
µe−6t don
 f(0) = −3 + λ+muet ∀t ∈ R, f ′(t) = λet − 6µe−6t don
 f ′(0) = λ− 6µdon
 si on souhaite que f véri�e y(0) = 0 et y′(0) = 1, alors 
ela entraine −3 + λ + µ = 0 et λ − 6µ = 1 soit






λ+ µ = 3

λ− 6µ = 1don
 en faisant la di�éren
e des deux lignes, on trouve, 7µ = 2 et don
 µ =
2

7de fait λ = 1 + 6µ = 1 +
12

7
=

19

7don
 l'unique solution de E2 véri�ant y(0) = 0 et y′(0) = 1 est la fon
tion t 7→ −3 +
19

7
et +

2

7
e−6t1



Exer
i
e 2Pour tout entier naturel n, on pose pour tout réel x de [0; 1], gn(x) = ln(1 + e−nx) et In =

∫ 1

0

gn(x)dx 7,5 points1. a. Montrer que ∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N, gn+1(x) 6 gn(x) 1 point
∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N : nx 6 (n + 1)x don
 −nx > −(n + 1)x don
 e−nx

> e−(n+1)x par 
roissan
e de la fon
tionexponentielledon
 1 + e−nx
> 1 + e−(n+1)x don
 ln(1 + e−nx) > ln(1 + e−(n+1)x) par 
roissan
e du logarithme népérien, soit

gn+1(x) 6 gn(x)b. En déduire que la suite (In)n>0 est dé
roissante. 0,5 pointComme ∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N,gn+1(x) 6 gn(x) alors In+1 6 In par 
roissan
e de l'intégrale (et 
ar 0 6 1).don
 la suite (In)n>0 est dé
roissante.
. Montrer que la suite (In)n>0 est 
onvergente. 0,5 point
∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N,0 6 gn(x) (d'après la partie 1 , question 3.d)) don
 par positivité de l'intégrale, , ∀n ∈ N,0 6 In.Comme la suite (In)n>0 est dé
roissante et minorée par 0 alors la suite (In)n>0 est 
onvergente d'après le théorèmede la limite monotone.2. a. A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n, 1,5 points

In = ln
(

1 + e−n
)

+ n

∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dxPour tout entier naturel n, posons u′(x) = 1 et vn(x) = ln

(

1 + e−nx
)on peut alors avoir u(x) = x et v′n(x) = −ne−nx

1 + e−nxdon
, par intégration par parties :
In =

[

x ln
(

1 + e−nx
)]1

0
−
∫ 1

0

x
(−ne−nx)

1 + e−nx
dx = ln

(

1 + e−n
)

+ n

∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dx par linéarité de l'intégrale.b. Montrer que ∀n ∈ N, 0 6 In 6 ln

(

1 + e−n
)

+ n

∫ 1

0

xe−nxdx 1,5 pointsD'après 1.b., ∀n ∈ N, 0 6 Inde plus, ∀x ∈ [0; 1], ∀n ∈ N, e−nx
> 0 don
 1 + e−nx

> 1 et don
 1 >
1

1 + e−nx
par dé
roissan
e de la fon
tioninverse sur ]0,+∞[ et don
 xe−nx

1
>

xe−nx

1 + e−nx
(
ar xe−nx

> 0)par 
roissan
e de l'intégrale (
ar 0 6 1), il en résulte que ∀n ∈ N,

∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dx 6

∫ 1

0

xe−nxainsi ∀n ∈ N, 0 6 ln
(

1 + e−n
)

+

∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dx 6 ln

(

1 + e−n
)

+ n

∫ 1

0

xe−nxdxi.e. (d'après 2.a.) 0 6 In 6 ln
(

1 + e−n
)

+ n

∫ 1

0

xe−nxdx
. Pour tout entier naturel n non nul, 
al
uler ∫ 1

0

xe−nxdx 1,5 pointsPour tout entier naturel n non nul, posons u′

n(x) = e−nx et v(x) = xon peut alors avoir : un(x) =
e−nx

−n
et v′(x) = 1alors, par intégration par parties :

∫ 1

0

xe−nxdx =

[

x
e−nx

−n

]1

0

−
∫ 1

0

e−nx

−n
dx =

−e−n

n
+

1

n

∫ 1

0

e−nxdx =
−e−n

n
+

1

n

[

e−nx

−n

]1

0

=
−e−n

n
+

1− e−n

n2d. En déduire lim
n→+∞

In 1 pointComme lim
n→+∞

e−n = 0 (
omposition � exp(−∞) �) alors par 
ontinuité de ln, lim
n→+∞

ln
(

1 + e−n
)

= ln(1) = 0et don
 par opérations lim
n→+∞

[

ln
(

1 + e−n
)

− e−n +
1− e−n

n

]

= 0 (� = 0− 0 +
1− 0

+∞ �)or d'après 2.b. et 
. ∀n ∈ N, 0 6 In 6 ln
(

1 + e−n
)

− e−n +
1− e−n

n

ar n ∫ 1

0

xe−nxdx = −e−n +
1− e−n

ndon
 d'après le théorème des gendarmes, on a lim
n→+∞

In = 02



Exer
i
e 3 28 pointsSoit f la fon
tion dé�nie sur R par f(x) = ex

e2x + 11. a. Démontrer que f est paire sur R 1 pointLe domaine de dé�nition de f est symétrique par rapport à 0de plus pour x ∈ R, alors f(−x) =
e−x

e−2x + 1
=

e2x

e2x
× e−x

e−2x + 1
=

e2xe−x

e2x(e−2x + 1)
=

ex

1 + e2x
= f(x)don
 f est paire.b. Justi�er que f est C

1 sur R, étudier ses variations et ses limites. 2,5 points
x 7→ ex et x 7→ e2x sont C

1 (et même C
∞) don
 f est C

1 en tant que quotient et addition de fon
tions C
1de plus, pour x ∈ R, f ′(x) =

ex(e2x + 1)− ex × 2e2x

(e2x + 1)2
=

e3x + ex − 2e3x

(e2x + 1)2
=

ex − e3x

(e2x + 1)2

f ′(x) est don
 du signe de ex − e3x que l'on peut é
rire ex − e3x = ex(1− e2x)or ∀x ∈ R+, e
2x

> 1 ⇒ 1− e2x 6 0 et don
 f ′(x) 6 0de fait f est dé
roissante sur R+ et don
 
roissante sur R− (
ar elle est paire).en�n il faut fa
toriser par les termes dominants pour lever l'indétermination en +∞ :
f(x) =

ex

e2x + 1
=

ex

e2x
× 1

1 + e−2x
=

1

ex
× 1

1 + e−2x
or lim

x→+∞

1

ex
= 0 et lim

x→+∞

1

1 + e−2x
= 1don
 par produit lim

x→+∞
f(x) = 0 et par symétrie, f étant paire, lim

x→−∞
f(x) = 0
. Montrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution ℓ ∈ R+ 2 pointsPour x ∈ R+, on pose g(x) = f(x)− x, alors g est C

1 et g′(x) = f ′(x) − 1or, 
omme nous l'avons montré plus haut, pour x ∈ R+, f
′(x) 6 0 don
 f ′(x)− 1 < 0, i.e. g′(x) < 0don
 g est stri
tement dé
roissante sur R+, de plus elle est 
ontinue, don
 d'après le théorème de la bije
tion, elleréalise une bije
tion de R+ sur ] lim

x→+∞

g(x), g(0)

]or g(0) = f(0)− 0 =
1

2
et lim

x→+∞

f(x) = 0, don
 lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

f(x)− x = −∞don
 g réalise une bije
tion de R+ sur ]−∞,
1

2

]de fait l'équation f(x) = x ⇔ g(x) = 0 admet une unique solution sur Rd. Justi�er que : 0 6 ℓ 6
1

2Données numériques : e 1

2 ≃ 1, 65 et e ≃ 2, 72 1 pointToujours ave
 g, g(0) = 1

2
et g(1

2

)

=
e

1

2

1 + e
− 1

2
et d'après les données de l'énon
é, e 1

2 > 1, 7 et 1 + e > 3, 6,don
 1

1 + e
6

1

3, 6
don
 e

1

2

1 + e
6

1, 7

3, 6
<

1

2
don
 e

1

2

1 + e
− 1

2
< 0 i.e. g(1

2

)

< 0don
, g étant toujours 
ontinue, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, l'équation g(x) = 0 admet unesolution sur [0, 1
2

], mais ℓ est l'unique solution de 
ette équation sur R+ don
 ℓ ∈
[

0,
1

2

]Autre option : ℓ ∈ R
+ don
 d'après l'étude 0 6 f(ℓ) 6

1

2
or ℓ = f(ℓ) don
 0 6 ℓ 6

1

2e. Montrer que : ∀x > 0, |f ′(x)| 6 f(x) et en déduire que : ∀x > 0, |f ′(x)| 6 1

2
1,5 pointComme nous l'avons vu plus haut, pour x ∈ R+, e

x − e3x 6 0 et don
 |f ′(x)| =
∣

∣

∣

∣

ex − e3x

(e2x + 1)2

∣

∣

∣

∣

=
e3x − ex

(e2x + 1)2or e2x + 1 > e2x don
 1

e2x + 1
6

1

e2x
(
ar la fon
tion inverse est dé
roissante sur R+)don
 e3x − ex

e2x + 1
6

e3x − ex

e2x
(
ar e3x − ex > 0) de plus e3x − ex

e2x
=

e3x

e2x
− ex

e2x
6

e3x

e2x
= ex don
 e3x − ex

e2x + 1
6 exet don
 1

e2x + 1
× e3x − ex

e2x + 1
6

1

e2x + 1
× ex (
ar 1

e2x + 1
> 0) i.e. |f ′(x)| 6 f(x)Option 2 : e3x − ex = ex(e2x − 1) or e2x − 1 6 e2x + 1 don
 e3x − ex 6 ex(e2x + 1)et don
 e3x − ex

e2x + 1
6

ex(e2x + 1)

(e2x + 1)2
=

ex

e2x + 1
i.e. |f ′(x)| 6 f(x)3



Option 3 : on 
al
ule f(x)−|f ′(x)| (rédu
tion au même dénominateur) et après simpli�
ations, on trouve fa
ilementque 
'est positif.Par ailleurs, d'après la question 1.a., f est 
roissante sur R− et dé
roissante sur R+, don
 f admet un maximumen 0 et f(0) = 1

2
, don
 ∀x ∈ R, f(x) 6

1

2don
 on déduit de l'inégalité |f ′(x)| 6 f(x), que ∀x ∈ R+, |f ′(x)| 6 1

2f. Véri�er que f

([

0,
1

2

])

⊂
[

0,
1

2

] 1 pointComme nous l'avons vu à la question pré
édente, ∀x ∈ R+, f(x) 6
1

2
(f(0) = 1

2
et f est dé
roissante sur R+)or ∀x ∈ R, f(x) > 0 don
 ∀x ∈ R+, 0 6 f(x) 6

1

2
et a fortiori ∀x ∈

[

0,
1

2

]

, 0 6 f(x) 6
1

2
i.e. f ([0, 1

2

])

⊂
[

0,
1

2

]2. On dé�nit la suite (un)n∈N par : u0 = 0 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)a. Montrer que, pour tout n ∈ N, un ∈
[

0,
1

2

] 1 pointPour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : un ∈
[

0,
1

2

]Initialisation : u0 = 0 don
 P (0) est vraie.Hérédité : soit n ∈ N tel que P (n) soit vraiepar hypothèse, un ∈
[

0,
1

2

], or d'après 1.f si x ∈
[

0,
1

2

] alors f(x) ∈ [0, 1
2

], don
 f(un) ∈
[

0,
1

2

] i.e. un+1 ∈
[

0,
1

2

]don
 P (n+ 1) est vraie d'où l'hérédité et don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.b. Montrer que, pour tout n ∈ N : |un+1 − ℓ| 6 1

2
|un − ℓ| puis que |un − ℓ| 6 1

2n+1
2,5 points

|f ′| est majorée par 1

2
sur R+ (d'après 1.e) et f ′ est 
ontinue 
ar f est C

1don
 d'après l'inégalité des a

roissements �nis, ∀(a, b) ∈ R
2, |f(b)− f(a)| 6 1

2
|b− a| et en parti
ulier ave
 a = ℓet b = un (qui appartiennent à R+), on obtient : |f(un)− f(ℓ)| 6 1

2
|un − ℓ| i.e. |un+1 − ℓ| 6 1

2
|un − ℓ|
ar par dé�nition de ℓ et (un)n∈N, f(ℓ) = ℓ et f(un) = un+1Pour n ∈ N, on pose désormais Q(n) : |un − ℓ| 6 1

2n+1Initialisation : Q(0) est vraie ⇔ |u0 − ℓ| 6 1

21
⇔ |ℓ| 6 1

2

e qui est vrai d'après 1.d. don
 Q(0) est vraie.Hérédité : soit n ∈ N, supposons Q(n) vraied'après l'inégalité démontrée au début de la question, |un+1 − ℓ| 6 1

2
|un − ℓ|or par hypothèse de ré
urren
e |un − ℓ| 6 1

2n+1
don
 1

2
|un − ℓ| 6 1

2n+2
et don
 |un+1 − ℓ| 6 1

2n+2i.e. Q(n+ 1) est vraie d'où l'hérédité, don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie.
. En déduire que la suite (un)n∈N 
onverge vers ℓ 1 point
lim

n→+∞

1

2n+1
= 0 (limite usuelle qn ave
 |q| < 1)don
 par théorème d'en
adrement lim

n→+∞
|un − ℓ| = 0 
e qui est équivalent à lim

n→+∞
un = ℓ3. Informatique : ave
 Python,a. é
rire une fon
tion f qui prend en entrée un réel x et qui 
al
ule f(x) 0,75 point

import numpy as np

def f(x):

return np.exp (x)/( np.exp (2* x)+1)b. en utilisant la fon
tion f pré
édente, é
rire une fon
tion SuiteU qui prend en entrée un entier positif n et qui
al
ule un 1,25 points
4



def SuiteU (n):

u=0

for i in range (1,n +1) :

u=f(u)

return u

Le 
al
ul des termes de la suite se fait de manière itérative, il faut don
 in
lurei
i une bou
le dans la dé�nition de la fon
tion pour 
al
uler progressivementles valeurs en utilisant la fon
tion f prédé�nie. On propose i
i une variableauxilaire u que l'on initialise à 0 et qui prendra progressivement les valeurs dela suite (on pourrait aussi dé�nir la fon
tion de manière ré
ursive). La dernièrevaleur 
al
ulée sera un, 
e que l'on indique 
omme résultat en sortie.
. en utilisant la fon
tion SuiteU pré
édente, é
rire un programme qui permet d'obtenir une valeur appro
hée de ℓà 10−6 près ? 1,5 pointsDès lors que 1

2n+1
6 10−6, l'inégalité de la question 3.b entraine |un−ℓ| 6 10−6 don
on va 
al
uler progressivement les valeurs 1

2n+1
jusqu'à 
e qu'il devienne inférieurà 10−6, tout en in
rémentant n et on saura que la dernière valeur de n entraine lapré
ision su�sante pour un

n=0

while 1/2** n >10**( -6):

n=n+1

l= SuiteU (n)

print (l)4. Etude de 
onvexité de f et représentation graphique.a. Démontrer que f est C
2 et que ∀x ∈ R, f ′′(x) =

ex(1− 6e2x + e4x)

(1 + e2x)3
2 pointsComme plus haut, f est C

2 (et même C
∞) puisqu'il s'agit d'un quotient de fon
tions C

2de plus ∀x ∈ R, f ′(x) =
ex − e3x

(1 + e2x)2
, don
 ∀x ∈ R, f ′′(x) =

(ex − 3e3x)(1 + e2x)2 − (ex − e3x)4e2x(1 + e2x)

(1 + e2x)4don
 f ′′(x) =
(ex − 3e3x)(1 + e2x)− 4e2x(ex − e3x)

(1 + e2x)3
=

ex + e3x − 3e3x − 3e5x − 4e3x + 4e5x

(1 + e2x)3
=

ex − 6e3x + e5x

(1 + e2x)3�nalement on peut é
rire f ′′(x) =
ex(1− 6e2x + e4x)

(1 + e2x)3
et don
 f ′′(x) est du signe de 1 − 6e2x + e4x = P (ex) ave


P le polyn�me dé�ni par P (x) = x4 − 6x2 + 1b. Démontrer que le polyn�me P (x) = x4 − 6x2 + 1 admet une unique ra
ine sur [1,+∞[, que l'on notera α 2 ptsOn peut remarquer que P (x) = (x2)2 − 6(x2) + 1, don
 si x0 est ra
ine de P alors x2
0 est ra
ine de x2 − 6x+1Onétudie alors x2 − 6x+ 1 qui a pour dis
riminant ∆ = 32 et pour ra
ines

x1 =
6−

√
32

2
= 3− 2

√
2(> 0 
ar 6√36 >

√
32) et x2 = 3 + 2

√
2(> 0)don
 les ra
ines de P sont √x1, −√

x1,
√
x2, −√

x2 et √x2, 
ette derniére est la seule ra
ine sur [1,+∞[en e�et de manière évidente x2 > 1 ⇒ √
x2 >

√
1 = 1 (par 
roissan
e de la ra
ine 
arrée) et −√

x1 et −√
x2 sontnégativesen�n 1 < 2 < 4 ⇒

√
1 <

√
2 <

√
4 (par stri
te 
roissan
e de la ra
ine 
arrée)i.e. 1 <

√
2 < 2 don
 2 < 2

√
2 < 4 et don
 −2

√
2 < −2 et de fait 3− 2

√
2 < 3− 2 i.e. x1 < 1 et don
 √

x1 < 1Méthode alternative : P ′(x) = 4x3−12x = 4x(x2−3), on en déduit alors le signe de P ′ puis les variations de P sur
[1,+∞[ et en parti
ulier qu'il admet une seule ra
ine sur 
et intervalle (on trouve P dé
roissante sur [1,√3] ave

P (1) < 0 don
 P ne peut s'annuler sur 
et intervalle, puis P stri
tement 
roissante sur [√3,+∞[ ave
 P (

√
3) < 0d'après les variations sur [1,√3] et lim

x→+∞

P (x) = +∞)
. En déduire le signe de f ′′ sur R+, puis déterminer la 
onvexité et les éventuels points d'in�exions de f sur R+On pourra exprimer les résultats en fon
tion de α 1 pointAve
 l'étude pré
édente, 
omme P (x) = (x+
√
x2)(x+

√
x1)(x−√

x1)(x−√
x2), on trouve que P (x) est négatifsur [1, α] et positif sur [α,+∞[de fait P (ex) est négatif lorsque ex ∈ [1, α] et positif lorsque ex ∈ [α,+∞[,i.e. P (ex) est négatif lorsque x ∈ [0, ln(α)] et positif lorsque ex ∈ [ln(α),+∞[ et don
 f ′′(x) aussi.don
 f est 
on
ave sur [0, ln(α)], 
onvexe sur [ln(α),+∞[ et f admet un point d'in�exion en ln(α)d. On note β = ln(α), donner en fon
tion de β, l'équation de la tangente à Cf au point d'abs
isse βQuelle est la parti
ularité de 
ette tangente ? 0,5 pointLa tangente à Cf au point d'abs
isse β a pour équation y = f ′(β)(x − β) + f(β)
omme il s'agit d'un point d'in�exion, la tangente traverse la 
ourbe au point (β, f(β)), la 
ourbe est en-dessousde la tangente à gau
he de β et au-dessus à droite.e. Sans 
al
ul, déterminer la 
onvexité et les éventuels points d'in�exions de f sur R− 0,5 pointComme f est paire, on en déduit que f est 
onvexe sur ] + ∞,− ln(α)], 
on
ave sur [− ln(α), 0] et f admet unpoint d'in�exion en − ln(α) 5



f. Représenter f graphiquement. 1,5 pointsDonnées numériques : β ≃ 0, 88

f(β) ≃ 0, 35 et f ′(β) = −1

4Le maximum en 0, la tangente au point d'in-�exion et la limite nulle en +∞ nous donnentdéjà une bonne idée de l'allure de la 
ourbesur R+ et par parité, on en déduit l'allure sur
R−

0.25

0.50

1 2 3 4−1−2−3−4−5

Cf5. Ave
 Python,a. é
rire un programme qui représente f sur l'intervalle de votre 
hoix (on 
onsidèrera que la fon
tion f est déjàdé�nie). 1 pointOn représente f sur l'intervalle [−5; 5] 
e qui per-met d'avoir un bon aperçu de la 
ourbe 
omme nousl'avons vu plus haut. Cet intervalle 
ontient notam-ment les deux points d'in�exion. import matplotlib . pyplot as plt

x=np. linspace ( -5 ,5 ,100)

y=f(x)

plt . plot(x,y)

plt . show ()b. é
rire un programme qui permette, à l'aide de l'algorithme de di
hotomie, de déterminer α ave
 une pré
ision de
10−3 2,5 pointsD'après l'étude e�e
tuée plus haut, on sait que α =

√

3 + 2
√
2et 
omme vu pré
édemment également 2 6 2

√
2 6 4 ⇒ 5 6 3+2

√
2 6 7et a fortiori 4 6 3 + 2

√
2 6 9 et don
 par 
roissan
e de la ra
ine 
arrée

√
4 6

√

3 + 2
√
2 6

√
9 i.e. 2 6 α 6 3on va don
 appliquer la méthode au polyn�me P que l'on dé�nit dansun premier temps et sur l'intervalle [2; 3]il est également né
essaire de savoir que P (2) < 0 et P (3) > 0

def P(x):

return x**4 -6* x **2+1

a = 2

b = 3

while b-a >10**( -3) :

c = (a+b)/2

if P(c) < 0:

a=c

else:

b=c

print (c)Problème 1Soit n un entier ave
 n > 2 30,5 pointsOn 
onsidère une urne 
ontenant n boules noires et 2 boules blan
hes, toutes indis
ernables.Aline e�e
tue des tirages su

essifs d'une boule sans remise dans l'urne jusqu'à obtenir une boule blan
he.Elle laisse alors la pla
e à un deuxième joueur, Bob, qui e�e
tue des tirages su

essifs d'une boule ave
 remise dans l'urnejusqu'à obtenir l'autre boule blan
he.On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirées par Aline avant de tirer une boule blan
he eton appelle Y la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirées par Bob avant de tirer la boule blan
he (s'ilne reste plus de boule noire, on a don
 Y = 0).Par exemple, si n = 9 et que les tirages su

essifs ont donné une boule : � noire, blan
he, noire, noire, noire, noire, blan
he �alors :� Aline a e�e
tué deux tirages, elle a retiré une boule noire puis une boule blan
he de l'urne ;� l'urne 
ontient maintenant 9 boules : 8 noires et une blan
he ;� Bob a e�e
tué ensuite 
inq tirages dans 
ette urne, il a pio
hé 4 boules noires qu'il a reposées dans l'urne apès 
haquetirage puis il a pio
hé la boule blan
he ;� X vaut 1 et Y vaut 4Pour i ∈ N
∗, on note Bi l'événement � au ième tirage on a obtenu une boule blan
he �.Partie 1 - 
as parti
ulier où n = 2On suppose don
 i
i que l'urne 
ontient initialement 2 boules blan
hes et 2 boules noires. 20 points1. Exprimer les événements [X = 0], [X = 1], [X = 2] à l'aide des événements B1, B2, B3 1 point

[X = 0] signi�e qu'au
une boule noire n'a été tirée avant de tirer une blan
he, don
 qu'une blan
he a été tirée dès lepremier tirage, don
 [X = 0] = B1de même [X = 1] signi�e qu'une boule noire a été tirée avant de tirer une blan
he, don
 [X = 1] = B̄1 ∩B2et [X = 2] signi�e que deux boules noires ont été tirées avant de tirer une blan
he, don
 [X = 2] = B̄1 ∩ B̄2 ∩B36



2. En déduire les probabilités des événements : [X = 0], [X = 1], [X = 2] 1,5 points
P (X = 0) = P (B1) =

1

2
(
ar il y a 2 boules blan
hes sur les 4 et 
haque tirage est équiprobable).Pour les autres, les événements ne sont pas indépendants don
 on utilise la formule des probabilités 
omposées,

P (X = 1) = P (B̄1)PB̄1
(B2) et P (X = 2) = P (B̄1)PB̄1

(B̄2)PB̄1∩B̄2
(B3)or P (B̄1) =

1

2
, PB̄1

(B2) =
2

3
(il reste alors 2 boules blan
hes sur les 3), de fait PB̄1

(B̄2) =
1

3et de même PB̄1∩B̄2
(B3) = 1 (il ne reste alors que 2 boules blan
hes).don
 P (X = 1) =
1

2
× 2

3
=

1

3
et P (X = 2) =

1

2
× 1

3
× 1 =

1

63. En déduire l'espéran
e et la varian
e de X 1,5 pointsPar dé�nition E(X) = 0× P (X = 0) + 1× P (X = 1) + 2× P (X = 2) =
1

3
+

2

6
=

2

3de même, E(X2) = 02 × P (X = 0) + 12 × P (X = 1) + 22 × P (X = 2) =
1

3
+

4

6
= 1 et d'après la formule deK÷nig-Huygens, V (X) = E(X2)− E(X)2 = 1−

(

2

3

)2

= 1− 4

9
=

5

94. Montrer que la probabilité de l'événement [Y = 0] est donnée par : P (Y = 0) =
1

2
1,5 pointsIl y a 3 situations possibles lorsque Bob 
ommen
e : il reste 2 (
as X = 0), une (
as X = 1) ou au
une (
as X = 2)boule(s) noire(s)don
 d'après la formule des probabilités totales (
ar [X = 0], [X = 1], [X = 2] forme un système 
omplet d'événements),

P (Y = 0) = P (X = 0)P (Y = 0|X = 0) + P (X = 1)P (Y = 0|X = 1) + P (X = 2)P (Y = 0|X = 2)or P (Y = 0|X = 0) =
1

3
(
as où il ne tire au
une boule noire avant de tirer la blan
he restante, sa
hant qu'i
i il restedeux boules noires et une boule blan
he au moment où il 
ommen
e)

P (Y = 0|X = 1) =
1

2
(
as où il tire une boule noire avant de tirer la blan
he restante, sa
hant qu'i
i il reste une boulenoires et une boule blan
he au moment où il 
ommen
e)

P (Y = 0|X = 2) = 1 (
as où il tire deux boules noire avant de tirer la blan
he restante, sa
hant qu'i
i il ne reste qu'uneboule blan
he au moment où il 
ommen
e)don
 P (Y = 0) =
1

2
× 1

3
+

1

3
× 1

2
+

1

6
× 1 =

1

6
+

1

6
+

1

6
=

3

6
=

1

25. Pour tout entier i tel que i > 1, déterminer les probabilités suivantes : 2,5 points
P ([X = 0] ∩ [Y = i]), P ([X = 1] ∩ [Y = i]), P ([X = 2] ∩ [Y = i])Par dé�nition des probabilités 
onditionnelles : P ([X = 0] ∩ [Y = i]) = P (X = 0)P ([Y = i]|[X = 0])

P ([X = 1] ∩ [Y = i]) = P (X = 1)P ([Y = i]|[X = 1]) et P ([X = 2] ∩ [Y = i]) = P (X = 2)P ([Y = i]|[X = 2])
[Y = i] 
orrespond pour Bob à i tirages d'une noire puis du tirage de la blan
hedon
 P ([Y = i]|[X = 0]) =

(

2

3

)i
1

3
et don
 P ([X = 0] ∩ [Y = i]) =

1

2

(

2

3

)i
1

3
(sa
hant [X = 0] ⇒ quand Bob
ommen
e à tirer, il reste deux boules noires et une boule blan
he)de même P ([X = 0] ∩ [Y = i]) =

(

1

2

)i
1

2
=

(

1

2

)i+1 et don
 P ([X = 1] ∩ [Y = i]) =
1

3

(

1

2

)i+1 (sa
hant [X = 1] ⇒quand Bob 
ommen
e à tirer, il reste une boule noire et une boule blan
he)
P ([Y = i]|[X = 2]) = 0 don
 P ([X = 2]∩ [Y = i]) = 0 (
ar i > 1 don
 il ne peut tirer au
une boule noire avant de tirerla blan
he, sa
hant [X = 2] ⇒ quand Bob 
ommen
e à tirer, il ne reste qu'une boule blan
he.6. En déduire que pour i ∈ N

∗, P (Y = i) =
1

6

(

1

2

)i

+
1

6

(

2

3

)i 1 pointComme plus haut, d'après la formule des probabilités totales (
ar [X = 0], [X = 1], [X = 2] forme un système 
ompletd'événements),
P (Y = i) = P ([X = 0] ∩ [Y = i]) + P ([X = 1] ∩ [Y = i]) + P ([X = 2] ∩ [Y = i])

=
1

2

(

2

3

)i
1

3
+

1

3

(

1

2

)i+1

+ 0 =
1

2

1

3

(

2

3

)i

+
1

3

1

2

(

1

2

)i

=
1

6

(

2

3

)i

+
1

6

(

1

2

)i7. Que doit valoir +∞
∑

i=0

P (Y = i) ? Véri�er le résultat attendu. 2 points
Y (Ω) = N, 
ar Bob peut tirer au
une, ou une, deux, ...,n boule(s) noire(s) avant de tirer la blan
e (n pouvant être7



indé�niment grand), don
 (Y = i)i∈N forme un système 
omplet d'événements, de fait +∞
∑

i=0

P (Y = i) = 1, 
e que l'on vavéri�er par le 
al
ul : ∑
i>1

P (Y = i) 
onverge 
ar il s'agit d'une 
ombinaison de deux séries géométriques 
onvergentespuisque pour i > 1, P (Y = i) =
1

6

(

1

2

)i

+
1

6

(

2

3

)id'une part +∞
∑

i=1

(

1

2

)i

=
1

1− 1
2

− 1 = 1 et d'autre part +∞
∑

i=1

(

2

3

)i

=
1

1− 2
3

− 1 = 2 (attention il faut retran
he le premierterme à 
haque fois 
ar les sommes 
ommen
ent à 1)don
 par opérations sur les séries +∞
∑

i=1

P (Y = i) =
1

6
× 1 +

1

6
× 2 =

3

6
=

1

2or P (Y = 0) =
1

2
don
 +∞

∑

i=0

P (Y = i) = P (Y = 0) +
+∞
∑

i=1

P (Y = i) =
1

2
+

1

2
= 1 
omme attendu8. Montrer que Y admet une espéran
e, et que E(Y ) =

4

3
2 points

Y admet une espéran
e dès lors que la série∑
i>0

iP (Y = i) =
∑

i>1

iP (Y = i) 
onverge (absolument)or∑
i>1

iP (Y = i) =
∑

i>1

i

(

1

6

(

2

3

)i

+
1

6

(

1

2

)i
) (
ar la formule pour P (Y = i) est valable à partir de i = 1)don
∑

i>1

iP (Y = i) =
1

6

∑

i>1

i

(

2

3

)i

+
1

6

∑

i>1

i

(

1

2

)i

=
1

6
× 2

3

∑

i>1

i

(

2

3

)i

+
1

6
× 1

2

∑

i>1

i

(

1

2

)i−1 (par linéarité deux fois)or∑
i>1

i

(

2

3

)i et∑
i>1

i

(

2

3

)i sont deux séries géométriques dérivées 
onvergentes 
ar ∣∣∣
∣

2

3

∣

∣

∣

∣

< 1 et ∣∣∣
∣

1

2

∣

∣

∣

∣

< 1de plus +∞
∑

i=1

i

(

2

3

)i

=
1

(

1− 2
3

)2 =
1
(

1
3

)2 =
1
1
9

= 9 et +∞
∑

i=1

i

(

1

2

)i

=
1

(

1− 1
2

)2 =
1
(

1
2

)2 =
1
1
4

= 4don
 par opérations sur les séries 
onvergentes∑
i>1

iP (Y = i) 
onverge et +∞
∑

i=1

iP (Y = i) =
1

9
× 9+

1

12
× 4 = 1+

1

3
=

4

39. On pose Z = Y (Y − 1)a. Déterminer Z(Ω) 1 point
Z(Ω) est l'image de Ω par Z et don
 par Y (Y − 1) = Y 2 − 1or Y (Ω) = N don
 Z(Ω) = {n2 − 1, n ∈ N}, 
'est-à-dire l'ensemble des 
arrés d'entiers moins 1.b. Justi�er que Z admet une espéran
e, et 
al
uler E(Z) 2 pointsOn peut é
rire Z = f(Y ) où f est dé�nie sur R par f(x) = x(x− 1) don
 par théorème de transfert Z admet uneespéran
e dès lors que∑

i>0

f(i)P (Y = i) 
onverge (absolument) 
ar Y (Ω) = Nor∑
i>0

f(i)P (Y = i) =
∑

i>0

i(i− 1)P (Y = i) =
∑

i>2

i(i− 1)P (Y = i) =
1

6

∑

i>2

i(i− 1)

(

2

3

)i

+
1

6

∑

i>2

i(i− 1)

(

1

2

)i

=
1

6
×
(

2

3

)2
∑

i>2

i(i− 1)

(

2

3

)i

+
1

6

(

1

2

)2
∑

i>2

i(i− 1)

(

1

2

)i

=
2

27

∑

i>2

i(i− 1)

(

2

3

)i

+
1

24

∑

i>2

i(i− 1)

(

1

2

)i
omme plus haut, on a utilisé la linéarité deux fois et on trouve une 
ombinaison linéaire de deux séries géométriquesdérivées d'ordre 2 
onvergentes (de même |q| < 1) : ∑
i>2

i(i− 1)

(

2

3

)i et ∑
i>2

i(i− 1)

(

1

2

)i 
onvergentde plus, +∞
∑

i=2

i(i− 1)

(

2

3

)i

=
2

(

1− 2
3

)3 = 2× 1
1
27

= 2× 27 et +∞
∑

i=2

i(i− 1)

(

1

2

)i

=
2

(

1− 1
2

)3 = 2× 1
1
8

= 16don
 ∑
i>0

f(i)P (Y = i) 
onverge et +∞
∑

i=0

f(i)P (Y = i) =
2

27
× 2× 27 +

1

24
× 8 = 4 +

2

3
=

14

38



i.e. Z admet une espéran
e et E(Z) =
14

310. En déduire que Y admet un moment d'ordre 2 et que E(Y 2) = 6 1 point
Z = Y (Y − 1) = Y 2 − Y don
 Y 2 = Z + Y , don
 par linéarité de l'espéran
e, Y 2 admet une espéran
e, i.e. Y admetun moment d'ordre 2, et E(Y 2) = E(Z) + E(Y ) =

14

3
+

4

3
=

18

3
= 611. Cal
uler la varian
e de Y 1 pointD'après la formule de K÷nig-Huygens, V (Y ) = E(Y 2)− E(Y )2 = 6−

(

4

3

)2

=
54

9
− 16

9
=

38

912. Expliquer 
e que réalise le programme suivant (on détaillera notamment le résultat de son exé
ution). 2 points
import numpy . random as rd # import de la bibliothèque random pour la loi géométrique

import numpy as np # pour l’utilisation de max , zeros et arange

import matplotlib . pyplot as plt # pour la représentation

x=rd. geometric (0.2 ,10000) # 10 000 simulations d’une v.a. suivant une loi géométrique

n=np.max (x) # on prend le maximum des valeurs trouvés

y=np.zeros (n) # on créée une liste de n zéros qui sera le compteur

for i in range (0, 10000) : # pour chaque réalisation de la variable aléatoire

j=x[i] # si la valeur de la i-ème expérience est j

y[j -1]=y[j -1]+1 # on augmente d’une unité la case correspondante dans le compteur

# y contient alors le nombre d’occurences de chaque valeur

y=y /10000 # y contient maintenant les fréquences d’occurence de chaque valeur

a=np. arange (1,n+1 ,1) # créée une liste d’entiers entre 1 et n

z=[(0.8) **i*0.2 for i in range (0,n)] # créée la liste des valeurs théoriques de la loi géométrique

plt .bar (a,y, width =0.8 , color =’b’) # représente les valeurs empiriques sous la forme d’un diagramme en

bâtons

plt .bar (a,z, width =0.5 , color =’r’) # représente de même les valeurs théoriques (largeur plus fine)

plt . show ()Ce programme simule 10 000 réalisations d'une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre 0, 2 et renvoieun graphique qui permet de 
omparer les fréquen
es d'apparition de 
haque valeur obtenue de manière empirique parrapport aux valeurs théoriques des probabilités de la loi.Partie 2 - 
as généralOn suppose i
i que n > 2 7 points1. Cal
uler P (X = 0) 1 point
[X = 0] 
orrespond toujours au fait de tirer une boule blan
he en premier. Et il y a i
i 2 issues favorables sur les n+ 1et 
omme elles sont équiprobables, P (X = 0) =

2

n+ 22. Pour tout k ∈ [[1, n]], exprimer l'événement [X = k] à l'aide des événements Bi 1 pointComme plus haut [X = k] 
orrespond au tirages de k boules noires puis d'une boule blan
hedon
 [X = k] =

(

k
⋂

i=1

B̄i

)

∩Bk+13. Pour tout k ∈ [[1, n]], montrer que P (X = k) =
2(n− k + 1)

(n+ 1)(n+ 2)
1,5 pointsEn appliquant la formule des probabilités 
omposées à l'expression de [X = k] trouvée 
i-dessus,

P (X = k) = P (B̄1)PB̄1
(B̄2)PB̄1∩B̄2

(B3) . . . PB̄1∩···∩ ¯Bk−1
(B̄k)PB̄1∩···∩B̄k

(Bk+1)

=

(

k
∏

i=1

n+ 1− i

n+ 3− i

)

2

n+ 2− k

ar tant qu'uniquement des boules noires ont été tirées, pour en tirer uneau ième tirage, il faut prendre en 
ompte que i − 1 boules noires ont été retirées sur les n boules noires initialementprésentes et sur le total initial de n+ 2 boules don
 ∀i ∈ [[1, k]], PB̄1∩···∩ ¯Bi−1

(B̄i) =
n− (i− 1)

n+ 2− (i− 1)
=

n+ 1− i

n+ 3− iet à l'issue du tirage des k noires il reste 2 boules blan
he sur les n+2−k restantes don
 PB̄1∩···∩B̄k
(Bk+1) =

2

n+ 2− kdon
 P (X = k) =
2n(n− 1) . . . (n+ 2− k)(n+ 1− k)

(n+ 2)(n+ 1)n(n− 1) . . . (n+ 3− k)(n+ 2− k)
=

2(n− k + 1)

(n+ 1)(n+ 2)en simpli�ant le produit n(n− 1) . . . (n+ 2− k) qui apparait au numérateur et au dénominateur9



4. Cette formule est-elle en
ore valable pour k = 0 ? 0,5 pointPour k = 0,
2(n− k + 1)

(n+ 1)(n+ 2)
=

2(n+ 1)

(n+ 1)(n+ 2)
=

2

n+ 2

e qui 
orrespond bien à P (X = 0) trouvé plus haut,don
 la formule reste valable pour k = 05. a. Cal
uler Sn =

n
∑

k=0

(n− k)(n− k + 1) grâ
e au 
hangement d'indi
e i = n− k 1,5 pointsEn faisant 
omme suggéré le 
hangement d'indi
e i = n− k, on trouve Sn =
n
∑

k=0

(n− k)(n− k + 1) =
n
∑

i=0

i(i+ 1)(les bornes restent les mêmes 
ar k = 0 ⇒ i = n et k = n ⇒ i = 0)don
 Sn =
n
∑

i=0

(i2 + i) =
n
∑

i=0

i2 +
n
∑

i=0

i =
n(n+ 1)

2
+

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
en utilisant les résultats de la somme desentiers et de la somme des 
arrés d'entierdon
 Sn =

n(n+ 1)

2

(

1 +
2n+ 1

6

)

=
n(n+ 1)

2

2n+ 1 + 3

3
=

n(n+ 1)(2n+ 4)

6
=

n(n+ 1)(n+ 2)

3b. En déduire l'espéran
e E(n−X) de la variable aléatoire n−X 1 pointComme X(Ω) = [[0, n]] (il ne peut y avoir plus de n boules noires avant le tirage de la première blan
he),d'après le théorème de transfert, E(n−X) =
n
∑

k=0

(n− k)P (X = k)or n
∑

k=0

(n− k)P (X = k) =

n
∑

k=0

(n− k)
2(n− k + 1)

(n+ 1)(n+ 2)
=

2

(n+ 1)(n+ 2)

n
∑

k=0

(n− k)(n− k + 1) =
2

(n+ 1)(n+ 2)
Sndon
 E(n−X) =

2

(n+ 1)(n+ 2)
× n(n+ 1)(n+ 2)

3
=

2n

3
(
ar Sn =

n(n+ 1)(n+ 2)

3
)
. En déduire que E(X) =

n

3
0,5 pointPar linéarité de l'espéran
e, E(n−X) = n− E(X) don
 E(X) = n− E(n−X) = n− 2n

3
=

n

3Partie 3 - 
as parti
ulier où Aline n'obtient pas de boule noireComme dans la partie pré
édente, n > 2 3,5 pointsOn suppose i
i que X = 0, autrement dit que Aline obtient une boule blan
he au premier tirage.On note T la variable aléatoire dé�nie par T = Y + 11. Combien de boules au total 
ontient l'urne au moment où Bob 
ommen
e à jouer ? Combien de boules blan
hes ?Comme Aline a pio
hé une boule blan
he dès le premier tirage, au moment où Bob 
ommen
e, il ne reste plus qu'uneboule blan
he et il reste toujours n boules noires, don
 n+ 1 boules au total. 0,5 point2. Justi�er que T suit une loi géométrique dont on pré
isera le paramètre. 1 point
Y 
orrespond au nombre de boules noires tirées avant le � premier su

ès � (le tirage de la blan
he), don
 Y 
omptele nombre d'é
he
s avant le premier su

ès. De sorte que si 
e su

ès intervient au kème tirage, Y = k − 1 et T = k,don
 T est simplement le rang d'appariation du premier su

ès dans une expérien
e où on répète de manière identique(tirage ave
 remise) et indépendant une même épreuve de Bernoulli don
 le paramètre de su

ès vaut 1

n+ 1
(1 blan
hesur les n+ 1 boules au total).don
 T suit une loi géométrique de paramètre 1

n+ 13. Donner E(T ) et V (T ) 1 pointD'après le 
ours, E(T ) =
1

p
=

1
1

n+1

= n+ 1 et V (T ) =
q

p2
=

n
n+1

(

1
n+1

)2 =
n

n+ 1
(n+ 1)2 = n(n+ 1)4. En déduire E(Y ) et V (Y ) 1 pointPar linéarité de l'espéran
e, Y = T − 1 ⇒ E(Y ) = E(T )− 1 = n+ 1− 1 = net par propriété de la varian
e (V (X + b) = V (X)), on trouve V (Y ) = V (T ) = n(n+ 1)

10



Exer
i
e 4 8 pointsSoit M la matri
e dé�nie par M =

















1 1 1 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1















1. Soit N la matri
e telle que M = I4 +Na. Pour tout n ∈ N, 
al
uler Nn 1,5 pointsPar dé�nition, de N = M − I4 =

















0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

















don
 N2 =

















0 0 0 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

















et N3 =

















0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0















de fait ∀n > 4N, Nn = Nn−3N3 = 03 
ar N3 = 03(N
n−3 est bien dé�ni par n− 3 > 1)b. Montrer que ∀n ∈ N,Mn = I4 + nN +

n(n− 1)

2
N2 1,5 pointsPar ré
urren
e ! Pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : Mn = I4 + nN +

n(n− 1)

2
N2Initialisation : P (0) est vraie ⇔ M0 = I4 + 0N + 0N2 ⇔ M0 = I4 
e qui est vrai, don
 P (0) est vraie.Hérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraie, alors Mn = I4 + nN +

n(n− 1)

2
N2 par hypothèseor Mn+1 = MnM et M = I4 +N , don
 Mn+1 = (I4 + nN +

n(n− 1)

2
N2)(I4 +N)don
 Mn+1 = I4+nN+

n(n− 1)

2
N2+N+nN2+

n(n− 1)

2
N3 = I4+(n+1)N+

(

n(n− 1)

2
+ n

)

N2 
ar N3 = 0or n(n− 1)

2
+ n =

n(n− 1) + 2n

2
=

n(n− 1 + 2)

2
=

n(n+ 1)

2
don
 Mn+1 = I4 + (n+ 1)N +

(n+ 1)n

2
N2i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'hérédité et don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.2. On 
onsidère maintenant le graphe dont M est la matri
e d'adja
en
e.a. Représenter 
e graphe. 1 pointLa matri
e n'est pas symétrique, il s'agit don
 d'un graphe orienté.Chaque sommet possède une bou
le (de fait le graphe n'est pas simple).On note 1, 2, 3 et 4 les sommets dans l'ordre des lignes. 1

2
3
4b. En utilisant le 
ritère de 
onnexité d'un graphe à partir de sa matri
e d'adja
en
e, déterminer si 
e graphe est
onnexe. 1,5 pointsVisuellement, on 
omprend que 
e graphe n'est pas 
onnexe (on ne peut aller du sommet 4 au sommet 1 parexemple. Et de manière évidente ave
 le 
ritère de 
onnexité, on trouve que le graphe n'est pas 
onnexe puisque

∀k ∈ [[0, 3]],Mk (y 
ompris M0 = I4) n'a que des 
oe�
ients nuls sous la diagonale, de fait 
e sera le 
asde I4 + M + M2 + M3, pour être plus expli
ite, on peut utiliser la formule de la question 1.b. qui donne
M2 = I4 + 2N +N2 et M3 = I4 + 3N + 3N2de fait I4 +M +M2 +M3 = I4 + I4 +N + I4 +2N +N2 + I4 +3N +3N2 = 4I4+ 6N +4N2 =

















4 6 6 8

0 4 0 6

0 0 4 6

0 0 0 4
















. E
rire un programme Python qui permet de visualiser le résultat de 
e 
ritère. 1,5 points
import numpy as np

import numpy . linalg as al # pour les puissances

# on définit la matrice d’adjacence

M=np. array ([[1 , 1 , 1 , 0 ],[0 , 1 , 0 , 1 ],[0 , 0 , 1 , 1 ],[0 , 0 , 0 , 1 ]])11



# matrice de connexité

M_C =np. zeros (4) # ne contient que des zéros au début

for k in range (0 ,4) :

M_C =M_C +al. matrix_power(M,k) # on complète en ajoutant les puissances (entre 0 et 3) de Md. Combien existe-t-il de 
haine(s) de longueur 32 pour aller du sommet 2 au sommet 3 ? 1 pointOn voit sur le graphe qu'il n'est pas possible d'aller du sommet 2 au sommet 3.Mathématiquement, le 
oe�
ient 2, 3 (2ème lignet et 3ème 
olonne) de la matri
e M32 donne 
e résultat (le nombrede 
haines de longueur 32 pour aller du sommet 2 au sommet 3)or d'après 1.b. M32 = I4 + 32N +
32× 31

2
N2et les 
oe�
ients 2, 3 et I4, N et N2 sont nulsdon
 il n'y a au
une 
haine de longueur 32 pour aller du sommet 2 au sommet 3

12


