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Chapitre 1

Suites récurrentes

De nombreuses suites réelles s’expriment de manieres récursives, c’est-a-dire
que le ou les premiers termes sont données et les autres termes s’obtiennent a par-
tir des précédents. Nous avons en premiere année déja étudiée certaines suites de
ce type comme les bien connus suites arithmétiques, géométriques, arithmético-
géométrique ou encore les suites récurrentes linéaires d’ordre 2. Nous avons éga-
lement étudiée quelques suites récurrentes sous la forme plus générales u,1 =
f(uy,) et ce chapitre a pour but de pousser I’étude de ces dernieres.

1.1 Rappel : Les suites récurrentes de premiere an-
née.

1.1.1 Les suites récurrentes linéaires d’ordre 1

Listons les résultats sur les suites arithmétiques, géométriques et arithmético-
géométriques.

Définition 1.1.1. Soit » € R. On dit qu’une suite (u,),en est arithmétique de
raison 7 lorsque pour tout n € N, w11 = uy, + 7.

Propriété 1.1.2. Soit (u,,),cn une suite arithmétique réelle de raison r, on a alors
Vn € N, u,, = ug + nr.

Définition 1.1.3. Soit ¢ € R. On dit qu’une suite (u,),en est géométrique de
raison ¢ lorsque pour tout n € N, w11 = qUy,.

Propriété 1.1.4. Soit (u,),cn une suite géométrique réelle de raison q # 0, on a
alors
Vn € N, u, = upq".
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Définition 1.1.5. On dit que (u,, ),y est une suite arithmético-géométrique lorsque
qu’elle est définie par un premier terme u et la relation de récurrence

Vn € N, up1 1 = au, + b,
ou a et b sont deux réels.

Ces derniers suites sont les plus délicates a étudier et nous rappelons donc la
méthodologie les concernant :

Méthode 1.1.6. Soit (u,),cn une suite arithmético-géométrique définie par la re-
lation pour tout n € N, u,, 11 = au,, +boua # 1.

1. On commence par déterminer le point fixe [ de la relation de récurrence,
c’est a dire la solution de 1’équation [ = al + b.

2. On définie la suite (v, ),en par pour tout n € N, v, = u,, — [ et on montre
que cette suite est géométrique de raison a et de premier terme uy — [. On a
alors pour tout n € N, v, = vpa” = (ug — [)a™.

3. On en déduit ’expression explicite de (u, ),en €n remarquant que pour tout
n € N, v,, = u,, — [ est équivalent a v,, = v,, + [. On a alors

Vn € Nyu, = (ug — )a™ + 1.

1.1.2 Les suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Rappelons la définition puis le théoreme donnant la forme générale d’une telle
suite

Définition 1.1.7. Soit o, 5, a et b quatre réels et soit (u, ) e une suite de réels. On
dit que (uy,)qen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 lorsque elle est définie
par

Uy = @

up = 3

Vn € N, upi0 = atty 11 + bu,

Théoréme 1.1.8. Soit (uy,),en une suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par
la relation de récurrence pour tout n € N, w9 = a1 + bu,. Lorsque I’équa-
tion caractéristique x*> —ax —b=0a:

o deux solutions distinctes 1 et ro (c’est-a-dire que le discriminant du tri-
nome est strictement positif) on a :

I\, 1) € R%,Yn € N u,, = A\l + prd;



Le cas un1 = f(uy) 5

e une unique solution r (c’est-a-dire que le discriminant du trinome est nul)
ona:

I\, 1) € R ¥n € N u, = (A + pn)r".

Remarque 1.1.9. La forme général dépendant de deux constantes, on n’oubliera
pas de les déterminer en utilisant un systeme a I’aide des valeurs de v et de u;.

1.2 Lecasu,;1 = f(uy,)

Le principal cas d’étude de ce chapitre sont les suites réelles du type

ug € R,
Vn € Ny up = fluy)

ou f est une fonction réelle. Nous allons a présent expliciter la méthodologie pour
travailler sur les suites de ce type.

Pour étudier cette suite, nous aurons besoin de plusieurs informations sur la
fonction f, il est donc bien souvent recommandé de commencer par étudier com-
pletement la fonction f.

Exemple 1.2.1. On va considérer I’exemple de la suite

Uy = 3
Vn € Nyu,q = % <un + %)

f i+ R —

. T = % (x + %
lzlen Unt1 = [(Un).

Etudions cette fonction. On remarque qu’il s’agit de la somme d’un polyndme et

de la fonction inverse donc f est de classe C*° sur R* et pour tout z € R*, on a
flle)=5(1-3)= 22=3 _ (z=V3)(z+V3
2 T

212 222

En posant ) , on a que la relation de récurrence s’écrit

), On en déduit le tableau de variation

suivant :

x —00 -3 0 V3 +00
f'(x) + 0 - - 0 +
__\/g +00 +00
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1.2.1 Existence de la suite

Pour la partie étude de suite d’une suite réelle définie par une relation de ré-
currence u,+1 = f(u,), la premiére chose a faire est de vérifier si la suite (uy,)nen
est bien définie. En général on couple cela avec I’appartenance de la suite a un
intervalle qui nous aidera dans notre étude de suite.

Cela se fait en général par récurrence en utilisation la notion d’intervalle stable.

Définition 1.2.2. Soit / un intervalle de R et soit f une fonction définie sur un
domaine contenant /. On dit que / est stable par f si f(I) C I. Autrement dit /
est stable par f si et seulement si pour tout z € I, f(x) € I.

Exemple 1.2.3. On considere I’exemple précédent et le tableau de variation nous
indique que [v/3, +oo] est un intervalle stable par f.
En effet pour tout = € [\/3, +oo[, comme f est croissante sur [\/3, +oo[, on a

J(V3) < fla)or f(V3) = 1 (VB+ ) = (V3 +v3) = 2% = V3. 0On

a donc v/3 < f(z) donc f(z) € [V/3,400]. On a donc bien f([v/3,+0c0]) C
[V/3, +00].

Remarque 1.2.4. Dans I’immense majorité des cas, I’intervalle stable sera donné
par I’énoncé ou sera I’ensemble de définition de f.

Cette notion est nécessaire dans le résultat suivant :

Propriété 1.2.5. Soit f une fonction réelle et soit I est un intervalle stable de
ug € 1,

[ Soit (un)nen une suite définie par { Vn € Ny up = f(u,

) On a alors que

pour toutn € N, u,, € I.

Remarque 1.2.6. On n’utilisera pas ce résultat en pratique car on démontrera par
récurrence ce fait dans chacune de nos études.

Exemple 1.2.7. On considere I’exemple précédent et montrons par récurrence que
pour tout n € N, u,, € [\/3, +o0l :

e Initialisation : Onauy =3 > v/3 donc on a bien Uug € [\/§, +o0|

e Hérédité : Soit n € N fixé quelconque et supposons la propriété vraie au
rang n et montrons la au rang n + 1, c’est-a-dire supposons que u,, existe et
que u, € [v/3, +00[ et montrons que wu,,, | existe et que u, 41 € [v/3, +0o0l.
Comme u, € [v/3,+oo[ et que [v/3, +00[ est stable par f, on a que f(u,)
existe bien et que f(u,) € [V/3, +00[ s0it u, 4 existe et u, 11 € [v/3, +00]
ce qui prouve notre hérédité.
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e Conclusion : Notre propriété est bien initialisée et est héréditaire a partir
du rang 0 donc par le principe de récurrence on a prouvé que (u,, ),cn existe
bien et que pour toutn € N, u,, € [\/g, +ool.

Remarque 1.2.8. L’argument dans I’hérédité est toujours le méme, a savoir "u,, €
I or comme [ est stable par f, on a que f(u,) existe bien et que f(u,) € I soit
Upyq eXxiste et u,, 1 € [.". Un argument calculatoire peut également intervenir
mais cela revient au calcul de I’intervalle stable.

Remarque 1.2.9. 11 arrive parfois que les premiers termes de la suite ne sont
pas dans I’intervalle stable mais a partir du moment qu’un terme est dans un tel
intervalle, tout les termes suivant ne pourront pas sortir de cette intervalle. On
devra donc faire attention et parfois ne pas considérer les premiers termes de la
suite.

Remarque 1.2.10. L’appartenance a un intervalle peut également fournir un en-
cadrement de la suite qui pourra nous servir pour 1’étude de la convergence.

Exemple 1.2.11. Le fait que pour tout n. € N, u,, € [v/3, +00] se traduit égale-
ment par le fait que pour tout n € N, v/3 < u,,.

1.2.2 Le cas particulier ou f est croissante

Un cas particulier est lorsque f est une fonction croissante sur I’intervalle /.
En effet la croissance de la fonction a une conséquence sur la monotonie de la
suite (U )nen-

Propriété 1.2.12. Soit [ une fonction réelle croissante (resp. strictement crois-
sante) sur un intervalle I stable. Soit (u,)nen une suite définie par

Uy € [,
Vn € N upy1 = fluy)
On a alors que la suite (u,),cn est monotone (resp. strictement monotone).

Remarque 1.2.13. Comme précédemment, on utilise pas ce résultat directement
mais on montre le résultat par récurrence avec un argument d’hérédité du type "Si
Up, < Upyq alors par croissance de f on a f(u,) < f(tupi1) SOit Up1 < Upya".
On pourra se faire une idée du sens de variation grace a la comparaison de ug et
ui.

Exemple 1.2.14. On considere le méme exemple que précédemment. Comme
notre suite est intégralement dans I’intervalle [v/3, 00| on peut restreindre I’étude
de f a cette intervalle 1a et par I’étude que ’on en a fait, f est croissante sur



8 Suites récurrentes

cette intervalle. Le résultat précédent nous ameéne donc a penser que () ey est
monotone. Comme u; = f(ug) = f(3) = 5 (3+3) = 7 = 2, on va montrer
que (uy)nen est décroissante en montrant par récurrence que pour tout n € N,

Un+1 S Unp,.

o Initialisation : Comme on vient de la calculer u; < wuy donc la propriété est
vraie au rang 0.

e Hérédité€ : Soitn € N et supposons la propriété vraie au rang n et montrons
la au rang n + 1, c’est-a-dire supposons que u,+1 < u, €t montrons que
Un+2 S Un+1-

Comme 11 < Uy, que U, et u, 1 sont des éléments de [v/3, +oo] et que
f est croissante sur [v/3, +-00[, on a f(tny1) < f(un) S0it o < Upyy CE
qui prouve notre hérédité.

e Conclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et est héréditaire a partir
de ce rang donc par le principe de récurrence on a montré que pour tout
n €N, u,11 < u,, autrement dit la suite (u,),ecn est décroissante.

Remarque 1.2.15. Le cas d’une fonction f décroissante ne donne pas un résul-
tat aussi simple d’utilisation. On devrait dans ce cas utiliser f o f et remarquer
que les sous-suites (g, )nen €t (U2,11)nen sont chacune monotones et de sens de
variations opposées.

1.2.3 Etude dela convergence

L’étude de la convergence se fait en deux étapes.

Il nous faut dans un premier temps justifier de la convergence de la suite, pour
cela on utilise des arguments qui dépendront de chaque cas particuliers. Dans
beaucoup de cas le théoréme de la limite monotone nous sera fort utile.

Exemple 1.2.16. La suite (u, ),cy est décroissante et est minorée par V3, elle est
donc convergente vers un réel [.

Si la suite (u,)nen est convergente, on peut calculer sa limite a ’aide de la
définition et du résultat suivant :

Définition 1.2.17. Soit £/ un ensemble et soit f une application d’un sous-ensemble
de F' dans E. On dit que [ € F est un point fixe de f si f({) = [.

Théoréme 1.2.18. Soit [ une fonction réelle continue. Soit (u,),en une suite
Uy € [,

Vn € Ny upy1 = f(uy,
converge vers un point fixe de |.

définie par { ) Si (un )nen est convergente, alors (U, )nen
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Remarque 1.2.19. L’étude des points fixes d’une fonction f peut se faire a ’aide
de I’étude de la fonction x — f(z) — x. Cette fonction peut de plus déja avoir été
étudiée dans le cadre de 1’étude de la monotonie de la suite (u,,),en-

Exemple 1.2.20. On conserve les données des exemples précédents et on pose

g : x — f(x) —x. On a que g est une fonction dérivable sur R* en tant que

différence de f et d’un polyndme qui sont toutes deux des fonctions dérivable sur
2 2 2 2

R*. On a de plus pour tout z € R*, ¢'(z) = £32 — 1 = £2520 = 243 (),

On en déduit donc le tableau de variation suivant :

x —00 0 +00
9'(z) - -
=400 —+00
g ~. S
—00 —00

Comme g est continue, strictement décroissant sur R* etque 0 €] lim f(z), lim f(z)]
T—+00 z—0F

R, on a par le théoreme des valeurs intermédiaire qu’il existe un unique réel
a € R% tel que g(x) = 0 ou encore tel que f(x) = x. On a déja vu que
f(\/g) =+/3donconaa=+/3.

Par le méme procédé, on montre que —+/3 est I'unique solution de g(x) = 0 sur
R*.

On déduit ainsi que les points fixes de f sont —v/3 et v/3.

Remarque 1.2.21. On prendra garde au fait que 1’existence d’un point fixe n’im-
plique pas la convergence de la suite, on devra donc toujours montrer la conver-
gence de la suite dans un premier temps. De méme une fonction n’ayant pas tou-
jours un unique point fixe, il faut donc faire attention a la cohérence des résultats
pour choisir le bon point fixe en fonction de la suite convergente que 1’on consi-
dere !

Remarque 1.2.22. Une suite du type w,.; = f(u,) dont le premier terme est un
point fixe est une suite constante.

Exemple 1.2.23. Les points fixes de f sont —/3 et v/3 or la suite (u, )nen est
a termes positifs donc —+/3 qui est strictement négatif est 2 exclure. La seule
possibilité est donc v/3. On a donc

lim u, = V3.

n—-+o0o
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La vitesse de convergence peut s’étudier grace a divers outils. Le principal
que nous utilisons est I’inégalité des accroissements finis vu en premicre année
que nous rappelons a présent :

Théoreme 1.2.24 (Inégalités des accroissements ﬁnis) Soit f une fonction déri-
vable sur 1. Si il existe k € R, f'(x)| < kalors :

Y(a,b) € I*,|f(a) — f(b)] < k\a— 0.

Exemple 1.2.25. En reprenant une derniere fois 1I’exemple suivi, on a vu que pour
tout z € [V/3, +oo], f'(z) =1 (%) or sur [v/3, +oo[onaque 0 < 2% —3 < 22

donc en particulier 0 < % < 1. On en déduit donc que | f'(z)| = f'(z) < 3.
Pour tout n € N, on a u,, € [v/3, +-00] (ainsi que v/3 € [v/3, +00o]) donc on a par
I’inégalité des accroissements finis | f(u,) — f(v/3)| < 3|u, — v/3| soit

1
i1 — V3| < Slu, — V3.
2

Montrons a présent par récurrence que pour tout n € N, |u,, — V3 3 < 2%

e Initialisation : Ona |uy—+/3| = [3—v/3| <3+V3 < 5et 2 = 5. Comme
5 < 5 notre initialisation est bien vérifiée.

e Hérédité : Soit n € N fixé quelconque et supposons que notre inégalité
est vraie au rang n et montrons la au rang n —i— 1, autrement dit supposons
|un—\/_ | < = 2,L et montrons |un+1 \/_ | < 3 +1 Par la question précédente,
ona:

|un+1 - \/§| S |un \/—|

1 5
<= 59n par hypothese de récurrence
5

- 2n+1

ce qui montre notre hérédité.

e Conclusion : La propriété est initialisé au rang 0 et est héréditaire a partir
de ce rang, donc par le principe de récurrence on a montré que pour tout
nEN,]un—\/§|§2i

1.2.4 Récapitulatif de la méthode et exemple complet

La méthodologie pour étudier une suite du type u,+1 = f(u,) est la méme
que pour toutes suites, a savoir, existence, étude de la monotonie, étude de la
convergence et calcul éventuelle de la limite. Dans ce cas particulier, on a quelques
outils et pistes classiques d’étude :
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Méthode 1.2.26. 1. Etude compléte de la fonction f (et éventuellement de
g : x> f(x) — x si cela est nécessaire par la suite).

2. Détermination d’un intervalle stable.
3. Existence de la suite par récurrence et localisation des termes.

4. Etude de la monotonie de la suite (par exemple a I’aide du cas particulier de
f est croissante ou de I’étude de g : x — f(z) — x)

5. Etude de la convergence de la suite.
6. Si la suite est convergente :
(a) Etude des points fixes 4 'aide de g : = +— f(z) — .

(b) Conclusion sur la valeur de hT U,
n—-+00

(c) Eventuelle étude de la vitesse de convergence par I’inégalité des ac-
croissements finis

Appliquons cette méthodologie a I’exemple suivant et en illustrant 1’impor-
tance du premier terme de la suite :

Exemple 1.2.27. On considére la suite (u,,),en définie par

UO€R+
Vn € N, tpp = ul + &
f Ry — R g : Ry — R .
On pose N $2+13_6 et N f(z)_x.llsagltdedeux

fonctions polyndmiales de classe C* sur leur ensemble de définition.
Dressons les tableaux de variations des deux fonctions. On a pour tout z € R,

fl(x) =2z >0.

Pour g on observe que pour tout x € R,ona g(z) = 2> — x + 1%, il s’agit d’un

trindme de discriminant (—1)% —4.1.2 = 1 — 3 = 1. Il admet donc deux racines
. 1-1 141 . .

qui sont —2 = i et % = % qui sont donc les deux points fixes de f.

On a de plus ¢'(z) = 2z — 1 qui est positif sur [1, +oco] et négatif sinon. On en
déduit les tableaux de variations suivants :
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E ; : ; +09
f/(z) + + + +
5 o0
7T — 1
f 1 — 6

3 — 4

16
g'(x) - —~ 0 + n

3 +00

On observes trois intervalles stables par f :
o [0,5] car f([0,5]) = [£(0)./ ()] = L&
palear f([5:3]) = [F (3). £ (3)] = [4, 3] par croissance de /.

3 +oof car f([2,400[) = |f(2), lim f(z)| = [3,+o0] par crois-

T—-+00

} C [0, ﬂ par croissance de

N,

sance de f.

Dans ce cas 1a, ces trois intervalles recouvrent intégralement R, et réalisons
une disjonction des cas suivant les valeurs de .

1. Siuy € [0, ﬂ . On montre par récurrence que pour toutn € N, u,, € [0, }J :
e Initialisation : L'hypothese sur 1, est exactement notre initialisation.

e Hérédité : Soit n € N fixé quelconque et supposons la propriété vraie
au rang n et montrons la au rang n + 1, ¢’est-a-dire supposons que u,,
existe et que u,, € [0, }L] et montrons que u,1 existe et que u,,1 €
0.3,

Comme u, € [0, %
existe bien et que f(u,) € [0
qui prouve notre hérédité.

] et que [0, 1] est stable par f, on a que f(u,)

, }J Soit u, 1 existe et u, 1 € [0, }J ce
e Conclusion : Notre propriété est bien initialisé et est héréditaire a
partir du rang 0 donc par le principe de récurrence on a prouvé que

(un )nen existe bien et que pour tout n € N, u,, € [O, }J

. . 1

Le tableau de variation de g nous apprend que pour tout x € [0, ﬂ ,g(x) >
0 soit f(x) > = or comme pour tout n € N, u,, € [0, 1], on peut appliquer
cette inégalité en u,, et 'on a f(u,) > wu, soit u,.; > u, et donc la suite
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(U )nen est croissante.

La suite (u,),en €st croissante et majorée par }L, elle est donc convergente
vers un réel [ qui, comme f est continue est un point fixe de f a savoir %
ou 2. Comme pour tout n € N, u,, € [0, 1] le point fixe 3 est exclu ce qui

impose que
. 1
lim wu, = -
n—-+0o
2. Siug € [§, 2]. On montre par récurrence que pour toutn € N, u,, € [1,3]

e Initialisation : [’hypothese sur u( est exactement notre initialisation.

e Hérédité : Soitn € N fixé quelconque et supposons la propriété vraie
au rang n et montrons la au rang n + 1, c’est-a-dire supposons que u,,

existe et que u, € [1,32] et montrons que u,; existe et que u,41 €

414
[ ]
el 13 13
Comme u, € [, 3] et que [1,2] est stable par f, on a que f(u,)
existe bien et que f(u,) € [1, 3] soit u,41 existe et u,41 € [,3] ce
qui prouve notre hérédité.

e Conclusion : Notre propriété est bien initialisé et est héréditaire a
partir du rang 0 donc par le principe de récurrence on a prouvé que

(un)nen existe bien et que pour tout n € N, u,, € [i, %]

Le tableau de variation de g nous apprend que pour tout x € [%1, %} ,g(x) <
0 soit f(x) < x or comme pour tout n € N, u,, € [}1, %] , on peut appliquer
cette inégalité en u,, et 'on a f(u,) < wu, soit u,+; < u, et donc la suite

(U )nen est décroissante.

La suite (u, ),en est décroissante et minorée par %, elle est donc convergente
vers un réel [ qui, comme [ est continue est un point fixe de f a savoir i ou
3. Siug = 2 alors (u, ),y est la suite constante égale 2 2 et

4 0= 1% eN 4

i 3
lim u, =-
n—-+4o0o

Siug € [, 2] alors par décroissance, on a u,, < ug < 3 ce qui par passage
a la limite nous donne I < ug < 2. Cela exclu 2 des valeurs possibles pour

la limite et on a donc )

lim wu, = -
n—-+o0o

3. Siug € [%, +00 [ On montre par récurrence que pour tout n € N, u,, €
3 ool
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e Initialisation : L’hypothese sur 1, est exactement notre initialisation.

e Hérédit€ : Soit n € N fixé quelconque et supposons la propriété vraie
au rang n et montrons la au rang n + 1, c’est-a-dire supposons que
u, existe et que u, € [%, +oo[ et montrons que u,., existe et que
Up+1 € [%, +00]|.

Comme u, € %, +oo[ et que [ ,—i—oo[ est stable par f, on a que
f(u,) existe bien et que f(u,) € E, +oo[ SOt U, 1 existe et u, 1 €
[%, ~+o00 [ ce qui prouve notre hérédité.

3

e Conclusion : Notre propriété est bien initialisé et est héréditaire a
partir du rang 0 donc par le principe de récurrence on a prouvé que
(un)nen existe bien et que pour tout n € N, u,, € [%, 400 [

Le tableau de variation de g nous apprend que pour tout x € %, +00 [,
g(z) > 0soit f(z) > x or comme pour toutn € N, u,, € [2, +00], on peut
appliquer cette inégalité en u,, et 'on a f(u,) > u, soit u,+1 > u, et donc
la suite (u,, )nen €St croissante.

Si la suite (u,)nen est convergente alors, elle est donc convergente vers un
réel [ qui, comme f est continue est un point fixe de f a savoir i ou 3.

1
Siug = %, alors (u,,)nen est la suite constante égale a % et

. 3
lim w, = -
n—-+oo
Siug > 3 alors par croissance, on a u, > ugy > % ce qui par passage a la
limite nous donne [ > vy > i donc la suite convergerait vers un point fixe
de f strictement plus grand que % or il n’existe pas de tel point fixe donc
¢’est absurde. Lorsque ug > 2 la suite (u,)nen diverge, soit

lim w, = +oo.
n—-+4o0o

Pour récapituler, on a que :

e Siug € [0, % [ la suite (u,)nen converge et nLiToo Uy = % ;
e Siuy = 2 la suite (u,)nen converge et nl_lgloo u, = 2 (C’est une suite

constante) ;

e Siug > 3, lasuite (uy,)yen diverge vers +oo.
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Chapitre 2

Intégrales : Révisions et
compléments

L’intégration est un outil incontournable de 1’analyse et qui a de nombreuses
applications que nous verrons dans de nombreux chapitres, notamment en proba-
bilités avec les variables aléatoires continues.

Nous allons dans ce chapitre revenir sur I’intégration d’une fonction continue
sur un segment vue en premicre année avant d’étendre cette notion a des fonctions
sur des intervalles du type [a, +00].

2.1 Rappel de premiere année

2.1.1 Définitions et regles de calculs

Le calcul intégral est fortement 1ié a la notion de primitive dont nous devons
connaitre les primitives usuelles par cceur, ¢’est pourquoi nous rappelons la défi-
nition et le tableau suivant :

Définition 2.1.1. Soit f une fonction continue sur [a, b]. On dit que F' est UNE
primitive de f sur [a, b] si F' est dérivable sur [a, b] et que F' = f.

Remarque 2.1.2. 11 a également été vu en premiére année que toutes fonctions
continues sur un segment admet des primitives d’ou I’importance de la notion de
continuité. Une conséquence directe de cela est qu’une fonction qui est une pri-
mitive d’une autre fonction est automatiquement au moins de classe C!.
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Exemples 2.1.3. Soit A € R et soit £ € R. On regroupe dans le tableau suivant
I’ensemble des primitives usuelles qu’il faut connaitre par coeur !

Fonction Oou UNE primitive
0 R k
A R Ar+k
T R sx?+ k
2", n €N R L
1 R* ou R* In|z| + k&
Ln>2 |RyouR" | —pgboer +k
NG R* 2ps 4k
. R 2V + k
o a # —1 R* %Hxa“ +k
In(x) R* zln(z) —x +k
e’ R e’ +k

On suppose a présent que u est une fonction de classe C! sur un intervalle
compatible avec les compositions suivantes :

Fonction UNE primitive
u'u Ttk
uw'u™ —ut -k

wu®, a # —1 %Huaﬂ +k
% In(|u|) + &
- 2\/u+k
u'e" e+ k
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Les primitives nous permettent donc de calculer les intégrales de fonctions
continues sur un segment de la maniere suivante :

Théoreme 2.1.4. Soit f une fonction continue sur I et soit F' une primitive de f.
On a donc pour tout (a,b) € I?,

/ £(t) dt = [F(O]2 = F(b) — F(a).

2.1.2 Outil de calculs

Pour calculer des intégrales sur un segment nous avons un certain nombre de
propriétés fort utiles pour simplifier nos calculs :

Propriété 2.1.5. Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b], soit
¢ € [a,b] et soit A € R. On a alors :

o [PF)+gt)ydt=["Ft)dt+ [Mg(t)dt

o [PAf(t)dt=X["f(t)dt

e (Relation de Chasles) f; @) dt= [T f(t) dt+f f

e Sia < betque pour tout x € [a,b], f(z) < ) alors fabf(t) dt <
[P g(t) dt

Dans le cas de fonctions positives on a le résultat suivant :

Propriété 2.1.6 (Positivité de I'intégrale). Soit f une fonction continue positive
sur [a, b] avec a < b. On a donc

og/abf(t)dt

Remarque 2.1.7. Le cas des fonctions positives sera étudié plus en détails a la fin
de ce chapitre avec la notion de convergence absolue.

Concluons ces rappels sur les intégrales de fonctions continues sur un segment
par deux techniques de calculs puissantes :

Théoreme 2.1.8 (Changement de variables). Soit f une fonction continue sur [
et g une fonction de classe C' sur [a,b] & valeurs dans I. On a alors

g(b)
/ flg r) dr = f(t) dt

g(a)
Théoréme 2.1.9 (Intégration par parties). Soit u et v deux fonctions de classe C*
sur [a, b] alors
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2.2 Intégrales impropres

Nous allons a présent nous intéresser a la notion d’intégrale d’une fonction
non plus sur un segment mais sur un intervalle infini. Pour cela la notion de limite
va intervenir et nous redoublerons d’attention pour ne pas utiliser de résultats sur
ces intégrales sans vérifier les convergences des limites concernées.

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1. Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [a, +00]
oua € R.

e Si la limite lim fax f(t) dt existe et est finie alors on dit que 1’intégrale
r—r+00
impropre en +00 f:oo f(t) dt est convergente et sa valeur est la valeur de
la limite trouvée.

e Si la limite n’existe pas ou est divergente on dit alors que I’intégrale im-
propre f;roo f(t) dt est divergente.

Remarque 2.2.2. On parle parfois d’intégrale généralisée au lieu d’intégrale im-
propre.

On peut donc établir la méthodologie suivante pour étudier une intégrale im-
propre en +00 :

Méthode 2.2.3. 1. On vérifie la régularité de la fonction f sur I'intervalle
la, +00l;

2. On pose un x € [a,+oo[ quelconque et I’on considere le segment [a, x].
On étudie I’intégrale sur un segment fax f(t) dt en utilisant les outils de
premiere année ;

3. On étudie la limite xggloo [T f(t) dt;

4. On conclut quant a la nature de 1’intégrale impropre.

Exemples 2.2.4. o Etudions [ 4.
On observe que t — t% est continue sur |1, +oo[ en tant que quotient d’un
polyndme ne s’annulant pas sur cet intervalle.
Soit x € [1,+o0]et’on a

tdt [ -1 17" [-17°
22—t [t ],
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. 1 se o2 . +00 dt
etcomme lim 1— > = 1 on a que I'intégrale impropre f1 72 estconver-

T—+00
oo dt
1 t
e Etudions f0+°° et dt.

L’exponentielle est continue sur R donc également sur [0, +oco[. Soit = €
[0, 4+00[et’on a

gente et

/ el dt = [et}zze””—l
0

. . . +oo
et comme lim e —1 = 400 on a que I'intégrale impropre f1 f—§ est
r——+00

divergente.

On considere parfois des intégrales impropres en —oo selon le méme modele
de définition :

Définition 2.2.5. Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme | —
oo, bjou b € R.

e Si la limite lim ff f(t) dt existe et est finie alors on dit que I’intégrale
T—r—00

impropre en —oo [ _boo f(t) dt est convergente et sa valeur est la valeur de la
limite trouvée.

e Si la limite n’existe pas ou est divergente on dit alors que 1’intégrale im-
propre f_boo f(t) dt est divergente.

Exemple 2.2.6. Etudions f__fo T dt.
La fonction inverse est continue sur R* donc également sur | — 0o, —2]. Soit x €
] —o0,2]etl’ona

/ Lt = ()% = (] — 2)) — I(ja]) = In(2) ~ In(~a)

et comme lim In(2) — In(—x) = 400 on a que I'intégrale impropre f__fo +dt

T—r—00

est divergente.

Remarque 2.2.7. La méthodologie employée ici est ’adaptation direct de celle
utilisée pour les intégrales impropres en +00.
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2.2.2 Exemples fondamentaux

Deux familles d’exemples fondamentaux sont a connaitre et maitriser absolu-
ment !

Nous verrons dans un prochain chapitre que beaucoup de convergences d’in-
tégrales impropres dépendront de ces exemples de références (et méme la conver-
gence de certaines séries numériques).

2.2.2.1 L’intégrale d’exponentielle
Théoreme 2.2.8. Soit o € R, on a alors que 'intégrale impropre fOJrOO e~ dt
est:

e convergente si o > () et dans ce cas f0+oo e dt = é

e divergente si o < (.
Démonstration. La fonction ¢t — e~ est de classe C* sur R en tant que compo-
sée d’un polyndme et de la fonction exponentielle. A fortiori elle est donc continue
sur [0, 4-o0.

Soit z € [0, +oo] et calculons [ e~ dt.

/ e"‘tdt:/ ldt=[t]; ==
0 0

e Sia =0, alors on a

B

e Sia # 0, alors on a

x 1 X
/ e—at dt — {_e—at]
0 —Q 0
_eTox —60 1] — e o2

(67 (0% (0%

On peut donc a présent calculer les limites des intégrales que nous venons de
calculer :

e Sia = (0 alors

lim e dt = lim x =400,
r—r—+00 0 T——+00

donc I'intégrale impropre est divergente dans ce cas.
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e Siw < (0 alors

T 1 —e 0%
lim e dt = lim ——— = +o0,
T—r—+00 0 T—~00 (0%

donc I’intégrale impropre est divergente dans ce cas.
e Sia > 0 alors

g l—e@ 1-0 1
lim e dt = lim c = ==
r——+00 0 T——+00 « (6% (6%

donc I’intégrale impropre est convergente dans ce cas et ’on a
+00 1
/ e dt = —.
0 o

Exemples 2.2.9. 1. On a vu dans un exemple précédent que f0+°° el dt est
divergente, ce qui correspond au cas o = —1.

[]

2. On a que f0+oo e~z dt est convergente car il s’agit d’une exponentielle avec
o = ;. Onade plus f0+°o eadt =L =2.

to\»—th—t

2.2.2.2 Les intégrales de Riemann

La seconde famille d’exemples fondamentaux sont les intégrales de Riemann :

Définition 2.2.10. On appelle intégrale de Riemann en +oo les intégrales im-
propres du type fc+oo t%dt oua € Retce R,

Théoreme 2.2.11. L’intégrale de Riemann fjoo tiadt est convergente si et seule-
ment si o« > 1.

Démonstration. Soit t — ti est de classe C* sur R* en tant qu’inverse d’une

fonction puissance (on pourrai également dire qu’il s’agit de la fonction puissance
—a). Comme ¢ > 0 par hypothese, on a en particulier que cette fonction est
continue sur [¢, +00].

Soit z € [¢, +oof et calculons [ Ldt.

e Sia # 1, 0naalors

/ —dt:/ tdt = | ———¢ !
. 1@ . —a+1 .

|: tlfa :|x ‘,L,lfa leoc

I—a], 11—« 11—«
xl—a_cl—a

1l —«
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e Siv =1, onaalors

| |
—dt = —dt = [In(t)]*
it = [ it =)

= In(z) — In(c)

C

On peut donc a présent calculer les limites des intégrales que nous venons
de calculer :

— Sia<l1l,alorsl —«a >0etona

T l1-a -«
. . T %—c
lim —dt = lim — = +00,
z—+oo [, T T—+00 1 —«

donc I’intégrale impropre est divergente dans ce cas;

— Sia>1,alorsl —a<(Oetona

T q l-a _ -« _ Ll
lim/t—adt: lim < ¢t _ =z ®

z—r+00 T—r+00 11—« l -«

donc I'intégrale impropre est convergente ;
— Sia =1, alors
x

1
lim —dt = lim In(z) —In(c) = +oo,

T—+00 c T—r-+00

donc I’intégrale impropre est divergente dans ce cas.

On en déduit donc que I’intégrale impropre fcoo t%dt converge si > 1 et
diverge si o < 1.

]

Remarque 2.2.12. Dans le cas classique ou ¢ = 1, la valeur dans le cas de conver-
gence (c’est-a-dire lorsque o > 1) est a connaitre. Par les calculs précédents, on

a
1 1
| =
e a—1

Exemples 2.2.13. Dans les exemples précédents, on a déja vu deux intégrales
de .Riem‘agn. f;roo % est divergente puisque ici o« = 1 et ffoo %t est convergente
puisque ici o = 2.
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2.2.3 Regles de calculs

Comme dans le cas de I’intégrale sur un segment, on peut utiliser des regles
de calculs pour simplifier nos calculs pour les intégrales impropres a conditions
de bien respecter les convergences.

Toutes les propriétés vont étres énoncées pour les intégrales impropres en +o0o
mais sont adaptable aux intégrales impropres en —oo.

Propriété 2.2.14 (Linéarité de I’intégrale). Soit f et g deux fonctions continues
sur un intervalle [a, +oo| et soit A € R. On a alors si f f(t) dt et erOO ) dt
convergent :

« [0 = f*°°f dt+ [ g(t) dt;

o UML) dt =\ f+°° f(t)
Remarque 2.2.15. La réciproque est fausse, en effet [ Ldtet [7° L dt sont
des intégrales impropres divergentes or [, —1 dt = ["*° 0 dt est convergente

est vaut 0.

Exemple 2.2.16. Etudions f0+°° e 3t —4e~t dt. Comme 3 et 1 sont strictement po-

sitifs, on a que f0+°° e 3t dt et f0+°° et dt sont convergentes et donc par linéarité

+oo
e3t

on a que fo — 4e~t dt est convergente et I'on a :

+o00 +o0 +o00
/ e 3t —de t dt = / e 3t dt — 4/ e tdt
0 0 0

1 1 1 11
3 1 3 3
La relation de Chasles peut également s’utiliser de la maniere suivante pour

les intégrales impropres :

Propriété 2.2.17 (Relation de Chasles). Soit f une fonction continue sur |a, +00
tel que fa+oo f(t) dt soit une intégrale impropre convergente. Soit ¢ € [a,+o0|

alors fc+oo f(t) dt est convergente et on a :

+oo c +oo

f(t) dt = / f(t) dt + f(t)dt
Remarque 2.2.18. Si I’on ne sait pas que fa+°° f(t) dt est convergente mais que
I’on a fjoo f(t) dt qui 'est, alors la continuité de f sur le segment [a, ] permet
de conclure a la convergence de fa+°° f(t) dt
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Exemple 2.2.19. Etudions [, % + =% dt.

On reconnait une intégrale de Riemann de parametre « = 7 > 1 donc f1+°° %
est convergente. De plus comme f0+°° e~ % dt est convergente en tant qu’ intégrale
d’exponentielle ot @ > 0 donc par relation de Chasles | 1+°O e~ % dt est également

convergente et
+o00 1 +o0
/ e6tdt:/ e6tdt—|-/ e %dt,
0 0 1

soit

On en déduit donc par linéarité que

“+oo 1 +oo 1 “+o0o
/ —+e dt:/ —7dt+/ e Ot dt
1 13 1 13 1

B 1 6_6_1+6_6

7—1 6 6

La positivité de la fonction a également les mémes conséquences pour les
intégrales impropres que pour les intégrales sur des segments :

Propriété 2.2.20 (Positivité de I’intégrale). Soit f une fonction continue positive
sur [a, 00| tel que f(:roo f(t) dt est convergente. On a donc

+oo
0< f(t) dt.
1,400 — R
Exemple 2.2.21. Soit o > 1, est continue et est positive sur
t L

tO(
son ensemble de définition et comme I’intégrale de Riemann f1+°° t%dt est conver-
gente par hypotheése sur «, on a par positivité de I’intégrale que |, 1+°° tiadt est po-
sitive.
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Cela nous donne donc le résultat suivant pour comparer les intégrales im-
propres de deux fonctions :

Corollaire 2.2.22. Soit f et g deux fonctions continues sur [a, +oo| telles que pour
tout © € [a, +ool, f(x) < g(x). Si [ f(t) dtet [ g(t) dt sont convergentes,

on a alors
“+o00

F() dt < / ) a.

Exemple 2.2.23. On a pour tout ¢ € [1, +0o0], tl4 < t% et que les intégrales asso-

a

ciées sont convergentes en tant qu’intégrales de Riemann et on a donc

+oo 1 +oo 1
/ 7m§/ = dt.
1t 1t

Théoréme 2.2.24. Soit [ une fonction continue positive sur [a, 00| tel que f;oo f(t)dt

est convergente. On a alors que f:oo f(t) dt = 0 si et seulement si f est la fonc-
tion nulle sur |a, b].

Remarque 2.2.25. L’intégration par parties et le changement de variables sur des
intégrales impropres sont hors programme. En effet elles souleéves quelques pro-
blemes théoriques que nous ne pouvons pas traiter. On contournera ce probleme
par I’utilisation de ces techniques sur les intégrales sur les segments [a, x] puis on
calculera les limites lorsque cela est nécessaires.

Exemple 2.2.26. Etudions " te~* dt.

t — te~" est continue sur [0, +o0o[ en tant que produit de fonctions usuelles conti-
nues. Soit z € [0, +-00| et calculons fo te~! dt al’aide d’une intégration par partie
(les fonctions considérée sont C! en tant que polyndme et exponentielle de poly-

nome.)
/nté*dt: Pﬁeqlﬁ—l/‘l(—e4)dt
0 0

= e 4+ 0.e° — [e_t]g

=—ze " — (e — ¢
=1l—ze*—e"

T

Par croissance comparée on a que lim ze™® = 0 donc on a

r—r+00

xT

lim tetdt=1—-0—-0=1.

T—r+00 0

L’intégrale f0+°° te~t dt est donc convergente et I’on a

+o0
/ te”tdt = 1.
0
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2.2.4 Intégrales doublement impropres

Une question naturelle que 1’on peut se poser est la question d’une intégrale
ayant comme bornes —oo et 4+-00. Il s’agit des intégrales doublement impropres.

Définition 2.2.27. Soit f une fonction continue sur R. Si il existe un réel c tel
que les intégrales impropres [©_ f(t) dt et fjoo f(t) dt sont convergentes, alors

I’intégrale doublement impropre fj;o f(t) dt est convergente et I’on a

+00 c +oo
f@ﬁ:/(WMH» £(t) dt

Sinon, on dit qu’elle diverge.

Remarques 2.2.28. e Siune intégrale doublement impropre converge tout les
réels ¢ donneront le résultat par relation de Chasles.

e Une erreur classique est de considérer la limite de ffz f(t) dt pour prouver
la convergence d’une intégrale doublement impropre, cela est totalement
faux. Un effet de compensation peut avoir lieu entre les deux "cotés" de
I’intégrale qui masquera la divergence potentielle de I’intégrale doublement
impropre.

e Lorsque la fonction f est paire ou impaire, I’'usage de 0 pour ¢ peut nous
aider pour limiter le travail sur les deux intégrales impropres a étudier.

f R - R
Exemples 2.2.29. 1. Onpose . f estune fonction conti-

xr — e 7l

nue et I’on va étudier I’intégrale doublement impropre fjozo f(t) dt en étu-
dions les intégrales impropres [°_ f(t) dt et ST f(¢) dt.

On observe que [ est impaire (c’est-a-dire que f(—t) = —f(¢) pour tout
t € R) et donc en particulier pour tout z € R, fiﬂ f(t)dt = — [ f(t)dt
(par changement de variable classique) et donc fi)oo f(t) dt converge si et
seulement si 0+°O f(t) dt = O+°° te~" dt est convergente, ce qui est le cas
par I’exemple précédent.

Comme f0+oo f(t) dt est convergente, on a que fi)oo f(t) dt ’est également
donc par définition, I’intégrale doublement impropre fj;o f(t) dt est bien
convergente.

On a de plus

+o00 0 +oo
f@ﬁ:/‘ﬂwﬁ+ F(t) dt
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— lim /0 i+ [ ) ar
—x 0

r—r—+00

T—-+00

— — lim /:Ef(t) dt + +Oof(zs) dt
0 0

—+00 +oo

=— f(t) dt+ f(t) dt

0 0

g : R - R
2. On considere la fonction et étudions 1’intégrale double-

t o~
ment impropre [ g(t) dt.
Soit ¢ € R et observons fc+°° g(t) dt. On a pour tout = € [c, +00],

T T t435 $4—C4
t) dt = Bdt=|—| =
[owa= [ea={g] =

or hr_{l [ g(t) dt = +o00 donc I'intégrale [ g(t) dt est divergente donc
Tr—r+00

I'intégrale doublement impropre | _Jr;o g(t) dt I’est également.
On prendra donc attention a de ne pas aller trop vite car

| ot - H:#

—T

et ’on pourrai €tre tenté de dire que I’intégrale doublement impropre converge,
ce qui est faux, comme nous 1’avons prouvé précédemment !
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Chapitre 3

Espaces vectoriels

En premiere année, uniquement I’espace vectoriel R™ et ces sous-espaces vec-
toriels ont été abordées. Nous allons cette année étudiée deux nouvelles familles
d’espaces vectoriels. L’objectif est de fournir tout le nécessaire a 1’étude des ap-
plications linéaires et les bases pour la réduction des matrices carrées qui est 1’ob-
jectif du programme d’algebre de 1’année.

Contrairement a la premiere année, nous ne mettrons plus de fleches sur nos
vecteurs. Nous devrons donc avoir conscience de quels éléments sont des vecteurs
et de quels éléments sont des scalaires.

3.1 Construction et définition

3.1.1 Loi de composition interne et externe

Pour définir un espace vectoriel, nous avons besoin de définir ce que I’on ap-
pelle une loi de composition interne et une loi de composition externe qui nous
permettrons d’additionner des vecteurs entre eux et les multiplier par des coeffi-
cients réels.

Définitions 3.1.1. Soit £ un ensemble.

+ : ExXE —» F
1. Soit . On dit que + est une loi de composition

(z,y) — x4y
interne sur F lorsque :
o V(z,y) e B> x+y=y+ux;
o V(r,y,2) e B3 (x+y)+z=x+ (y+2)
e pc E Ve Fx+0g=0g+2x=2
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e Vr € E. Jy € E,x+ y = 0g. On note alors —z cet élément.

. RxFE — FE
2. Soit . On dit que . est une loi de composition ex-

(\z) — Az
terne sur £ lorsque :
V(A u) € R%Vz € E, N\ () = (M)
VAeR,Y(z,y) € B2 N\(x+y) = v+ Ay
VA, u) EREVz € E,(A+ p).x = Ao + p.x;
Vee E,1lx=x

Exemples 3.1.2. 1. Sur R" I’addition
+ R™ x R" — R"
((xla"'>xn)><y17“'7yn)) = (x1+y17"'axn+yn)
et la multiplication par un réel
R x R"™ — R™
N (21,00 mn)) = (Aq,y .y Ay)

sont respectivement une loi de composition interne et une loi de composition
externe sur R".

2. Sur R, [z] I’addition

+  Ryz] xRy[z] — R,[z]
(PQ) = P+Q
et la multiplication par un réel
R x R,[z] — R,[z]
(\,P) — AP

sont respectivement une loi de composition interne et une loi de composition
externe sur R,, [x].
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3. Sur M,, ,(R) I’addition

+ 0 My,(R) x M, ,(R) — M, ,(R)
(A, B) — A+ B

et la multiplication par un réel

R x M, ,(R) — M,,(R)
(A, A) > AA

sont respectivement une loi de composition interne et une loi de composition
externe sur M,, ,(R).

Une notion fondamentale est celle de combinaison linéaire :

Définition 3.1.3. Soit (£, +,.) un ensemble muni d’une loi de composition in-
terne et d’une loi composition externe. Soit p € N*, soitx € E etsoit (21, ..., ,) €
EP. On dit que x est une combinaison linéaire de xy, ..., x, si il existe p réels
AL, .y Ap tels que

p
T=MNT1+ ...+ ATy = Z)\lx,
i=1
Exemples 3.1.4. e Dans M;(R), la matrice est une combinaison

linéaire des matrices car on a

par exemple

1 2 10 0 1 00 10
=1 +2 +3 +0
0 3 00 00 0 1 01
Oou encore
1 2 10 01 00 10
=2 +2 +4 + (-1)
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e Dans Ry[z], 2> — 1 n’est pas une combinaison linéaire de x — 1 et z + 1 car
toutes combinaisons linéaires de x — 1 et z + 1 n’est qu’au plus de degré
1. Un produit de vecteurs (ici de polyndmes) n’est PAS une combinaison
linéaire !

3.1.2 Définitions et exemples fondamentales

Définition 3.1.5. Soit (£, +,.) un ensemble muni d’une loi de composition in-
terne et d’une loi composition externe. Soit n € N. On dit que £ est un espace
vectoriel réel de dimension 7 si il existe une bijection ¢/ entre £ et R™ qui pré-
serve les combinaisons linéaires, autrement dit si il existe une bijection ) entre
E et R" telle que pour tout p € N*, pour tout (zy,...,x,) € EP et pour tout
(A1, .. Ap) € RP, on a

(0 Z it | = Z )\11/1(%)
i=1 i=1

Remarque 3.1.6. Il est possible de montrer qu’un ensemble est un espace vecto-
riel uniquement si il préserve les combinaisons linéaires de deux éléments puis en
retrouvant la définition par une récurrence.

Remarque 3.1.7. En conservant les notation de la définition précédente, on a que
¥(0g) = Ogn, soit que I’élément neutre de F s’envoie sur le neutre de R™.

Notation 3.1.8. e On note dim(F) la dimension de I’espace vectoriel réel E.

e On appelle les éléments de E les vecteurs de £ et les coefficients réels
A sont appelées les scalaires. Les scalaires se placent toujours devant un
vecteur !

e On note en général + la loi de composition interne dans £ et dans R", on
prendra garde a ne pas faire de confusion entre les divers éléments.

e On note en général Ax et non pas A.x. On prendra garde a ne pas oublier
également la présence de la loi de composition externe.

Remarque 3.1.9. La définition que I’on donne limite en réalité les espaces vecto-
riels aux espaces vectoriels de dimensions finis mais il existe en réalité des espaces
vectoriels de dimension infini qui sont hors programme.

Donnons quelques regles de calculs dans les espaces vectoriels :

Propriété 3.1.10. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. On a alors
pour tout v € E et pour tout A € R :
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e Or =0g

o M0z =0g

o (—l)z=—x

e \x = Og si et seulement si (A = 0 oux = Og).

Citons a présents les trois exemples de références que nous utiliserons tout au
long de l’année :

Théoreme 3.1.11. 1. Soitn € N, R" est un espace vectoriel réel de dimension
n.

2. Soitn € N, R, [z] est un espace vectoriel réel de dimension n + 1.

3. Soit (n,p) € (N*)%, M,,,(R) est un espace vectoriel réel de dimension np.

Démonstration. 1. R™ est trivialement en bijection avec lui méme par 1’appli-
cation identité qui conserve bien les combinaisons linéaires.

f o Ryz] — R
2. On pose . Il s’agit d’une bijection car :

n .
dYaixt = (ag,aq,...,a,)
i=0

n n
e festinjective carsi f (Z aixl) =f (Z bl-x’) ,onaalors (ag, ..., a,)
=0 1=0

n n
(bo, .., by) soit pour tout 7 € [0, n], a; = by, soit Y a;x* =Y bia'.
i=0 i=0

n
e [ est surjective car pour tout (ay, ..., a,) € R"™, 3" g;2% est un poly-
i=0

nome de R, [z] et f (Z aixi> = (ag, ..., ay).
i=0
De plus pour tout (P, Q) € R,,[z]? et pour tout (\, ) € R%, ona f(AP +

n

Q) = Af(P)+ puf(Q). Eneffet, on pose P = > a;z' et Q = > bx'. On
i=0 i=0

adonc AP + u@Q = > (Aa; + pb;)x’ donc
i=0
= MNag, ..., an) + p(bo, -, by)
= Af(P) +nf(Q)
On en déduit par récurrence que f conserve toutes les combinaisons li-

néaires.
R,,[x] est donc bien un espace vectoriel réel de dimension n + 1.



34 Espaces vectoriels

f: My,R — R"P
3. On pose Il s’agit
(ai,j)ie[[l,n]] = (@11, 01,2, 0, Q1 py A1, ey G p)
Jelin]

d’une bijection car :

e [ estinjective car si f ((ai7j)ie[[17nﬂ> =f ((bi,j)ie[u,n]]), on a alors
je[ln] - Jelln]
pour tout (7, j) € [1,n] x[1,p], a;; = b; j, soit I’égalité entre les deux

matrices recherchées.
e [ est surjective car pour tout (a1, a19, ..., a1p, A2 1, .., Anp) € R,

(aij)icp1,n] €St une matrice de M,, ,(R) et
Jjelln]

f <(ai,j)i€[[1,n]]) = (611,1,(11,27 ceey A1p, G211, "'aan,p>'

JE[L,n]

De plus pour tout (A, B) € M, ,(R)? et pour tout (\,u) € R? on a
JAA + pB) = Af(A) + nf(B). En effet, on pose A = (ai;)icpin] et

j€l1,n]
B = (bij)icpin)- Onadonc AA + B = (Xa; j + pb; ) icp1,n donc
Jell,n] jeli,n]
FOAA + uB)

= (Aa11 + pbi1, Aar g + piby o, ..., Aary + pbip, Aasy + pas, ..., Ay, + by, )
= )\(&1,1, a172, ey al,p? G271, ceey anyp) =+ ,u(bl,lu bLQ, ceey pr, b271, ey bmp)

= Af(A) + pf(B)

On en déduit par récurrence que [ conserve toutes les combinaisons li-
néaires.
M., »(R) est donc bien un espace vectoriel réel de dimension np.

3.2 Sous-espaces vectoriels

3.2.0.1 Généralités

Une notion indispensable associée aux espaces vectoriels est la notion de
sous-espaces vectoriels :

Définition 3.2.1. Soit £ un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit F' un
ensemble. On a que [ est un sous-espace vectoriel de F lorsque F’ vérifie :

1. FCFE
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2. F#£0
3. V(z,y) € F2VAeR Xz +y e F.
Remarques 3.2.2. 1. Il est possible de remplacer F' # () par O € F car

un sous-espace vectoriel contient obligatoirement le neutre de £. De plus
montrer que le neutre est dans F' est en général tres simple.

2. Il est possible de remplacer I’axiome
V(z,y) e FYAeR M +yeF

par
V(r,y) e F*x +y € F et Vo€ FYA€R Mz € F.

3. Cette définition concordent bien avec la caractérisation des sous-espaces
vectoriels de R™ donnée en premiere année.

4. {Og} et E sont toujours des sous-espaces vectoriels de F.

Exemples 3.2.3. 1. Montrons que R, [z] est un sous espace vectoriel de Ry[z].

e Un polyndme de degré au plus 1 est automatiquement de degré au plus
2 donc on a bien R, [z] C Ry[x];

e Le polyndme nul est bien un élément de R, [z] donc Ry [z] # 0;

e Soit (P, Q) € Ry[z])? et soit A € R et montrons que AP (z) + Q(x) €
R, [z]. On considere (ag,a, by, by) € R tel que P(x) = ag + a7 et
Q(z) = by + byx. On a donc

)\P(ZE)‘FQ(Z’) = /\(a0+&1$)+b0+b11‘ = ()\a0+b0)+()\a1+b1)x € Rl[x]

R, [x] est donc bien un sous-espace vectoriel de Ro[z].
2. On note D I’ensemble des matrices diagonales de M,,(R). Montrons qu’il
s’agit d’un sous-espace vectoriel de M, (R).
e D est composé de matrices de M,,(R) doncona D C M, (R);
e La matrice nulle 0,, est une matrice diagonale donc 0,, € D donc D #
0;
e Soit (A, B) € D? et soit A € R et montrons que AA + B est diagonale.
La matrice AA est toujours diagonale et la somme de deux matrices

diagonales étant également diagonale, on a bien que AA + B est une
matrice diagonale, soit que N\A + B € D.

D est donc bien un sous-espace vectoriel de M., (R).

Remarque 3.2.4. En réalité R;[z] est un sous espace vectoriel de R,,[z] des que
k < n. Cela sera montré en TD.
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Propriété 3.2.5. Un sous-espace vectoriel réel F' d’un espace vectoriel réel E de
dimension finie est un espace vectoriel réel de dimension finie. On a de plus

dim(F) < dim(FE)
On a également dim(F') = dim(F) si et seulement si F = F.

Méthode 3.2.6. Pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, on montre
en général qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel d’un espace de référence.

Méthode 3.2.7. Pour montrer 1’égalité entre deux espaces vectoriels de dimen-
sions finies, on montre en général une seule inclusion et 1’égalité des dimensions.

3.2.1 Sous-espaces vectoriels engendrés et notion de rang

Le principal type de sous-espaces vectoriels que nous étudierons seront les
sous-espaces vectoriels engendrés. En effet nous essaierons de déterminer tout
nos sous-espaces comme des sous-espaces vectoriels engendrés pour simplifier
grandement leurs études.

Définition 3.2.8. Soit £ un espace vectoriel réel, soit p € N* et soit (eq, ..., €,) €
EP. L’ensemble des combinaisons linéaires de ey, ..., e, est appelé sous-espace
vectoriel engendré par la famille {ey, ..., e, }. On note ce dernier Vect(e, ..., €,).
On dit que la famille {ey, ..., e, } est une famille génératrice de Vect(ey, ..., €,).

p
Remarque 3.2.9. On a Vect(ey, ...,e,) = {D_ Nie; | (A1,..., ) € RPL
=1

Exemples 3.2.10. e On considere ’ensemble des matrices symétriques de
M,(R).
.
a c
S2(R) = | (a,b,c) € R?
c b
\
(
10 00 01
=<a +5b +c | (a,b,c) € R?
\ 00 0 1 10

10 0 0 01
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e On considere F' I’ensemble des polyndmes de Ry[z]| qui s’annule en 1. On
a alors

F={az’ +brx+c|la+b+c=0}
={az* +br —a—"b| (a,b) € R?*}
={a(z* = 1) +b(x — 1) | (a,b) € R*}
=Vect(z? — 1,2 — 1)

Propriété 3.2.11. Un sous-espace vectoriel engendré est un sous-espace vecto-
riel.

Remarque 3.2.12. Cela nous fournit une autre mani¢re de montrer qu'un en-
semble est un sous-espace vectoriel, en arrivant a I’écrire comme un sous-espace
vectoriel engendré.

Exemples 3.2.13. En considérant les deux exemples précédents, on a que les ma-
trices symétriques de My (IR) est un sous-espace vectoriel de My (R).

De méme, les polyndmes s’annulant en 1 de degré au plus 2 forme un sous-espace
vectoriel de Ry [z].

Un résultat utile est également le suivant :

Propriété 3.2.14. Soit E un espace vectoriel réel et soit F' un sous-espace vecto-
riel de E. Soit (e1, ..., e,) € E? des vecteurs tels que pour tout i € [1,p], e; € F.
On a alors

Vect(ey,...,e,) C F.

On pourrait penser que la dimension d’un sous-espace vectoriel engendré est
le cardinal de la famille qui I’engendre mais c’est faux!

Définition 3.2.15. Soit £ un espace vectoriel réel, soit p € N* et soit (e1, ..., e,) €
E?. On appelle rang de la famille {ey, ..., e, } la dimension du sous-espace vecto-
riel Vect(e, ..., e,) que I'on note rg(ey, ..., €,).

Remarques 3.2.16. e Le rang d’une famille de vecteurs ne peut donc jamais
dépasser le cardinal de la famille, ni la dimension de I’espace vectoriel E.

e On rappelle que le rang d’une matrice est le rang de ces colonnes ou de ces
lignes vu comme famille de vecteurs d’un espace R". On prendra donc gare
a ne pas confondre le rang d’une matrice et le rang d’une famille de matrices
ou les matrices sont des vecteurs d’un espace M,, ,(R). On reviendra plus
en détails sur le rang d’une matrice dans le chapitre sur les applications
linéaires.
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Exemple 3.2.17. On pose F' = Vect(x?, 22—z, x—2,2) un sous-espace vectoriel
de Ry[z] or pour tout az? 4 bz + ¢ € Ry[x], on a

1
ar® +br+c=ax®+ 0@ —z)+b(x —2) + (§c+b> 2.

donc az? + bz + ¢ € F. On a alors Ry[z] C F et comme F C Ry[z], on a
F = Ry[xz]. F est donc un espace vectoriel de dimension 3 donc

rg(z?, 2 — 2,0 —2,2) = 3.

Pour travailler sur les sous-espaces vectoriels engendrés ou calculer un rang
les regles de calculs suivantes sont fortes utiles :

Propriétés 3.2.18. Soit £ un espace vectoriel réel et soit (eq, ...,e,) € EP. Ona
alors :

1. Soit x € L. Si x est une combinaison linéaire de e, ..., ey, on a alors
Vect(ey,...,ep, x) = Vect(e, ..., ep);
2. Pour tout (i,j) € [1,p]* Ona
Vect(eq, ..., €, ...,ep) = Vect(er, ...,e; + €5, ..., €p);
3. Soit A1, ..., A\, p réels tous non nuls, on a alors
Vect(ey,...,ep) = Vect(Arer, ..., \pep).

Remarque 3.2.19. La premiere propriété implique que Vect(es,...,e,, 0p) =
Vect(eq, ..., ep).

Exemple 3.2.20. On considere I’exemple précédent et on a
Vect(2?,2* — x,2 — 2,2) = Vect(z?, 2> — 2,0 — 2+ 2,2) = Vect(2?, 2° — 1,2,2)
1
= Vect (:U2,x2 —x,x, 52) = Vect(2® 2* — x,2,1)

= Vect(2?, 2* — v+ x,2,1) = Vect(2? 2°,2,1)
= Vect(2? 2° — 2%, 2°1) = Vect(2?,0,2,1)
= Vect(2*,1,1) = Ry[7]

Ces opérations sur les sous-espaces vectoriels engendrés nous permettent éga-
lement d’en déduire les opérations suivantes sur les rang
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Propriétés 3.2.21. Soit E un espace vectoriel réel et soit (e, ...,e,) € EP. Ona
alors :

1. Soit v € E. Si x est une combinaison linéaire de ey, ..., e, on a alors
rg(er,...,ep, ) =rg(ey, ..., ep);
2. Pour tout (i, j) € [1,p]* Ona
rg(er, ..., €y oensp) =1g(€1, .00y €+ €5y ey €p);
3. Soit Ay, ..., \, p réels tous non nuls, on a alors
rg(er,...,ep) =rg(Aier, ..., \pep).

Remarque 3.2.22. De méme, la premiére propriété implique que rg(ey, ..., €y, 0g) =

rg(er, ..., ep).

3.3 Familles libres, génératrices et bases

Pour une famille de vecteurs, on recherche en général le fait qu’elle ait une
des deux propriétés suivantes : €tre génératrice ou étre libre.
Le cas ou une famille de vecteurs a les deux caractéristiques, on est dans le cas
d’une base qui joue un role central en algebre. La détermination de ces dernieres
va €tre un des objectifs principaux de beaucoup d’exercices d’algebres.

3.3.1 Familles génératrices

Définition 3.3.1. Soit £ un espace vectoriel réel et soit (eq, ..., e,) € EP. On dit
que la famille {eq, ..., e, } est génératrice de E lorsque que tout vecteur de £ peut
s’écrire comme une combinaison linéaire de de ey, ..., e,,.

Autrement dit la famille {ey, ..., e, } est génératrice de E lorsque

E =Vect(ey, ..., ep).

Remarque 3.3.2. Une famille de vecteurs est générateur d’un espace vectoriel,
on doit toujours le préciser sous peine que cela manque de sens !

Remarque 3.3.3. Par définition le rang d’une famille génératrice {ey, ..., e, } d’un
espace vectoriel réel ' de dimension n est toujours n.
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Méthode 3.3.4. Pour montrer qu’une famille de vecteurs {eq, ..., e,} est généra-
trice d’un espace vectoriel F, on considere un vecteur x quelconque de £ et on
doit déterminer des réels (\y, ..., \,) tel que

xr = )\161 + ...+ )\pep.

Cela revient a déterminer au moins une solution d’un systéme.
Exemples 3.3.5. 1. Dans un exemple précédent, on a vu que pour tout ax? +

br + ¢ € Ro[z],ona

2 2 2 1
ar” +bxr +c=ax” 4+ 0(x* —x) + b(x — 2) + §c—i—b 2.
Cette possibilité n’est pas unique mais suffit a justifier que la famille {22, 22—
x,x — 2,2} est génératrice de Ry[x].

1 0 11 1 0 10
2. On considere la famille , , , de M5 (R).

0 0 0 0 10 01

a b
Soit A = et résolvons 1’équation vectoriel d’inconnues réelles

c d
/\17 /\27 /\3 et /\4 .

A=\ + Ao + A3 + X\
0 0 0 0 10 01

Cette équation est équivalente au systeme suivant :

>\1+)\2+)\3+)\4:CL (b+C+d+)\1:CL
A2 =0 A=0b
=
)\3 =C )\326
)\4:d \ )\4:d
( M=a—-b—c—d
)\sz
=
)\3—C
\ /\4:
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Ce systeme admet donc au moins une solution (dans ce cas une unique so-

10 11 10 10
lution) donc la famille , , , est gé-

0 0 00 10 01
nératrice dans My (R).

Le caractere générateur est fortement liée aux sous-espaces vectoriels engen-
drée, on en déduit donc les propriétés similaires :

Propriété 3.3.6. Soit {e1, ..., e, } une famille génératrice d’un espace vectoriel E.
On a alors toujours une famille génératrice de E lorsque ’on :
e Change l’ordre des vecteurs ;

e Ajoute un nouveau vecteur a la famille ;

Multiplie un vecteur par un scalaire non nul ;
e Additionner un vecteur a un autre ;
e Retire un vecteur qui est combinaison linéaire des autres.

Remarque 3.3.7. En particulier, si la famille génératrice contient le vecteur nul,
il est automatiquement combinaison linéaire des autres et I’on peut donc le retirer.
Exemple 3.3.8. La famille {(1,2,3),(3,—2,1),(1,0,1)} est génératrice de ' =
Vect((1,2,3),(3,-2,1),(1,0,1)) orcomme (1,2,3)+(3,—2,1) = (4,0, 4) donc
{(1,2,3),(4,0,4), (1,0, 1)} est génératrice de F'. Comme (4,0,4) = 4(1,0, 1) on
a donc

{(1,2,3),(1,0,1)}

est une famille génératrice de F'.

Le dernier résultat qui nous intéresse est le lien entre le cardinal d’une telle
famille et la dimension de 1’espace :

Propriété 3.3.9. Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit {ey, ..., e, } une
famille génératrice de E. On a donc

n < p.

Remarque 3.3.10. On peut utiliser ce résultat par sa contraposée afin d’établir
qu’une famille n’est pas génératrice d’un espace vectoriel donnée.

10 00 01
, , n’est pas généra-

0 0 01 10

trice dans M;(R) car elle ne contient que trois vecteurs et que My(R) est de
dimension 4.

Exemple 3.3.11. La famille
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3.3.2 Familles libres

Contrairement aux familles génératrices qui justifient de I’existence d’au moins
une écriture de chaque vecteur comme combinaison linéaire, on s’intéresse a pré-
sent aux familles libres qui nous donne 1’existence d’au plus une seule écriture
comme combinaison linéaire.

Définition 3.3.12. Soit £ un espace vectoriel réel et soit (eq,...,e,) € EP. La
famille {ey, ..., e,} est une famille libre de vecteurs si aucun vecteur de ne peut
s’écrire comme une combinaison linéaire des autres.

Dans le cas contraire on dit que la famille est liée.

Remarques 3.3.13. e Contrairement aux familles génératrices, ces caracté-
ristiques est totalement dépendantes des vecteurs eux mémes.

e Comme le vecteur nul est toujours combinaison linéaire de n’importe quelle
vecteur, pour qu’une famille soit libre tout les vecteurs doivent €tre non
nuls !

e Dans le cas d’une famille a deux éléments, au lieu de parlé d’une famille
liée, on parlera de deux vecteurs colinéaires.

En pratique on caractérise les familles libres par le résultat suivant :

Théoreme 3.3.14. Soit E un espace vectoriel réel et soit (eq, ..., e,) € EP. La fa-
mille {ey, ..., ep} est une famille libre si et seulement si I’égalité vectoriel \1eq +
. + Apep, = 0 implique que les réels \y, ..., \, soient tous nuls.

Ce théoreme nous indique la méthode pour prouver qu’une famille est libre :

Méthode 3.3.15. Soit E un espace vectoriel réel et soit (eq, ...,e,) € EP. Pour
montrer que la famille {ey, ..., e, } est libre, on cherche donc a résoudre I’équation

Aier + ... + Ayep, = 0 qui nous amene a un systeme. On doit trouver que le
systeme admet une UNIQUE solution pour obtenir la liberté qui sera A\ = Ay =
o= =0,

Exemples 3.3.16. 1. La famille {z + 1,z + 2} est libre dans R, [z]. En effet
pour (\, 1) € R* tel que A(x + 1) + pu(x +2) =0,0na

A+ =0
A+ +A+2u=0%& S A=p=0,
(A +p)z f At 2= 0 I

par unicité des coefficients d’un polyndmes.
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2. Lafamille {(1,2,3), (1,1,—1),(1,4,11)} n’est pas libre. En effet pour (A1, A2, A3) €
R3 tel que A\i(1,2,3) + A2(1,4,11) + A3(1,4,11) = (0,0,0), on a que
(A1, A2, Ag) est solution du systéme suivant :

M+X+ A3=0 (M +X+ A3=0
A\ 4+ Ao+ 4Ny =0 T — Dot 2)3=0
3A1 — Ag+ 1103 =0 [3A1 — Ao + 1103 =0
(A + A+ X3=0
Beash il 2 =0
| 48N =0
(A1 + Xa + g =
fscgmtlz b\, 42N =0
\ 0=0
@{ A +3M3 =0
Ao = 2);
A= —3)3
@{Agz 22\

Ce systeme admettant une infinité de solution, la famille n’est pas libre. De
plus pour A3 = 1, on obtient \; = —3 et \» = 2 ce qui nous donne

-3(1,2,3) +2(1,1,—1) 4+ (1,4,11) = (0,0, 0)
soit
(1,4,11) = 3(1,2,3) — 2(1,1,—1).
La série de remarque suivante est a connaitre parfaitement :
Remarques 3.3.17. e Une famille constitué d’un seul vecteur est libre si et

seulement si ce vecteur est non nul ;

e Une famille constitué de deux vecteurs est libre si et seulement si les deux
vecteurs ne sont pas colinéaire ;

e Si le vecteur nul est dans une famille alors cette famille est liée ;

e Si une famille contient deux fois le méme vecteur alors elle est liée ;

e Une famille est liée si et seulement si il existe un vecteur qui est combinai-
son linéaire des autres;

Une famille libre se transforme moins en une autre famille libre qu’une famille
génératrice en une nouvelle famille génératrice :
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Propriété 3.3.18. Soit {e1, ..., e,} une famille libre d’un espace vectoriel E. On
a alors toujours une famille libre de E lorsque l’on :

e Change ’ordre des vecteurs;

e Multiplie un vecteur par un scalaire non nul ;

e Ajoute un vecteur qui n’est PAS combinaison linéaire des autres;

e Une sous-famille extraite est une famille libre.

Dans 'espace vectoriel R, [x], on a la possibilité de construire des familles

libres simplement grdce a ce critere :

Propriété 3.3.19. Soit (P, ..., P,) une famille de polynomes non nuls de R,,|[x].
Si les polynomes sont de degrés deux a deux distincts alors la famille { Py, ..., P,}
est libre. On parle alors d’une famille échelonnée de polynomes.

Exemple 3.3.20. La famille {z'};c[o ) est échelonnée dans R,, (], elle forme donc
une famille libre de R,, [x].

Le dernier résultat qui nous intéressent est le lien entre le cardinal d’une telle
famille et la dimension de I’espace :

Propriété 3.3.21. Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit {ey, ...,e,}
une famille libre de . On a donc

p<n.

Remarque 3.3.22. On peut utiliser ce résultat par sa contraposée afin d’établir
qu’une famille n’est pas libre dans un espace vectoriel donnée.

Exemple 3.3.23. La famille
{(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1) }

de R* n’est pas libre car elle est composée de 6 vecteurs et que la dimension de
R* est 4 qui est strictement inférieur 2 6.

3.3.3 Bases
3.3.3.1 Définitions

Définition 3.3.24. Soit E un espace vectoriel réel. On dit que famille {ey, ..., e,}
est une base de E lorsque la famille est libre et génératrice de F.
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Remarque 3.3.25. Si une famille {eq, ..., e,} est libre, alors il s’agit d’une base
du sous-espace vectoriel Vect(eq, ..., e,).

Les inégalités précédentes sur le cardinal d’une famille libre ou génératrice en
fonction de la dimension nous donnent le résultat suivant :

Propriété 3.3.26. Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit {ei, ..., e,}
une base de E. On a alors p = n.

Démonstration. Comme la famille est libre, on a p < n et comme elle est géné-
ratrice de F, on a également n < p donc p = n. ]

Remarque 3.3.27. Toutes les bases d’un méme espace vectoriel ont donc le méme
cardinal !

Lemme 3.3.28. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n et soit {ey, ..., e, }
une base de E. Soit x € E, il existe un unique n-uplet de réels (\1, ..., \,) tel que

T = Aep+ ...+ M\én.
Les coefficients Ay, .., A, sont appelés les coordonnées de x dans la base {e1, ..., €, }.

Remarque 3.3.29. Cette écriture unique provient de I’existence d’une combinai-
son linéaire par le caractere générateur de la base et I’unicité par le caractere libre.

Méthode 3.3.30. Pour trouver les coordonnées dans une base, on pose 1’équation
d’inconnue (Ag, ..., A,) et on résout = = \jeg + ... + \ye,.

Résoudre cette équation et obtenir une unique solution permet également de prou-
ver que la famille {ey, ..., e, } est une base.

En pratique pour déterminer si une famille est une base lorsque que 1’on a pas
besoin des coordonnées dans cette base, on utilise le théoréeme suivant :
Théoreme 3.3.31. Soit E un espace vectoriel de dimension n.

1. Soit G une famille génératrice de E. Si Card(G) = n, alors G est une base
de FE.

2. Soit L une famille libre de E. Si Card(L) = n, alors L est une base de E.

Exemples 3.3.32. 1. On a vu dans un exemple précédent que la famille
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est génératrice dans M (IR) or cette famille est de cardinal 4 et I’espace vec-

1 0 11 10
toriel M5 (RR) est de dimension 4. La famille ) :

00 0 0 1 0
est donc une base de My (R).
2. Lafamille {1,z + 1,2* + o+ L, 2 + 2 + v+ L,z* + 23 + 2* + x + 1}
est libre en tant que famille de polyndmes échelonnées et est de cardinal 5

dans I’espace vectoriel Ry[x] qui est de dimension 5 donc {1,z + 1,22 +
v+ 1,28+ 2 +x+1,2* + 2% + 22 + x + 1} est une base de Ry[z].

3.3.3.2 Bases canoniques

On appelle bases canoniques les bases de références des espaces vectoriels de
références. En général si I’on ne précise pas la base associée a un espace vectoriel,
la base que I’on considere est la base canonique.

Définition 3.3.33. La base canonique de R" est la famille {ej, ..., e, } ot pour tout
i€ [1,n],e =(0,..,0,1,0,...,0) ot 'unique 1 est en i €me position.
Pour tout = = (x1,...,x,) € R",ona

n
xr = E €Z;€;.
i=1

Définition 3.3.34. La base canonique de R, [z] est la famille {1, z, ..., 2™ }.
Pour tout P = ag + a1 + ... + a,z" € R,[z], on a

n
P= E a;x’.
i=0

Remarque 3.3.35. Comme {1, z, ..., 2"} est une base, on retrouve bien le résultat
bien connu que deux polyndmes sont égaux si et seulement si tout leurs coeffi-
cients sont égaux.

Définition 3.3.36. La base canonique de M,, ,(R) est la famille {E; ; };c[1,,) ou
Jellp]
pour tout (7, j) € [1,n] x [1,p], E;; désigne la matrice o tout les coefficients
sont nul sauf le coefficient a la 7-eme ligne et en j-¢me colonne qui vaut 1.
Pour tout M = (a;;)icfi,n] € Mnp(R), 0ona
jelt.pl

n p
M = Z Z ai,jEi,j-

i=1 j=1

1

0

0

1
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Exemple 3.3.37. On se place dans I’espace vectoriel My 3(R). 11 s’agit d’un es-
pace de dimension 6 dont la base canonique (E 1, F 2, £y 3, Eo1, Ea 9, Eo 3) est

La matrice A = s’écrit dans cette base
4 5 6

A=FE1y+2E15+ 3B 3+ 4Ey; + 5Ey5 + 6y
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Chapitre 4

Statistiques bivariées

En premiere année les statistiques ont ét€ vu comme un moyen d’extraire des
informations globales d’un ensemble éparse de données. En général les données
ne dépendent pas que d’un seul parametre et dans ce chapitre on s’intéressera
a des ensembles de données concernant deux traits. On développera les outils
permettant de déterminer si il y a un certain type de corrélation entre les deux
traits et comment 1’estimer.

4.1 Rappel sur les statistiques univariées

Rappelons les principales définitions des statistiques univariées vues en pre-
miere années.

Définitions 4.1.1. e On appelle population I’ensemble des objets sur lesquels
notre étude statistique a lieu. On note en général (2 la population.

e On appelle individu un élément de la population étudiée. On note en général
w un individu.

e Lorsqu’on ne consideére qu'une partie de la population, on considere alors
un échantillon.

e Une variable statistique est un caractere de la population que I’on étudie.

e Si le caractere correspond a une valeur numérique, on parle de variable
quantitative, sinon on parle de variable statistique qualitative.

e [’ensemble des valeurs que peut prendre une variable statistique X sur la
population €2 est en général noté X (2).

On ne traitera que les cas de variables statistiques discretes (voir finis).

Définitions 4.1.2. Soit X une une variable statistique finie de taille N associée a
(@3, 1;)icq n (OU n; désigne I’ effectif associée a la modalité ;).
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e On appelle moyenne et on note T la quantité

SIS o

e On appelle variance et on note s% la quantité

1 n
S2X = N ;nl(]}l — E)Q

e On appelle écart type la quantité sy = \/s%-.

En pratique pour calculer la variance, on utilise la formule suivante :

Théoreme 4.1.3 (Formule de Koenig-Huygens). Soit X une variable statistique
statistique quantitative et soit Y la variable statistique définit par Y = X2 On a
alors

s% =7 —T°.

4.2 Définitions

Définition 4.2.1. Soient {wy, ws, ...w, } un échantillon d’une population ) et x =
(x1,...,2,) ety = (y1,...,yn) deux séries statistiques représentant les valeurs
prises par deux caracteres X et Y sur cet échantillon ou pour tout i € [1,n],
;= X(w;) ety; = Y(w;).

On appelle série statistique double la donnée de la liste ((z1,v1), .., (Tn, Yn))-

Remarque 4.2.2. Chaque couple est associée a un seul individu de 1’échantillon
puisque que pour tout ¢ € [1,n], (z;, ;) = (X (w;), Y (w;)).

Exemple 4.2.3. On considere I’espérance de vie a la naissance des femmes et des
hommes entre 2000 et 2007 :

Année | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007

Femmes | 82.8 | 829 | 83 | 829 | 839 | 83.8 | 84.2 | 84.5

Hommes | 75.3 | 75.5 | 75.8 | 759 | 76.8 | 76.8 | 77.2 | 77.6

Ici €2 correspond aux années, X est le caractere décrivant I’espérance de vie a
la naissance des femmes et Y décrivant celles des hommes.
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Définition 4.2.4. Lorsque que 1’on cherche a savoir si le caractere X est une cause
du caractere Y, on appelle X la variable explicative et Y la variable a expliquer.

Exemple 4.2.5. On va chercher si on peut donner un modele permettant d’ex-
primer I’espérance de vie des hommes a la naissance en fonction de celui des
femmes. X est donc bien la variable explicative et Y la variable a expliquer dans
ce cas.

Une maniere classique de représenter les données graphiquement est de s’aider
d’un nuage de point :

Définitions 4.2.6. On appelle nuage de points associé a la série statistique double
((4,9:) )ieq1,n) I’ensemble des points du plan M; de coordonnée (;, ;).

On appelle le point (7,7) le point moyen de la série statistique double ou T et i
désigne respectivement les moyennes des séries statistiques univariées (1, ..., ;)

et (Y1, -, Yn)-

Exemple 4.2.7. On considere le méme exemple que précédemment . On a donc
x = (82.8,82.9,83,82.9,83.9,83.8,84.2,84.5)

et
Y = (75.3, 75.5,75.8,75.9,76.8,76.8,77.2, 77.6).

Par un outil de calcul on a 7 = 83.5 et ¥ = 76.3625. On en déduit le nuage de
point suivant ou le point moyen est représenté par un cercle orange :

77.5 X
X
77.0
X X

76.5

76.0

X X
75.5 X
X

82.75 83.00 83.25 83.50 83.75 84.00 84.25 84.50
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4.3 Covariance et corrélation

Pour étudier la répartition des valeurs d’une série statistique la variance est un
outil puissant et de maniere similaire on peut définir la notion de covariance pour
étudier deux caracteres conjointement.

Définition 4.3.1. Soit ((x;, ¥;))icp1,n] une série statistique double et soit T et 7/ les
moyennes des séries statistiques univariées = = (z1, ..., ;) ety = (y1, ..., yn). On
appelle covariance empirique

= =D - D)

On a la formule suivante qui permet de simplifier le calcul :

Théoréme 4.3.2 (Formule de Koenig-Huygens). Soit ((x;,¥;))icpi,n] Une série
statistique double et soit T et i les moyennes des séries statistiques univariées
r = (z1,...,T,) ety = (Y1, ..., Yn). On a alors

<Y

n n
Démonstration. On rappelle que T = = 21 Tiety =+ 21 y;.Ona:
1= 1=

_ I _ o
Szy = — (i —7)(ys — ) = o (xiy; — Ty — 2,9 + TY)

]
= szyz —xy—xy—i——

= (% ;xzyz) — Ty

Exemple 4.3.3. En considérant toujours le méme ensemble de données, on trouve
que s, , ~ 0.494.

O
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Définition 4.3.4. Soit ((x;, y;) )ic[1,»] une série statistique double et soit s, et s, les
écarts types des séries statistiques univariées z = (1, ...,Z,) ety = (Y1, ..., Yn)-
Si s, et s, sont tout deux non nuls, on appelle coefficient de corrélation linéaire
de la série statistique double le réel

Sy
SuSy

Tey =

Exemple 4.3.5. On a, par outils de calculs, que s, ~ 0.632 et s, ~ 0.792. On
trouve donc que r,, ~ 0.986.

Propriété 4.3.6. Soit ((x;,y;))icp1,n] une série statistique double et soit s, et
sy les écarts types et des séries statistiques univariées v = (z1,...,x,) et y =
(Y1, -, Yn)- Si S5 et s, sont tout deux non nuls, on a alors

o [s;y| < o8y
o |r,,| <1

f R — R
Démonstration. On pose et on va étudier cette fonc-

A S+ Ay,z+Ay
tion. On a déja pour tout A € R que

n n

1 — 1 -
N == (@it Ayi—1 + M) (@ Ay—r + Ay) = = Y (mit Ayi— 1 + Ay,
F) == (witdyi—z + Ay (@it dyi—a +Ay) = — ) (@it Ayi—z + y)

i=1 =1
donc f(A) > 0 en tant que sommes de carrés. De méme on observe que

POV = 53 T

:—Z i — T+ My — 7))

_ —Z )2+ 20 (s — T) (4 — 7) + A2y — 9)7]

2 n

— Z —T) 20— Z y)+%2(yi—?)2

i=1
— 2 2
=52+ 2)\3141 + A%sy

Distinguons deux cas :
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e Sis, = 0, alors f est une fonction affine et est positif. Il s’agit donc d’une
fonction constante donc s,,, = 0. On a donc bien |s, ,| < s,s, dans ce cas.

e Sis, # 0, alors f est un trindme et est positif. Il s’agit donc d’un trindme
de discriminant négatif ou nul. On a donc (2s,,,)* — 455> < 0 soit 4s2 , <
45252 on en déduit donc

Szl < Sa5y-

On a donc bien dans tout les cas |s, ,| < s,5,.
On a également

]

Exemple 4.3.7. Dans notre ensemble de données, on a s, , ~ 0.494 et 5,5, ~
0.501. On a donc bien |s, ,| < s,5,. De méme, on a bien |r, | ~ 0.986 < 1.

Ce coefficient de régression linéaire nous permet de quantifier la position de
points du nuage de points d’une série statistique double par rapport a une droite
particuliere que 1’on va définir dans la prochaine partie.

4.4 Régression et méthode des moindres carrés

Pour un couple de variable (X, Y') ou X est explicable et ol Y est a expliquer
I’idéal serait d’avoir une relation entre les deux sauf qu’en général cela n’est pas
le cas. L’idée de cette fin de chapitre est de déterminer un moyen d’approximer un
tel cas.

Définitions 4.4.1. Soit (X, Y") un couple de variable ou X est explicable et out Y
est a expliquer. Si il existe une fonction f tel que Y = f(X) on parle alors d’un
modele de régression.

En pratique on est en général dans le cas ou Y = f(X) + € ou f est appelé fonc-
tion de régression et € est une variable aléatoire appelé erreur d’ajustement.

Le modele qui va nous intéresser est le modele linéaire :

Définition 4.4.2. Un modele de régression linéaire est un modele ou f est du type
X —aX +0b.

On va a présent se demander comment construire un modele linéaire qui repré-
sentera au mieux nos données d’une série statistique double. Autrement dit quelle
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est la droite du plan qui passe le plus proche de tout les points du nuage de points.

Pour cela on va utiliser la méthode des moindres carrés :

Méthode 4.4.3. Soit ((x;,y;))ic[1,,] une série statistique double. La méthode des
moindres carrés consiste, quand le nuage de point a une forme allongé dans une
direction, a déterminer une droite d’équation y = ax + b passant au plus pres de
tout les points.

Pour cela on cherche la droite qui minimise la distance entre le point de données
(x;,y;) et la courbe en z; soit le point (x;, az; + b). On cherche donc & minimiser
pour tout les points la quantité (x; — ;) + (y; — (az; + b))* = (y; — az; — b)*.
On cherche donc a déterminer deux réels a et b tels que

n

Z(?/z — ax; — b)’

=1
soit minimale. Cette quantité s’appelle I’erreur quadratique.

Exemple 4.4.4. Sur la droite ci dessous, on recherche a minimiser la somme des
longueurs des segments rouges mises au carré :

77.5

77.01

76.51

76.01

75.5

82.75 83.00 83.25 83,50 83.75 84.00 84.25

La droite recherché existe et est unique par le théoreme suivant :

84.50
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Théoreme 4.4.5. Soit ((x;,Yy;))ic[1,n] Une série statistique double. Il existe une
unique droite minimisant [’erreur quadratique. Il s’agit de la droite porté par
I’équation
S,y _ _
y=—(-7)+7
Sw

On appelle cette droite, droite de régression linéaire de Y en X.

Remarque 4.4.6. Cela se prouve par des arguments d’analyse sur R?, nous avons
pour cela besoin d’un chapitre du deuxieme semestre.

Propriété 4.4.7. La droite de régression linéaire passe par le point moyen.
Démonstration. 11 suffit de vérifier que Sz—%y (T —7)+7y =ycequiest trivial. [

Exemple 4.4.8. Dans le graphique précédent, la droite tracée est la droite de ré-
gression linéaire qui passe bien par le point moyen !

On observe que le coefficient de régression est relié au coefficient directeur de
cette droite par S:—;’ = rx,yZ—y ce qui nous permet d’obtenir :

Propriété 4.4.9. Soit ((x;,v;))ic[1,n] Une série statistique double dont le coeffi-
cient de régression linéaire r, , existe. On a alors :

o |r,,| vaut 1 si et seulement si les points du nuage de points sont alignés.

o Siry, > 0(respry, < 0)alors la droite de régression linéaire a une pente
positive (resp négative).

Démonstration. On a |r,,| = 1 si et seulement si |s,,| = s,5, ce qui par une
preuve précédente correspond au cas ot le trindme s2 + 2\s, , + )\283 est de dis-
criminant nul, soit qu’il admet une unique racine Ag. On a donc s,.,, = 0 or un
écart type est nulle si et seulement si x + A\gy est une variable constante, il existe
c € Rtel que = + Aoy = c ce qui correspond a une relation linéaire entre x et y.
On a donc bien que les points sont alignés si et seulement si |r, | = 1.

On remarque que le coefficient directeur de la droite de régression linéaire est

s:%y = rx,yj—z or les écarts types s, et s, sont des constantes positives, on a que

S;”—%" et r,, sont de méme signe, soit que s, , et r, , sont de méme signe. O

Remarque 4.4.10. De maniere générale, plus |r, ,| est proche de 1 plus la droite
de régression linéaire fournit un modele pertinent.

Remarque 4.4.11. Toutes les études que 1’on a faites dans ce chapitre ne nous
amenent pas a une obligation de causalité entre les caracteres étudiées. C’est un
détournement classique de ces outils que de penser qu’un fort taux de corrélation
implique une forte causalité comme le montre I’exemple suivant :
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Exemple 4.4.12. On considere les ensembles de données suivants :

x| 14.04 | 1431 | 1441 | 1435 | 1456 | 14.63 | 14.75 | 15.44

15.81

y | 127.33 | 127.12 | 126.98 | 126.96 | 126.75 | 126.49 | 126.22 | 125.85

125.51

En menant les calculs ont trouvent que s, ,, ~ —0.973 ce qui est tres proche de
1 en valeur absolue donc on pourrait penser que les deux ensembles de données
sont liées or il s’agit pour la premiere du prix moyen d’un kilo de fromage AOC en
France entre 2013 et 2021 et de la population du Japon en millions sur les mémes
années.
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Chapitre 5

Comparaisons de suites réelles

L’ étude de suite est souvent complexe une fois les suites de références exclues.
Nous nous proposons dans ce chapitre d’établir deux outils qui nous permettront
de comparer deux suites entres elles et qui auront de nombreuses applications
comme par exemple une maniere d’étudier facilement la convergence ou la diver-
gence d’une série numérique que nous verrons au prochain chapitre.

5.1 Relation de négligeabilité

5.1.1 Définition et caractérisation

Définition 5.1.1. Soit (u,),en €t (v,)nen. On dit que la suite (u,,),en est négli-
geable devant (v, )¢ si il existe un entier ng et une suite (¢, ),cy convergente et
de limite nulle tels que pour tout n > nyg,

Uy = €U,

Onnote u,, = o (v,)ouu, = o(v,) siiln’y pas d’ambiguité.
n—-+oo

Remarques 5.1.2. On appelle "petit 0" la notation o (v,) (inclus dans I’en-

n—-+00o

semble des notations de Landau). Il faut toujours avoir I’esprit en traitant ces ob-
jets qu’il s’agit d’une tres petite quantité comparée a la suite v,, et dont on ne peut
pas donner une valeur explicite en générale.

En pratique, on remarque que la suite (€, ),y correspond au quotient des deux
suites. On utilise donc la caractérisation suivante pour établir une relation de né-
gligeabilité :
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Théoreme 5.1.3. Soit (uy,)nen €t (Un)nen deux suites réelles tel qu’il existe un

entier ng ot pour tout n > ngy, v, # 0. On a alors que u,, = o (v,) si et
n—-+o0o

seulement si
. Up,
lim — =0.
n—-+4oo Un

€
Exemples 5.1.4. 1. Ona % = o0 (%) car pour toutn € N*, 5% = Iy — n_12
n——+oo n
donc comme lim - =Oonabien 5 = o (l) :
n—+oo " n n—+oo 1
1
1 1 * n24ntl __ n o 1
2. Ona 57 = Wl (1) car pour toutn € N*, N WS s
. 1 _ . 1 _ l .
donc comme nEToo n+l+L 0 on a bien nZ4n+l ,HOJFOO (n) ’
. 2 . 42
3. 0na7n*® = o (e") car par croissance comparée on a lim m=_9.
n—s-+oo n—+oo €

4. La suite (n? + n + 1),ey n’est pas négligeable devant la suite (n?),cy car
lim 24l — i 1414 L =140,
n—-+00 n? n—-+00 + n + n? 7é
Remarque 5.1.5. Les deux premiers exemples précédents fournissent un contre

exemple d’une erreur classique a éviter. En effet si u, = o (v,) et w, =
n—-+oo

o (v,), en général on a u,, # w,. Dans les exemples précédents on a vu
n—-+00

1 1 1 _ 1 . 1 1

nd n%0+oo (ﬁ) et n24+n+1 n~>0+oo (E) or on a bien n3 7& n24+n+1 !

Cela provient du fait qu’un petit o est une quantité négligeable par rapport a une
autre mais deux choses négligeables par rapport a un autre objet ne sont pas iden-

tiques en général.

Un exemple classique de petit o est le cas des suites convergent vers 0 :

Propriété 5.1.6. Soit (u,),ecn une suite réelle qui converge vers 0. On a alors que

u, = o (1)

" n—)-i—oo( )

Démonstration. Par hypotheése lim “* = lim wu, = 0 donc par la caractérisa-
n—-+00 n——+o0o

tiononabienu, = o (1). O

n—-+o0o

Un corollaire direct est :

Corollaire 5.1.7. Soit (uy,)nen une suite réelle convergent vers un réel l. On a

alors que u,, — L= o (1).
n——+o0o

Remarque 5.1.8. Ces résultats sont en réalités des caractérisations.
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5.1.2 Regles de calculs

5.1.2.1 Opérations sur les o

La nature méme d’un petit o complique les calculs et nous imposent de déter-
miner précisément quelques regles de calculs :

Théoréme 5.1.9. Soit (up)nen, (Vn)nen €t (Wp)nen trois suites réelles et soit
(A, 1) € R% Onaalors :

1. (Transitivité) Siu, = o (v,)etv, = o (w,)alorsu,= o (wy,);
n—-+00 n—-+00 n—-+00
2. (Combinaison linéaire) Si u, = o (w,)etv, = o (w,)onaalors
n—-+00 n——+0oo
)\un + HUp = Y (wn) ,
n——+oo
3. (Multiplication par un réel non nul) Si A # 0 etu, = o (v,) alors
n—-+00
u, = o ()
n——+oo
4. (Produit) Siu, = o (v,)alors u,w, = o (vyw,)
n—-+oo n—-+00

Remarques 5.1.10. 1. On fera en sorte de toujours avoir qu’un seul o dans nos
expressions et les deux premieres propriét€s imposent donc dans un premier
temps de "mettre tout les petits 0 au méme niveau" puis de les combiner
entres cux.

2. La multiplication par un réel non nul permet usuellement de ne considérer
que des suites "normalisées" dans notre petit o. Par exemple on peut rempla-

an
cer un n_>0+oo(2> par un n_)om(l) ouencoreun o \ﬁ> par n_}oﬁo(n).

3. Le produit sert usuellement a modifier un petit o pour le mettre au méme
niveau qu’un autre.

L. 1 1 1 1
Exemple 5.1.11. On peut vérifier que 75 = o () et &5 = Lo (1) donc
C1 1
onaaussi iy = 0 (1).
o 2 7 _ 1
On peut de plus en déduire que =5 — -5 = o (E)
En multipliant par n la derniére expression ona 5 — - = o (1). C’est une
n n n—-+oo

autre maniere de vérifier que la suite (n—22 -z

n)neN* converge vers 0.

5.1.2.2 Croissances comparées

On peut réécrire le théoreme de croissances comparées de premiere année sous
le prisme des relations de négligeabilités :

Théoreme 5.1.12. Soit q €]1, +00] et soit (a, ) € (R*)? On a alors
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— ny .
en _n—>O+oo(q )’

o In(n)’ = o q");
n—-+0oo

e In(n)? = nﬁoJroo(no‘).

Exemples 5.1.13. 1. n"= o (e");
2. In(n)t= o (5");
n—-+00

3. In(n) = o (yvn).

n—-+o0o

5.2 Relation d’équivalence

5.2.1 Définition et caractérisation

Définition 5.2.1. Soit (uy, ),en et (U, )nen. On dit que les suites (uy, )nen €t (Vn)nen
sont équivalentes si il existe un entier ng et une suite (¢,),en convergente et de
limite 1 tels que pour tout n > ny,

Up, = €Uy,

Onnote u,, ~ v, ouu, ~ v, siiln’y pas d’ambiguité.
n—-+o0o

Exemple 5.2.2. Montrons qu’un équivalent de #’Jﬂ est % On observe que
nztbl-_nz-l = 7:‘2(1;1)1% et on doit donc montrer que 1ir+n ;LQ(I;PI =1.0na
n——+0oo
nn—7  n?-mm  n*(1-1I)
n2+n+1 n2+n+1 _n2(1+%+#)
1-1 1-0

—_n — [
T, 1 =
On a donc bien
n—"17 1
n2+n+1ns+on
Comme pour la relation de négligeabilité, cette définition est compliqué a uti-
lisé en pratique et I’on utilisera en général la caractérisation suivante :

Théoréme 5.2.3. Soit (uy,)nen €t (Vn)nen deux suites réelles. Elles sont équiva-
lentes entre elles si et seulement si

Uy, = Uy + 0(vy,)
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Si il existe ng € N tel que pour tout n > ng on a v, # 0 alors (uy, )nen €t (Vn)nen
sont équivalentes entre elles si et seulement si

Exemples 5.2.4. 1. Dans I’exemple précédent nous avons employé cette mé-
thodologie.

2. Montrons que (" —7n)(n?+ +/n) est équivalent 2 n?e". On a que pour tout
n € N*, n?e" est non nul donc pour tout n € N* :

(" =)0 V) T VT (1+ 1 )

n2en e n

= m.:

Par croissance comparée dans le premier terme du produit, on a lir}rq w =
n—-+0o0

(1 -0)(140) = 1 donc on a bien

(" —Tn)(n* ++vn) ~ ne

n—-+0o

5.2.2 Regles de calculs

Les regles de calculs avec les équivalents sont 1égerement plus souples que
pour les relation de négligeabilité mais il faut tout de méme redoubler d’attention
car de nombreuses choses ne sont pas possible avec ces dernieres.

Théoréme 5.2.5. Soit (uy,)nen, (Un)nen, (Wn)nen €t (2, )nen quatre suites réelles.
On a alors :

o (Symétrie) Si v, ~ v,alorsv, ~ U,;

n—-+oo n—-+oo
o (Transitivité) Siu,, ~ wv,etv, ~ w,alorsu, ~ w,;
n—-4o00 n—-4o00 n—+4o0o

(Produit "simplifi¢") Si u,, ~ v, alors u,w, ~ V,W,;
n—-+o0o n—-+4oo

(Produit) Si u,, ~ w,etw, ~ z,alorsu,w, ~ U,Z,;
n—4o0o n—-4o00 n—+o0o

(Inverse) Si w, ~ v, et qu’a partir d’un certain rang les deux suites
n—-+o0o

1., 1.
Un p—stoo Un ’

(Quotient) Si u,, ~ v, w, ~ 2,etqu’apartird’un certain rang les
n—-+4oo n—-+o0o

sont non nulles, on a

Un

deux suites (W, )nen €t (2, )nen sont non nulles, on a %=~ 22
Wn n—ytoo #n

(Puissance) Si u,, ~ v, alors pour tout k € N, on a u’fL ~ va,
n—-+4o0o n—-+4o00o

(Valeur absolue) Siu,, ~ v, alors |u,| ~ |v,].
n—-+o0o n—-+oo
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Remarque 5.2.6. Contrairement aux relations de négligeabilité, on ne peut pas
simplifier par une constante multiplicative, ici elles ont toutes une importance
capitale !

Remarque 5.2.7. Deux opérations sont impossibles. Il est INTERDIT d’addition-
ner des équivalents ou appliquer une fonction a une équivalence !

Exemples 5.2.8. I.Onan+1 ~ net-n ~ —-norn+l-n=1

n—-+00 n—-+00
n’est pas équivalentan —n = 0!

’ z . N . . n+1
2. Onan+1 ~ nore™!n’estpaséquivalent a e” puisque lim &— =
n—+00 n—+oo €
e # 1.

Un résultat qui nous servira beaucoup est le suivant :

Théoréme 5.2.9. Soit (u,,)nen et (Un)nen deux suites réelles telles que u, —~
n—-+o0o

Un. On a alors qu’a partir d’un certain rang les suites (U, )nen €t (U )nen sont de
méme signe.

Démonstration. Par définition, il existe une suite (¢, ),y tel qu’a partir d’un cer-

tain rang ng, u,, = €,v, et lim ¢, = 1. En particulier, il existe donc un rang n
n—-+oo

tel que % < ¢, donc en particulier que ¢, est strictement positif.
On en déduit donc que pour tout n > max(ng, ny), u, et v, ont le méme signe.
[

5.2.3 Meéthodes de calculs
5.2.3.1 Equivalents usuels

Les regles de calculs précédentes combinées a des exemples usuelles nous
permettrons de trouver des équivalents simples a la majorité des suites que nous
étudierons, y compris dans les cas out nous n’avons pas d’intuition sur ’équivalent
a déterminer.

Propriété 5.2.10. Soit (uy,)nen et (V,)nen deux suites réelles telles que u, ~
n—-+0o0o

Un. On a que (uy)nen et (V,)nen Sont de méme natures.
En particulier si elles sont convergentes, elles convergent vers la méme limite
leRetsil#0,onau, ~ letv, ~ L

n—-+o0o n——+00
Exemple 5.2.11. On a déja vu que 2";71 ~ Lorcomme lim X =0ona
netn+ n—+oo ™ n—+oo

que lim =0.

n—"7
n——4o00 n?4n+1
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Remarques 5.2.12. e Une suite convergente de limite [ non nulle est donc
toujours équivalente a la suite constante égale a [.

e Dans le cas d’une suite convergente (u,, ),y de limite 0, onn’apas u,, ~
n—4o00

0 sauf dans le cas ou la suite est nulle a partir d’un certain rang. En effet,
cette équivalence entraine la nullité de la suite (u,,),en a partir d’un certain

rang.
* 0 __ 3 0 _ 1
Exemple 5.2.13. On a pour tout n € N*, 1= 0 donc ngrfoo T = 0 donc (n)neN*
n’est pas équivalente 2 la suite nulle alors que lim 1 = 0.
n—s+oo "

Pour une suite polynomiale, la détermination d’un équivalent est simple :
Théoreéme 5.2.14. Soit (ay, ..., a;) € R** tel que ay, # 0, on a alors

k k—1 k
apn” + ap_1n +---4+an+ay ~ apn-.
n—-+o0o

Exemple 5.2.15. En utilisant ce résultat et la compatibilité des équivalences avec
les quotients, on a

8nt +n3 — 156n + « 8nt  n

1613 + 51 + 15654156 noico 16103 2

Comme on I’a déja vu précédemment, on ne peut pas appliquer de fonction a
un équivalent mais nous pouvons traiter de nombreux problémes que nous avons
a I’aide des équivalents usuels suivant :

Théoréme 5.2.16. Soit (u,),cnune suite convergent vers 0 et soit « € R*. On a
alors
e In(1+wu,) ~ up,
n—-+o0o

e " —1 ~ u,;
n—-+o0o

o (14+wu,)*—1 L Ol

Exemples 5.2.17. Comme pour tout n € N*, L =£ 0 et lirf L= 0,0naque
n—-+00
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5.2.3.2 Deux méthodes classiques

Méthode 5.2.18. Une maniere de calculer de nombreux équivalents est d’utiliser
les mémes outils que lorsque nous levons des formes indéterminées. On peut donc
par exemple factoriser par le terme "le plus puissant”" ou multiplier par 1’expres-
sion conjuguée.

Exemples 5.2.19. 1. Déterminons un équivalent en +oco de 265:%1?13(”)

5= o (e¢")donce”—n*=¢e"+ o (e")
n—-+00 n——+oo
onae® ~ ¢ —n’ Deméme, —In(n) = o (2e*") donc 2e*" —

n—-+00 n—-+00

In(n) =2e>"+ o (2e*)donc2e?” —In(n) ~ 2e’" et comme cette
n—-+oo n—-+00

Par croissance comparée —n

n

derniere quantité est non nul, on a par quotient :

en —nd e” 1

2e?" —In(n) n—sroo 2e2n 2N

2. Déterminons un équivalent en +o0o de v/n + 1 — y/n. En multipliant par
I’expression conjuguée, on a

iTTo yne Wntlo Vet ltye) | ntlon

Vn+1++/n SVt l+yn
1 1

:m—ﬂwﬁ:ﬁ(mﬂ)

Comme lim 4/1+ %—i—l = 2, on a par regles de calcul sur les équivalents :

n—-+o00

1
vRtl=vn

Méthode 5.2.20. On peut encadrer une suite par deux autres suites équivalentes
entre elle ce qui impliquera que la suite encadrée suit la méme équivalence.

Exemple 5.2.21. Soit (u,),en une suite vérifiant pour toutn € N, 4n —1 < % <

dn + 7. u
Comme4dn —1 ~ 4netdn+7 ~ 4n,on calcule 42_1 < i< 42”.
n—-+oo n—-+4o0o n n n
Par théoreme des gendarmes, on a donc lim 41 = 1 et donc “?" ~ 4n. On
n—+oo =M n—s+00

en déduit donc

u, ~ 12n.
n—-+o0o

Remarque 5.2.22. Le fait d’avoir le méme équivalent pour les deux suites qui

encadrent u,, nous permet de nous assurer que la limite est bien de 1 et donc
d’utiliser la caractérisation des équivalents.
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Chapitre 6

Séries : Révisions et compléments

En premiere année I’étude des séries a été orienté principalement par le calcul
direct mais grace aux nouveaux outils de comparaisons de suites nous pouvons
obtenir des moyens de déterminer la convergence ou la divergence d’une série nu-
mérique de maniere bien plus rapide. Cela nous servira notamment en probabilité
lorsque que nous devrons étudier la convergence de certains séries pour établir
I’existence ou la non existence d’une espérance ou plus généralement d’un mo-
ment d’une variable aléatoire discrete.

6.1 Rappels

6.1.1 Définitions et propriétés générales

Rappelons pour commencer le vocabulaire usuel :

Définitions 6.1.1. Soit (uy)x>k, une suite de réels :
e on appelle alors > wuy la série numérique de terme général wy ;
k>kg
e pour tout entier n > kg, on appelle somme partielle de la série numérique
n
> uy de rang n la somme S, = > ug.
k>ko k=Fko

e La série numérique ) wuy est dite convergente si la suite de ses sommes
k>ko
partielles (S,,),, est convergente. Dans le cas contraire, on dit que la série

numérique est divergente.

e On dit que la série numérique »_ wuy diverge grossierement si lim wy, #
0.
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e Sila série numérique > wy est convergente, la limite S = lim S, dela
k>ko n——+0oo

suite des sommes partielles est appelé somme de la série et on note

k=ko

On appelle reste d’ordre n la quantité R, =5 — S,

Le premier terme d’une série est important pour déterminer la valeur d’une
série convergente pour I’étude de la convergence ou de la divergence, le point de
départ de la série n’a que peu d’importance :

Propriété 6.1.2. Soit (uy)ren une série numérique et soit ko un entier positif, alors

les séries numériques > uy et Y uy sont de méme nature, c’est-a-dire qu’elles
k>0 k>ko
convergent ou divergent en méme temps.

Remarque 6.1.3. C’est grace a ce résultat que I’on considere dans toute la suite
du chapitre que le premier terme d’une série est en grande majorité O ou sinon un
entier arbitraire que I’on choisira implicitement.

Un lien important entre les suites et les séries est le suivant :

Propriété 6.1.4 (Lien suite-série). Soit (u,)nen une suite de réels. La suite (u,,)nen
est convergente si et seulement si la série numérique >, u, 1—u,, est convergente.
n>0
Pour additionner des séries entres elles, il faut prendre garde a la convergence

de chaque partie :

Propriétés 6.1.5. 1. Soit > uy et Y vy, deux séries numériques convergentes
k>0 k>0

alors la série »_, (uy, + vy) converge et on a
k>0

Zuk +ka = Z(uk +Uk).
k=0 k=0 k=0

2. Soit > uy, une série numérique et soit \ une constante réelle non nulle,
k>0
alors la série » uy, converge si et seulement si »_, A\uy, converge. Dans ce
k>0 k>0
cas de convergence on a

k=0 k=0
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6.1.2 Séries usuelles

Commencons par la série divergente par excellence, la série harmonique :

o2y 2 o . .. ) 1 . L.
Propriété 6.1.6 (Série harmonique). La série numérique kz>:1 1 estappelée la série
harmonique et il s’agit d’une série divergente.

Pour les séries usuelles convergentes, nous en avons vu quatre en premiere
année :

Théoreme 6.1.7 (Série géométrique). On appelle série géométrique de raison
q € R la série numérique > ¢* etona :
k>0

o La série géométrique >, ¢* converge si et seulement si |q| < 1
k>0

o0
o Si|q| < lalors > ¢* = 1—£q.
k=0

Théoréme 6.1.8 (Série géométrique dérivée premiere). Soit x €] — 1, 1], la série

>~ na" ! est convergente et on a
n>1

2 11—z

Théoréme 6.1.9 (Série géométrique dérivée seconde). Soit x €] — 1, 1], la série

S™ n(n — 1)z"2 est convergente et on a
n>2

oo s 9
Zn(n — 1)z = =

n=2

Théoreme 6.1.10 (Série exponentielle). Pour tout x € R, la série numérique

n
> 7 est convergente et on a :
n>0

[e.9] n

x
>
n!

n=0

Remarque 6.1.11. Les preuves des convergences des séries géométriques sont a
savoir refaire !
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6.1.3 Convergence absolue

Rappelons pour terminer cette section la notion de convergence absolue.

Définition 6.1.12. On dit que la série numérique > uy est absolument conver-
k>0
gente si la série numérique ) |uy| est convergente.
k>0

Propriété 6.1.13. Une série numérique absolument convergente est convergente.

Remarque 6.1.14. La réciproque est cependant fausse, il existe des séries numé-
rique non absolument convergentes mais convergentes ! De telles séries portent un
nom :

Définition 6.1.15. Une série numérique convergente mais non absolument conver-
gente est dite semi-convergente.

Exemple 6.1.16. La série numérique ) % est convergente. En effet on pose
n>1

our tout n € N*, u,, = Sy, et v,, = So,41 ou (Si)ren+ est la somme partielle de
p + p

z_. PR —1)"
la série numérique ) | % On a
n>1

o (up)nen+ est décroissante car pour tout n € N*
(_1)2n+2 (_1)2n+1
2n + 2 2n+1

Up+1 — Up = 52n+2 - SQn =

1 I 2n+1-(2n+2)

42 2n+1 (2n+1)(2n+2)
1

= — <0

(2n+1)(2n + 2)
e (v,)nen- est croissante car pour tout n € N*

(_1)2n+3 (_1)2n+2
2n+ 3 2n + 2

Un4+1 — Up = 52n+3 - 32n+1 =

B 1 N I —(2n+2)+(2n+3)
 2n+3 2n+2 (2n+2)(2n+3)
1
= >0
(2n+2)(2n + 3)
e Pour toutn € N*, v, — u,, = Sopy1 — Sop = (721722:;1 = 2;; et donc on a

lim v, —u, =0
n—-+o0o
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Les suites (uy )nen+ €t (v, )nen+ sont donc adjacentes, elles sont donc convergente
de méme limite. Autrement dit (Ss,)nen+ €t (S2,41)nen+ sont convergentes de

méme limite donc la suite (Sy)ren+ est également convergente vers cette méme

(=D*
k

limite, soit que la série numérique )
k>1
montrer que cette série vaut In(2) en combinant nos arguments de séries a des
arguments d’intégration.)
(="
n

est convergente. (Il est possible de

Cependant la série »

n>1

correspond a la série harmonique qui est divergente.

L, . L. —1)n .
On en conclut donc que la série numérique » % est semi-convergente.
n>1

6.2 Séries a termes positifs

L’étude des séries a termes positifs est essentielle car de nombreuses séries
sont de ce type la et I’étude de 1’absolue convergence correspond a ce cas la et
permet d’étudier de nombreuses séries dans le cas général.

6.2.1 Série de Riemann

Un exemple type de série a termes positifs dont nous connaissons parfaitement
la convergence est la famille des séries de Riemann.

Définition 6.2.1. Soit & € R, on appelle série de Riemann la série numérique

> e

k>1

Théoréme 6.2.2 (Séries de Riemann). La série de Riemann k% converge si et
k>1
seulement si o > 1.

Démonstration. Dans un premier temps on remarque que si o < 0, alors la série

numérique Y n% diverge grossierement. On suppose donc a présent a > 0.
n>1
Le cas a = 1 est bien connu car il correspond a la série harmonique. On suppose

donc de plus que o # 1 a présent.
f . [1, +OO[ — R+

On pose et on remarque que f est une fonction conti-
t = =

nue décroissante et positive. Soit £ € N*, on remarque que, comme [ est décrois-

sante pour tout t € [k, k + 1],ona f(k+ 1) < f(t) < f(k). En intégrant cette
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inégalité sur [k, k + 1] par rapport a ¢, on obtient :

1 k+1 k+1 k+1 1
—— = f(k+1) = flk+1)dt < f(t)dt < flk)dt = f(k) = —.
e = e = [ fars [ pwars [ =g =
On note pour tout n € N*, Z f(k) et I, f1 ) dt. On a donc en

sommant 1’inégalité précédente pour tout kel,n]:

k+1 n

kaﬂ <Z/ dt <> f(k)
@%f{k)ﬁ/n f)ydt< s

~ Sn+1 - f(l) S In—i—l S Sn

On peut réécrire le premier bout d’inégalité sous la forme S,, < I,, + f(1) et on
obtient

Comme la fonction f est positive, les suites (I, ),en+ et (S, )nen+ sont croissantes,
elles convergent donc si et seulement si elles sont majorées. Cependant cette in-
égalité implique que I'une ne peut pas €tre majorée sans que la seconde ne le
soit donc (.S, ),en+ converge si et seulement si (1,,),en+ converge aussi. Comme
la limite de (I,),en correspond a I’intégrale de Riemann qui converge
lorsque o > 1 et diverge lorsque & < 1 ona:

e Sia > lalors (S,,)en+ converge également et comme il s’agit de la somme
partielle de la série de Riemann de parametre o, Z est convergente.
k>1
e Sia < 1alors (S,),en- diverge également et comme il s’agit de la somme
partielle de la série de Riemann de parametre o, Z est divergente.
k>1
En rassemblant tout les cas, on a bien que la série de Riemann ) k% converge si
k>1
et seulement si o > 1. 0

Ce simple critere fait des séries de Riemann un exemple type simple de séries
a termes positifs auxquelles comparer des séries plus complexes.

Remarque 6.2.3. La méthode utilisée ici est extrémement classique, il s’agit de
la comparaison série intégrale qui utilise le fait d’écrire la série sous la forme
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oo
> f(k) ou f est une fonction continue décroissante et positive.
k=1

C’est en particulier pour cette raison que le critere de convergence pour les séries
de Riemann est le méme que celui pour les intégrales de Riemann.

oo
Exemples 6.2.4. 1. La série > k% est donc convergente en tant que série de
k=1

Riemann de coefficient « = 2 > 1. Il est connu que cette série vaut %2.

o0
2. La série ) \/LE est donc divergente en tant que série de Riemann de coeffi-
k=1

clentao = = < 1.

D=

o
3. La série ﬁ% est donc convergente en tant que série de Riemann de co-
k=1
efficient v = 2 > 1.

6.2.2 Utilisation des relations de comparaisons

En premiere année les résultats de comparaisons entre les suites pour les séries
numériques se limitaient aux inégalités et étaient :

Propriété 6.2.5. Soit (uy)ren et (V) ren deux suites réelles a termes positifs telles

que pour tout k € N, uy < vy. Si la série ) vy, est convergente alors la série
k>0

> uy, est également convergente et on a

k>0

(o] (o)
E up < E V-
k=0 k=0

Démonstration. Soit n € N, on note U,, la somme partielle de rang n associé a la

série numérique de terme général (uy,); et V;, celle associé a (v, ). Par hypothese

la suite (V},),, converge vers la somme de la série que I’on note V. Comme pour

tout k € N, u, < vg, on a pour tout n, U, < V,,.

De plus comme les suites (ug)x et (vg)x sont a termes positifs, les suites (U,),

et (V;,),, sont croissantes. On a donc pour tout n, U,, < V,, < V et donc la suite

(Uy,). est croissante et majorée, elle est donc convergente et par définition de la

convergence d’une série numérique, la série Y uy est convergente. O]
k>0

Corollaire 6.2.6. Soit (uy)ren et (Vg )ren deux suites réelles a termes positifs telles

que pour tout k € N, uy, < vy. Si la série Y uy, est divergente alors la série >, vy,
k>0 k>0
est également divergente.
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Démonstration. 11 s’agit de la contraposée du résultat précédent. [

1ls utilisaient le fait que, pour une série a termes positifs, la suite des sommes
partielles est croissante et donc que la convergence dépend intégralement du ca-
ractere bornée des sommes partielles.

Exemples 6.2.7. 1. On a pour tout £ € N*, 0 < @ < k% et comme la
série de terme général kiz est convergente en tant que série de Riemann de
parametre o = 2 > 1, par théoréme de comparaison sur les séries a termes

" £ . 2 2 1 P
positifs, on a que la série de terme général "D oSt également convergente.

2. Par inégalité classique, on a pour tout ¢ €]0, +oo], on a In(t) < ¢ et donc
pour tout £ € N*, 0 < % < m Comme la série harmonique est divergente,

on a par théoreme de comparaison sur les séries a termes positifs que la série
L . 1 .
numérique kz>:1 gy est divergente.

A présent nous avons les relations de négligeabilité et d’équivalence.

Théoreme 6.2.8. Soit (uy)ren et (Vi) ren deux suites réelles a termes positifs telles
que uy = o (vg). Onaalors:
k——+o0

1. Sila série numérique  , vy est convergente alors la série numérique » | uy,
k>0 k>0
est également convergente.

2. Si la série numérique »_, uy, est divergente alors la série numérique »_, vy,
k>0 k>0
est également divergente.

Démonstration. Par définition, il existe une suite (¢ )xen de limite nulle telle qu’a
partir d’un certain rang ng u, = €xv,. Comme les suites (uy)ren €t (Vx)ren sont
positives, au moins a partir du rang ng, (¢ )xen I’est également.

La convergence vers 0 implique qu’il existe n; € N tel que pour tout k& > ny,
ex < 1 et donc pour tout k£ > max(ng,n1), on a uy < .

Il nous suffit donc d’appliquer le précédent résultat sur les comparaisons ainsi que
son corollaire pour prouver ce théoreme. [

Exemple 6.2.9. Etudions la série numérique >~ ke~*. On a clairement que ke ™"
k>0

est positif et par croissance comparée on a que kgrfoo k%*(ke™*) = 0 donc ke * =

’qu . (k%) Par comparaison de série a terme positif avec la série de Riemann

convergente de coefficient « = 2 > 1, on a bien que la série numérique Y ke=*

est convergente. =0
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Remarque 6.2.10. La positivité est ici indispensable ! La réciproque est fausse

comme le montre 1’exemple suivant :
£ —1)k .
On verra en TD que la série ) % est semi-convergente (donc convergente)
k>1
et la série harmoni di b . (D"
que est divergente or on observe que + = 0 car
k k—4o00 z
(="

vk
k
La positivité dans ce théoreme de comparaison est donc bien fondamentale !

1
i N o
o a pour limite 0.

Ce résultat suppose de connaitre la nature de la série de terme générale d’une
des deux suites et le signe des suites cependant en pratique il est parfois compliqué
de connaitre ces informations sur les deux séries ou bien de savoir quelle deuxieme
suite utiliser. Ce n’est pas le cas avec le résultat concernant les équivalents :

Théoreme 6.2.11. Soit (uy)ren et (Vg )ren deux suites réelles a termes positifs

telles que uy, ~ v On a alors que les séries numériques . uy et Y vy, ont

la méme nature.

Démonstration. Par définition, il existe une suite (€x)ren de limite 1 telle qu’a
partir d’un certain rang ng u, = €xvr. Comme les suites (uy)ren €t (Vg )ren sont
positives, au moins a partir du rang ng, (€ )ren 1’est également.

La convergence vers 1 implique qu’il existe n; € N tel que pour tout £ > ny,
1 < ¢ < 2 et donc pour tout k > max(ng, n1), ona % <y, < 2,

Il nous suffit donc d’appliquer le méme résultat que précédemment sur les com-
paraisons ainsi que son corollaire pour prouver ce théoreme. ]

. On a que

» . £ . 4. n*+3n+7
Exemples 6.2.12. 1. Etudions la série numérique ;0 T S S omres
nz

n*+3n4+7 n* 1

4n7+3n2+7n+7rN4n7 :4n3

Les termes généraux sont donc positifs a partir d’un certain rang et comme

la série numérique de terme général ﬁ est convergente en tant que sé-
rie de Riemann de parametre « = 3 > 1. On a que la série numérique

nt4+3n4+7
20 Tz o €st convergente.
nz

2. Etudions la série numérique ;1 In <1 — \/Lﬁ) . Cette série est a terme négatif
n_

mais en considérant I’opposée, on se ramene a une série a terme positif. On
aque
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Les termes généraux sont donc positifs a partir d’un certain rang et comme
la série numérique de terme général \/%7 est divergente en tant que série de

. N 1 £ s 1
Riemann de paramétre o = 5 < 1. On a que la série numérique ), —In (1 v

n>1

est divergente et donc ) In <1 — \/Lﬁ) diverge également.
n>1

Remarque 6.2.13. La positivité est ici aussi indispensable! La réciproque est
fausse comme le montre I’exemple suivant : On considere de nouveau la série
L (—nk . . L Lo (—1)F 1
numérique convergente » 7, ainsi que la série numérique ) (“—~ + 7).
k>1 k>1
Cette derniere est divergente puisque le terme général est la somme du terme

général d’une série convergente et d’une série divergente. Cependant on observe
que

—1)k

il S GVl
(=D* k
2

etklim 1+ % = 1 donc on a bien
—+00
—1)k —1DF 1
SN

k kotoo K k

La positivité de ce théoreme de comparaison est donc bien fondamentale !

NG

)
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Chapitre 7

Applications linéaires et
endomorphismes

Dans ce chapitre nous allons étendre les connaissances que nous avons obte-
nus sur les applications linéaires sur les espaces vectoriels R™ aux applications
linéaires sur les espaces vectoriels réels de dimensions finis quelconques.

Nous nous attarderons également sur le point de vue matricielle des applica-
tions linéaires et sur le lien entre les matrices d’'une méme application selon les
bases associées aux espaces vectoriels choisies.

7.1 Définitions et regles de calculs

Définition 7.1.1. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels et soit f une applica-
tion de £ dans F'. On dit que f est une application linéaire si elle vérifie pour tout
(x,y) € E* et pour tout \ € R,

flx+y) = f@)+ fy)
fQx) = \f(x)

On note L(E, F') I’ensemble des applications linéaires de F dans F'.
Si E = F on note cet ensemble L£(E) et on dit que f est un endomorphisme.

En pratique on utilise la propriété suivante :

Propriété 7.1.2. Soit E et I’ deux espaces vectoriels sur R et soit f une applica-
tionde F dans F'. f est une application linéaire si et seulement si f vérifie

V(z,y) € E° VA € R, f(Az +y) = Mf(x) + f(y).
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Remarques 7.1.3. 1. Une application linéaire est donc une application qui
conserve les combinaisons linéaires. En particulier lorsque f € L(E, F') on
peut montrer par récurrence que pour tout n € N, pour tout (xy, ..., z,) €
E™ et pour tout (A, ...\,) € R",

2. On remarquera que pour une application linéaire, on a automatiquement

f(0g) = Opet f(—x) = — f(z) mais cela ne caractérise pas les applications
linéaires.
E — F
Exemples 7.1.4. 1. L’application nulle et ’application identité
r +— Op

Idg : E — F
sont des applications linéaires.

r =

: R3 — R2
2. L’application est une application li-
(z,9,2) = (v+y,y+2)
néaire. En effet pour tout ((x,y, 2), (', v/, 2")) € (R3)? et pour tout A € R,
on a

f(@,y,2) + (2,9, 2) = f(Ar + 2/, Ay + ¢, Az + %)
=z +2+ My +y,  \y+y + A2+ 2)
=Nz +y)+ @ +y), My +2)+ (y+2))
=AMz t+yy+2)+ @ +y.y+2)
=M(z,y,2) + f(@, ¢, )

g : R - R
3. L’application cube n’est pas une application linéaire car
r =
méme si g(0) = 0 et g(—x) = —g(x), onaque g(1 + 1) # g(1) + g(1)
puisque g(1 +1) = g(2) =8etg(l) +g(1)=1+1=2.

L Map(R) = M a(R) o
4. L application est une application linéaire.

M — tM
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En effet, pour tout (A, B) € M,, ,(R)? et pour tout A € R on a

©(M + B) =" (A\A+ B) = N'A+' B = \p(A) + p(B).

D : R,[z] — R,_4[x]
5. Soitn € N*. L’application est une application

P P’
linéaire. En effet, pour tout (P, Q) € R, [z]? et pour tout A € R, on a

DAP+ Q)= AP+ Q) = P +Q = \D(P)+ D(Q).

h : MQ(R) — R
6. Soit a b est une application linéaire. En
— a+b+c+d
c d
a b a b
effet, pour tout , € My (R)? et pour tout A € R, on
c d d d
a b a v Aa+ad Ao+
h{A + =h
c d d d AXe+cd ANd+d

=Xa+d +X+V+ A+ +Md+d
=Ma+b+c+d)+(d+b++d)
a b a v
= Ah +h
c d d d
L’ensemble des applications linéaires est un ensemble ayant les propriétés sui-

vantes :

Propriété 7.1.5. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels alors L(E, F) et L(E)
sont des espaces vectoriels réels.

Remarque 7.1.6. Cela signifie en particulier que toutes combinaisons linéaires
d’applications linéaires est une application linéaire.

Concernant la composition de d’applications linéaires, on a le résultat suivant :
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Propriété 7.1.7. Soit E, F' et G trois espaces vectoriels réels sur R. Soit f €
L(E,F)etsoitge L(F,G),alorsgo f € L(E,G).

Remarque 7.1.8. En particuliersi £ = F' = G,onago f € L(E), autrement dit,
la composition de deux endomorphismes de E est toujours un endomorphisme de
E.

: R3 — R*
Exemple 7.1.9. On considere et
(337 Y, Z) = ([L’ - Y, 2ya 07 Z)
g : R* — R?
. On admet que f et g sont des applica-
(z,y,2,t) — (z+y,32z—2t)

tions linéaires. On a donc que g o f est une application linéaire de R? dans R? et
pour tout (z,y,2) € R*, ona:

(go f)@,y,2) = g(f(z,y,2)) = g(x — y,2y,0, 2)
=((r—y)+2y,3.0—2.2) = (x +y,—22)

Dans le cas des endomorphismes la notation suivante est a connaitre absolu-
ment :

Notation 7.1.10. Soit £ un espace vectoriel réel et soit f un endomorphisme de
E. Soitn € N, on note f" la composée de f avec lui méme n fois. On a donc

fr=foof.
—_——

n fois

f R3 — R3
Exemple 7.1.11. On considere 1’application linéaire

(x,y,2) — (0,2,y) .
On a alors pour tout (z,y,2) € E

o fA(z,y,2)) = f(f((z,9,2))) = f((0,2,9)) = (0,0, )

hd f3((x7yaz)) - f(fQ((x7ya Z))) = f((0,0,ZE)) = (07070>

e Soit £ un entier valant au moins 4, on a alors f*((z,y, 2)) = f*3(f3((z,y, 2))) =
%73((0,0,0)) = (0,0,0) donc pour tout k& > 3, f* est I’application nulle.

La derniere notion que nous allons considérer pour les applications linéaires
est la notion d’isomorphisme.

Définitions 7.1.12. Soit £ et I’ deux espaces vectoriels réels et soit f € L(E, F).
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1. On dit que f est un isomorphisme de E dans [ si f est bijective.
Onnote GL(E, F') I’ensemble des isomorphismes de £ dans Fetsi GL(E, F') #
() on dit alors que E est isomorphe a F.

2. Si = F et que f est un isomorphisme de £ dans £, on parle alors d’au-
tomorphisme de £. On note GL(F) I’ensemble des automorphismes de FE.

Exemples 7.1.13. Les applications linéaires

[ Ryz] — R
Staixt — (ag,aq, ..., ay)
i=0

et
f+ My,,R) — R

(ai,j)ie[[l,n]] = (a1,1, 012, 05 Q1p, G215 oy G p)
Jjelin]

sont respectivement des éléments de GL(R,, [z], R" ™) et GL(M,, ,(R), R"?) comme
vu dans la démonstration du théoreme 3.1.111

Propriété 7.1.14. Soit E et F deux espaces vectoriels réels et soit [ € GL(E, F).
Onaalors que [~ € GL(F, E).

Remarque 7.1.15. En particulier, pour un automorphisme f de £, on a que f~!
est également un automorphisme de .

Exemple 7.1.16. L’application identité est toujours un automorphisme et ’on a
Id.' = Idg qui est bien également un automorphisme.

7.2 Notion d’image et de noyau

Deux sous-espaces vectoriels que nous considérons de fagcons quasi-permanentes
dans nos études d’applications linéaires sont les noyaux et les images associées.

7.2.1 Noyau

Définition 7.2.1. Soit E et I’ deux espaces vectoriels réels et soit f € L(E, F).
On appelle noyau de f I’ensemble

ker(f) :={zx € E| f(x) =0p}.

Remarque 7.2.2. 1l s’agit d’un sous-ensemble de F et on a toujours Og € ker(f).
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Propriété 7.2.3. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels et soit [ € L(E, F).
On a que ker(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. e On a par définition que ker(f) C E.
e Ona f(0g) = Op car f est linéaire donc O € ker(f).
e Soit (z,y) € ker(f)? etsoit A € R. On a

fQr+y)=Af(z)+ f(y) = \0p +0p = 0p

donc Az + y € ker(f).
ker(f) est donc bien un sous-espace vectoriel de E. O

D : Rn[[]?] — Rnfl[l']
Exemples 7.2.4. 1. Onconsidere I’application linéaire

P — P’

et déterminons ker(D). On cherche donc les polyndmes de degré au plus n
dont la dérivée est le polyndme nulle. Il s’agit des polyndomes de degré au
plus 0 donc ker(D) = Rq[x].

. s Mep(R) = Mpa(R)
2. On considere I’application linéaire et dé-
M M
terminons son noyau. Soit M = (a; ;)iep1,n] € ker(p). Onaalors ‘M = 0,,,
jeltrl
or (M) ="M = (a;;)jep.p) donc pour tout (7, 7) € [1,n]x[1,p],a;; =0
i€[1,n]

soit M = 0,,,. On a donc ker(¢) = {0,,,}.

Remarque 7.2.5. Le calcul de noyaux sera au centre d’un futur chapitre, il est
impératif de maitriser parfaitement cette notion.

Dans le cas ou le noyau est réduit a {Og} est un cas qui nous apporte des
informations théoriques sur 1’application linéaire associée.

Propriété 7.2.6. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels et soit [ € L(E, F).
On a que [ est injective si et seulement si ker(f) = {Og} si et seulement si

dim(ker(f)) = 0.

Démonstration. Si f est injective alors I’équation f(xz) = Or admet une unique
solution qui est O donc ker(f) = {0g}.

Réciproquement supposons que ker(f) = {0g}. Soit (z,y) € E? tel que f(z) =
f(y) donc par linéarité de f, on a f(z —y) = Op donc z — y € ker(f) donc
x —y = 0g soit z = y. On a donc bien que f est injective.

L’équivalence entre ker(f) = {Og} et dim(ker(f)) = 0 est immédiate. O
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Exemples 7.2.7. 1. Enconsidérant D de I’exemple précédent, on a dim(ker(D)) =
1 # 0 donc D n’est pas injectif.

2. De méme, en considérant ¢ de I’exemple précédent, on a ker(¢) = {0,,,,}
donc ¢ est une application injective.

7.2.2 Image

Définition 7.2.8. Soit F et I’ deux espaces vectoriels réels et soit f € L(E, F).
On appelle image de f I’ensemble

Im(f) :={f(x) [z € E}.
Remarque 7.2.9. 11 s’agit d’un sous-ensemble de /" et on a toujours O € Im(f).

Propriété 7.2.10. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels et soit f € L(E, F).
On a que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. e On a par définition que I'm(f) C F.
e Ona f(0g) = Op car f est linéaire donc O € Im(f).
e Soit (z,y) € Im(f)* et soit A\ € R. Il existe donc (xg,y9) € E? tel que
flzo) = wet f(yo) = y. Ona f(Azg 4 yo) = Af(wo) + f(yo) = Az +y
donc Az +y € Im(f).
Im(f) est donc bien un sous-espace vectoriel de F'. O

f @ Ryze] - R
Exemples 7.2.11. 1. On considere I’application linéaire
P — P(0)
et montrons que Im(f) = R.
On a déja Im(f) C R par définition de I’image. Réciproquement, soit
¢ € R. On a alors, pour ¢ vu comme le polyndme constant, f(c) = ¢ donc
c € Im(f)doncR C Im(f), soit Im(f) =R.

g : My(R) — My[R)

2. On considere I’application linéaire .
M — M -—tM
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0 1
On en déduit donc que Im(g) = Vect

-1 0

De maniere similaire au lien entre le noyau et I’injectivité, nous avons un lien
entre I’image et la surjectivité :

Propriété 7.2.12. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels et soit f € L(E, F).
On a que f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Exemples 7.2.13. On considere les deux applications linéaires de 1’exemple pré-
cédent :

1. OnaIm(f) =R donc f est surjective.
2. Ona Im(g) # Ms(R) donc g n’est pas surjective.

7.3 Utilisation des dimensions et des bases

Jusqu’a présent nous n’avons pas fait intervenir la notion de dimension des
espaces vectoriels que nous considérons, cependant les dimensions des espaces
vectoriels que 1’on consideére vont nous permettre de nouveaux outils.
Lutilisation des bases va nous permettre également d’obtenir de nouveaux résul-
tats.

7.3.1 Caractérisation d’une application linéaire

Le résultat suivant nous permet de caractériser les applications linéaires a par-
tir d’une base :

Théoreme 7.3.1. Soit E et F deux espaces vectoriels et soit f € L(E, F). Soit
n = dim(FE) et soit B = {ey, ..., e, } une base de E. f est entiérement déterminée
par la donnée des vecteurs { f(e1), ..., f(en) }.

Autrement dit pour toute famille {uy, ..., u, } € F™ il existe une unique application
linéaire f € L(E, IF) telle que pour tout i € [[1,n],

f<€i> = U;.

Remarque 7.3.2. L’image des vecteurs d’une base suffit donc a définir intégrale-
ment une application linéaire, il arrive donc qu’une application linéaire soit définie
par ce moyen la dans nos exercices.
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Exemple 7.3.3. Soit {e;, 5, e3} la base canonique de R? et on considere f €
L(E) définie par f(e1) = e1 + ex+e3, f(e2) = ea+ 2e3 et f(e3) = 3e; — ez. On
a alors que pour tout (z,y,z) € R?:
f((2,y,2)) = xf(er) +yfea) + 2f(e3)
= z(e1 + €2+ e3) + y(ea + 2e3) + 2(3e; — €2)
=(r+32)e1+ (x+y— 2)ea + (x4 2y)es
=(r+3z,x4+y—z,2+2y)

On a donc que f est
f R3 — R3
(x,y,2) — (v+3z,2+y—z,2+2y)

Corollaire 7.3.4. Soit E et F deux espaces vectoriels et soit (f,g) € L(E, F)>.
Soit {eq, ..., e, } une base de E tel que pour tout i € [1,n], f(e;) = g(e;) alors
f=g

Exemple 7.3.5. Soit E et F' deux espaces vectoriels et soit f € L(E, F'). Soit
{e1,...,e,} une base de E tel que pour tout i € [1,n], f(e;) = Op alors f est
I’application nulle.

7.3.2 Notion de rang

Définition 7.3.6. Soit £ et F' deux espaces vectoriels et soit f € L(E, F'). On
appelle rang de f la dimension de Im/(f). On note ce dernier rg(f).

Exemples 7.3.7. On considere de nouveau les applications linéaires

f @ Ryx] - R

P — P(0)
et
g : My(R) — My(R)
M — M—tM.
On avait vu que Im(f) = Rylz] et Im(g) = Vect v donc on a
-1 0
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En pratique pour déterminer le rang, une des deux méthodes que 1’on utilise
est de déterminer explicitement I’image de f a 1’aide du résultat suivant :

Propriété 7.3.8. Soit E et F' deux espaces vectoriels et soit f € L(E,F). Soit
n = dim(F) et soit B = {ey, ..., e, } une base de E. On a alors que

Im(f)=Vect(f(er),..., f(en)).

Remarque 7.3.9. Tout les outils vu dans le chapitre |3| peuvent donc nous ser-
vir a déterminer le rang, soit en simplifiant 1’écriture de Im(f) comme sous-
espace vectoriel engendrée soit en déterminant le rang de la famille de vecteurs

{f(e), - flen)}-

Exemples 7.3.10. Retrouvons les images des applications linéaires précédentes a
I’aide de ce résultat :

1. On considere {1, z, z*} la base canonique de R,[z]. On a donc
Im(f) = Vect(f(1), f(x), f(z*)) = Vect(1,0,0) = Vect(1) = Ro[z].
2. On considere {E; 1, By 2, By 1, Es o} la base canonique de M3 (R). On a

donc
Im(g) = Vect(g(Er1), 9(F12), 9(Fa1), g(Ea2))
00 0 1 0 -1 00
= Vect , , ,
00 -1 0 1 0 00
0 1 0 —1
= Vect ,
-1 0 1 0
0 1 0 —1 0 1
= Vect car = —
-1 0 1 0 -1 0

Remarque 7.3.11. Comme Im(f) est une sous espace vectoriel de F', on a

rg(f) < dim(F).
De plus comme Im(f) = Vect(f(e1),..., f(e,)) on a également

rg(f) < dim(E).

La notion de rang nous permet également de redéfinir le critere de surjectivité :

)
(

Propriété 7.3.12. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels et soit f € L(E, F).
On a que f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F).
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7.3.3 Théoreme du rang

Le principal théoreme concernant le rang est le suivant :

Théoreéme 7.3.13 (Théoréeme du rang). Soit E et I’ deux espaces vectoriels réels
etsoit f € L(E,F). On a alors

dim(ker(f)) + rg(f) = dim(E).

Ce théoreme a de nombreuses conséquences :

Corollaire 7.3.14. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels et soit f € L(E, F).
e Sidim(F) < dim(FE) alors f n’est pas injective ;
e Sidim(E) < dim(F) alors f n’est pas surjective;
e Sidim(FE) # dim(F) alors f n’est pas un isomorphisme.

Corollaire 7.3.15. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels de méme dimension et

soit f € L(E,F). On a alors que f est injective si et seulement si f est surjective
si et seulement si f est un isomorphisme.

Remarque 7.3.16. Le cas d’un endomorphisme correspond donc a ce cas la. Ainsi
pour un endomorphisme 1’injectivité, la surjectivité et le fait d’étre un automor-
phisme sont équivalent.

Exemples 7.3.17. On consideére de nouveau les deux applications linéaires du
dernier exemple.

f @ Ryfe] - R
1. Pour ,on a dim(Ry[z]) = 3 et dim(R) = 1 donc
P — P(0)
comme 1 < 3, on a que f n’est pas injective et donc n’est pas un isomor-

phisme.

De plus comme rg(f) = 1 = dim(R), f est surjective.

Enfin par le théoreme du rang dim (ker(f)) = dim(Rq[z])—rg(f) =3—1 =
2 et I’on pourrait montrer que ker(f) = Vect(z, 2?).

g : My(R) — M;y([R)

2. Pour il s’agit d’un endomorphisme donc on
M = M-tM
ne peut pas conclure quant a la non injectivité ou la non surjectivité par ar-
gument de dimension des espaces vectoriels de départ et d’arrivé.
En revanche, on a vu que rg(g) = 1 # dim(M;(R)) donc f n’est pas



88 Applications linéaires et endomorphismes

surjective et I’égalité des dimensions nous donne aussi que g n’est pas in-
jective.

On a de plus par le théoreme du rang que dim(ker(f)) = dim(Ms(R)) —
rg(g) = 4 — 1 = 3 et I’on pourrait montrer que

ker(f) = Vect(Ev 1, Eag, E1p+ Esq).

Corollaire 7.3.18. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels et soit f € GL(E, )
alors dim(E) = dim(F).

Remarque 7.3.19. 1l ne s’agit pas d’une équivalence ! Par exemple pour I’appli-
cation g utilisée précédemment, on a égalité des dimensions mais g n’est pas un
isomorphisme !

7.4 Matrice associée a une application linéaire

Les applications linéaires entres espaces vectoriels de dimensions finis sont en
correspondances avec les matrices. Nous allons a présent établir cette équivalence
et traduire les résultats associés.

7.4.1 Généralités

Avant de pouvoir faire interagir les applications linéaires et les matrices, nous
avons besoin de faire le lien entre les vecteurs et les matrices.

Définition 7.4.1. Soit F un espace vectoriel de dimension n et soit B une base de
E.

e Soit u € F de coordonnées (z1,...,z,) € R" dans la base 3. On appelle
matrice de v dans la base B la matrice colonne de M,, ; (R)

A

Tn

et on la note Matpz(u).

e Soit p € N* et soit (uy,...,u,) € EP. On appelle matrice de la famille
{uy, ..., u,} dans la base B la matrice de M,, ,(R) dont la j-e¢me ligne est la
colonne Matp(u;). On note cette derniere Matp(uy, ..., uyp).
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Exemples 7.4.2. 1. On consideére B.,, la base canonique de R® et on admet
que B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} est une autre base de R®. On pose
u=(0,6,—1)etv =(2,2,0) deux vecteurs de R*. On a

0 2
Mathan (u) = 6 et MatBCG7L (v) = 2
-1 0

On peut trouver par le calcul que

w=—(1,1,1)+7(1,1,0) — 6(1,0,0)

et

v=0(1,1,1) + 2(1,1,0) + 0(0,0,0).

On a alors
-1 0
Matg(u) = | 7 et Matg(v) = | 2
-6 0

On a ainsi

0 2 -1 0

10 —6 0

2. On considere B, la base canonique de R, [z] et on admet que B = {1, (z —
1), (z—1)?} est une autre base de Ry[z]. Onpose P = 2(z—1)?—3(z—1)—4
un vecteur de Ry[z]. On a

P=22> -4z +2—-3cx+3—-4=222—Tz+ 1.

On a donc
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La difficulté pour définir la matrice d’une application linéaire vient du fait que
I’on doit considérer deux bases, une pour 1’espace vectoriel de départ et une pour
I’espace vectoriel d’arrivée.

Définition 7.4.3. Soit F et I’ deux espaces vectoriels de dimensions respective
n et p. Soit Bp = {ey,...,e,} une base de E et soit By une base de F'. Soit
f € L(E,F) On appelle matrice de f dans les bases Br et By la matrice de
My p(R)

Matg,(f(e1), ..., f(en)).

On note cette derniere Matg, g, (f)

Remarques 7.4.4. 1. Dans le cas d’un endomorphisme de F, il peut arriver
que la base associée a I/ vu comme ensemble de départ et la base asso-
ciée a £ vu comme ensemble d’arrivée soit différentes, on prendra donc
garde a cela. En revanche si il s’agit de la méme base pour £ vu comme
ensemble de départ et d’arrivée, on pourra alors noter Matg, (f) au lieu de

MatBE,BE (f)

2. Dans le cas d’un endomorphisme la matrice associée est toujours une ma-
trice carré !

Méthode 7.4.5. On garde les mé€mes notations que dans la définition et pour dé-
terminer la matrice d’une application linéaire f on doit donc commencer par cal-
culer f(e;) pour tout j € [1,n] et on exprime ces vecteurs de F' dans la base Bp.
La matrice Matg, 5,.(f) est donc la matrice ol la j-¢me colonne est la matrice
colonne des coordonnées de f(e;) trouvées précédemment.

Exemples 7.4.6. 1. On considere I’application linéaire

f R3 — R4
(xayu Z) = (37_1/7297072)
et on munit les espaces vectoriels de leurs bases canoniques. On a
e f(1,0,0) =(1,0,0,0)

e £(0,1,0) = (—1,2,0,0)
e £(0,0,1)=(0,0,0,1)
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On en déduit donc que

1 -1 0
0 2 0
Mat]BcanR3 7BcanR4 (f) =
0 0 O
0 0 1
2. On considere I’application linéaire
g : Rofz] — R3

Po= (P(1), P'(1), P"(1))

et on munit les espaces vectoriels de leurs bases canoniques. On a
e (1) = (1,0,0)
e g(x)=(1,1,0)
° g(2®) = (1,2,2)

On en déduit donc que

Mats, o, Beans (9) =0 1 2

[z] R:

Cette écriture entre applications linéaires selon deux bases et matrices est une
caractérisation des applications linéaires :

Théoreme 7.4.7. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions respective n
et p. Soit By une base de E et soit Br une base de F. L’application

v : LEF) — M, »(R)
f — MatB};,BF(f)

est un isomorphisme.

Remarques 7.4.8. Pour B une base fixé de F et Br une base fixé de F'ona :
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1. Une application linéaire a une unique écriture matricielle dans ces bases
fixées;

2. Réciproquement, une matrice de M,, ,(R) correspond a une unique appli-
cation linéaire exprimé dans ces bases de L(F, ).

1 2 3

Exemple 7.4.9. Soit A = | 90 4 5| etconsidérons qu’il s’agit de la matrice

0 06

d’une application linéaire f de Ro[z] dans Ry[x] munit de la base canonique. On
adonc f(1) = 1, f(z) = 4z + 2 et f(2?) = 622 + 5z + 3 et donc pour P =
ar? +br +c € Ry[x]ona:

f(P) = af(a®) +bf(z) +cf(1)
= a(62® + 52 + 3) + b(dx +2) + ¢
= 6ax® + (5a + 4b)x + 3a +2b+ ¢

Le caractere d’application linéaire de ¢ dans ce théoreme nous donne égale-
ment les propriétés suivantes :

Propriétés 7.4.10. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions respective
n et p. Soit Bg une base de E et soit By une base de F'. Soit (f,q) € L(E, F)* et
soit A€ R. Ona

Matg, 5. (f +9) = Matg, p.(f) + Matg, 5, (9)

et
M@tBE,BF ()\f) = AMatBE,BF (f)

Remarque 7.4.11. Cela signifie que pour toutes combinaisons linéaires d’applica-
tions linéaires a pour matrice associée la méme combinaison linéaire des matrices
associées a chaque applications linéaires.

Exemple 7.4.12. On considere

f: R = R? g : R — R?
et

(z,y) = (2y,42—y) (z,y) — (af+y,95—y)'

Les matrices de f et g ot R? est muni de la base canonique sont

0 2 11

4 -1 1 -1
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On a donc
-3 1
5 1

Une derniere conséquence de ce théoreme est le lemme suivant :

Lemme 7.4.13. Soit E/ et F' deux espaces vectoriels de dimensions respective n
et p, alors dim(L(E, F) = np et dim(L(F)) = n?.

Cette écriture matricielle des applications linéaires nous permet également de
redéfinir le rang d’une matrice comme le rang de I’application linéaire associée :

Théoreme 7.4.14. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions respectives
netpetsoit f € L(E,F). Soit Bg une base de E et soit Br une base de F. On a
alors

Tg(f) =Trg (MatBE:BF (f)) :

g MQ(R) — MQ(R)

Exemple 7.4.15. On considere de nouveau I’application linéaire .
M — M —tM

Le rang de g estde 1 et en considérant la base canonique B..,, = {E11, E1 2, Eaq1, Eao}
la matrice de g dans cette base est

0 0 0 0

0 1 —-10
Mathan (g) =

0 -1 1 0

0O 0 0 0

et on observe que cette matrice est bien de rang 1.

7.4.2 Parallélisme dans le calcul

Il a été vu précédemment que la matrice associée a une combinaison linéaire
d’applications linéaires et la méme combinaison linéaire des matrices associées
mais le parallélisme dans le calcul va bien plus loin. Nous avons une correspon-
dance parfaite entre les deux
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Théoreme 7.4.16. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions respective
n et p. Soit By une base de E et soit By une base de F. Soit f € L(E, F) et soit
(x,y) € E x F. On a alors

f(x) =y & Mats,(f(x)) = Matp,.(y) < Malg, 5. (f)Matg, (v) = Matg,(y).

Ce résultat nous permet donc de passer par I’écriture matricielle pour déter-
miner [’image de nos vecteurs par des applications linéaires et cela quelque soit
les bases de E et I' que nous considérons !

Exemples 7.4.17. 1. Soit f I’endomorphisme de Ry[z]| dont la matrice dans la

1 0 1
base canoniqueest A= | 1 2 3 |.Calculons f(2? + 1). Cela revient 2
0 -1 0
calculer
1 1+0+1 2
Alo|=]1+0+3]|=[4
1 04+0+0 0

Onadonc f(2z? 4+ 1) = 4z + 2.

2. Soit g ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

B=1|1 0 3| Calculonsg(e; +e3+e3).Ona

0 —1 1
1 14142 4
Bl1|l=11+04+3]|= 1|4
1 0—1+1 0

donc g(e1 + ez + e3) = 4(eq + e2).

Corollaire 7.4.18. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions respective
netpetsoit f € L(E, F). Soit Bg une base de E et soit By une base de F. On a
pourx € E :

x € ker(f) & Matp, g, (f)Matg,(z) = 0,1 < Matg,(v) € ker(Matg, 5, (f))-
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Remarque 7.4.19. On peut donc également utiliser la forme matricielle pour dé-
terminer un noyau en utilisant la correspondance applications linéaires-matrices
et cela quelques soient les bases choisis pour 1’écriture matricielle.

Exemple 7.4.20. On considere g de I’exemple précédent et déterminons ker(g).

X

Soit X = y .Ona

z

(x,y,2) € ker(g) & BX = 03,

r+y+2z 0
A T+ 3z =10
—y+z 0
(2 +y+22=0 0=
ST +3z=0& 2 = -3z
| —y+ z2=0 Y =z
-3 -3
SX=z|1 | XeVect 1
1 1

& (z,y,2) € Vect((—3,1,1))
On en déduit donc que ker(g) = Vect((—3,1,1)).

Il nous reste a traiter le cas des compositions des applications linéaires dans la
correspondances avec les matrices, on a pour cela le théoreme suivant :

Théoreme 7.4.21. Soit F/, F' et G trois espaces vectoriels que ’on munit respec-
tivement des bases By, Br et Bg. Soit f € L(E,F) et soit g € L(F,G), on a
alors

MatBE,BG(g o f) = MatBF,BG (g)MatBE,BF(f)
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Exemple 7.4.22. On considere de nouveau les applications linéaires
f R3 — R4

(33,?/, Z) — (:B—y,Qy,O,z)
et
g R* — R?
(xvyazvt) = ($+y,32—2t)

et on a vu dans un exemple précédent que pour tout (x,y,z) € R3, on a
(-g © f)(x7y7 Z) = ({ﬂ + v, —2Z>

1 -1 0
0 2 0
Dans la base canonique, on a déja vu que Matg,,, , B, (f) = et
0 0 O
0 0 1
110 O
00 3 -2
Ona
1 -1 0
110 O 0 2 0 11 0
Mat]BcanR?) 7BcanR2 (g o f) = = ?
00 3 -2 0 0 0 00 -2
0 0 1

ce qui correspond bien au calcul fait précédemment.

On en déduit donc dans le cas d’égalité des dimensions :

Corollaire 7.4.23. Soit E et I' deux espaces vectoriels de dimension commune n.
Soit Bg une base de E et soit Br une base de F'. On a alors :

1. Soit f € L(E) etsoitk € N, ona

Matg, (f*) = Matg, (f)".
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2. Soit f € L(E,F). f est un isomorphisme si et seulement si Matp, 5. (f)
est inversible. Dans ce cas on a de plus

MatBE,BF (fil) = MatBE,BF (f)il'

Exemple 7.4.24. On considere de nouveau I’application linéaire de 1’exemple

f R3 — R3
7.1.11 . La matrice associée dans la base cano-

(z,9,2) — (0,2,y)

000 000
niqueest A := |1 o o|.Onaparlecalcul A2 = | g o | et pour tout
010 100

k > 3, A* = 03 ce qui correspond bien aux calculs effectués sur f*.
De plus comme A® = 03, on a que A n’est pas inversible donc f n’est pas un
automorphisme.

Remarque 7.4.25. On a besoin pour le calcul d’une puissance d’une matrice as-
sociée a un endomorphisme £ que la base associée a I soit la méme pour £ vu
comme ensemble de départ que pour £ vu comme ensemble d’arrivé.

7.4.3 Notion de changement de base

Un probleme que nous rencontrerons de nombreuses fois est la nécessité de
changer de base pour avoir des écritures matricielles sur lesquelles on pourrait plus
facilement déduire des données sur les applications linéaires que 1’on considere.
Nous faisons intervenir pour cela la notion de changement de base a I’aide des
matrices de passages :

Définition 7.4.26. Soit F un espace vectoriel de dimension n et soit B et B’ =

{€},...,e.,} deux bases de E. On appelle matrice de passage de 13 a B’ la matrice

de la famille 3’ dans la base B. On note cette derniere Pp ;5. Autrement dit, on a
PB,B’ = M(ltg(ell, ceey 62)

Remarque 7.4.27. La matrice de passage de B a B’ est la matrice de I’identité

de (E,B') dans (E,B), c’est a dire Pg g = Matp g({dg). On prendra garde a

I’ordre des bases !
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Exemples 7.4.28. 1. Onnote B,,, labase canonique de R? et B' = {(1,1), (1,—1)}.
Les deux vecteurs n’étant pas colinéaires, ils forment une famille libre et par
un argument de dimension /3’ est une base de R%. On a

1 1
chan’lg/ = Matlgmn((l, 1), (1, —1)) =

1 -1

2. On note B,,, la base canonique de Ry[x] et B = {1,z + 1, (x + 1)?}. 1l
s’agit d’une famille échelonnée de polyndmes, ils forment donc une famille
libre et par un argument de dimension B’ est une base de Ry[x]. On a

1 11

PBcan78/ = Ma’than(]‘?'r + 17 ('r + 1)2> = 0 1 2

0 01

Pour faire le chemin inverse, il nous suffit d’utiliser la propriété suivante :

Propriété 7.4.29. Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit B et B’ deux
bases de . On a alors que Pg i est inversible et on a

—1
Psp = P 5.

Exemples 7.4.30. 1. On considere I’exemple de R? précédent et la matrice de
passage de B’ dans B, est
-1
1 1 1 [—1 —1

1 —1 —2 -1 1

N |
D=

PB/78C(17L =

NI
N |+

2. On considere ’exemple de Ry[x] précédent et la matrice de passage de 5’
dans B,,,, est

-1

111 1 -1 1
Psp..=10 1 2 =0 1 -2
00 1 0 0 1

par un logiciel de calcul.

Nous avons donc les regles de calculs suivantes :
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Propriété 7.4.31. Soit E un espace vectoriel munit de trois bases 3, B et B”. On
a alors :

]. PB7B// = PB,B’PB’,B”
2. Pour tout u € FE, Matg(u) = PB,BIMCLT,B/(U).
3. Pour f € L(E),

MatB/(f) = PB/7BMCLtB(f>PB7B/ = Pl;llg,MatB(f)P[g’B/.
Exemple 7.4.32. On considere I’application linéaire f de Ro[z]| dont la matrice

1 01

dans la base canonique est Matgs,,, (f) = |0 1 2 | etdéterminons la matrice

0 0 2
de f dans labase B’ = {1,z + 1, (z + 1)?}. On a donc

Matp (f) = Pp .., Matp,,,(f)Ps.,5 = Ps.. s Mats,.,,(f)Ps...5

-1

1 11 1 01 1 11
=10 1 2 01 2 01 2
0 01 0 0 2 01

0 0 1 0 0 2 0 01

1 -1 1 11 2 1 00
=10 1 =2 01 4]1=1010

0 0 1 00 2 0 0 2

Remarque 7.4.33. On observe dans le dernier exemple un type d’égalité matri-
cielle que I’on a déja tres souvent rencontré. L’objet du prochain chapitre d’al-
gebre nous donnera la méthode pour trouver par nous méme les coefficients dia-
gonaux ainsi qu’une base qui nous permettra d’avoir les bonnes matrices de pas-
sages pour arriver a ce résultat.
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Les matrices représentant le méme endomorphisme mais dans des bases diffé-
rentes sont donc liées par les matrices de passages. De telles matrices portent un
nom :

Définition 7.4.34. Soit n € N*. Soit (A, B) € M,,(R)2 On dit que A et B sont
des matrices semblables si il existe une matrice P € GL,(R) telle que

B =P 'AP.

Remarque 7.4.35. Pour P une matrice de passage d’une base 3 a une base B/,
cela veut donc dire que A et B représentent le méme endomorphisme respective-
ment dans les bases B et 5.

1 00 1

0

1

Exemples 7.4.36. 1. Par’exemple précédent, lesmatrices | 0 1 olet|0 1 2

00 2 0
sont semblables.

4 8
2. Les matrices [ et ne sont pas semblables. En effet si elles sont

1 —6
semblables alors il existe une matrice inversible P tel que

4 8
=P 'LP=P'P=1

1 -6

ce qui est absurde.

0

2
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Chapitre 8

Révisions : Variables aléatoires
discretes

L’objectif des probabilités de 1’année derniere ont été de traduire les expé-
riences aléatoires a issus discretes en les modélisant mathématiquement et en dé-
veloppant le vocabulaire adapté, principalement a travers les variables aléatoires
discretes. Nous nous proposons donc dans ce chapitre de revoir ces notions pour
nous aider dans les futurs chapitres de probabilités.

En effet, cette année pour les probabilités finis et discretes 1’objectif va étre de
considérer plusieurs variables aléatoires discretes en méme temps, nous devons
donc maitriser les variables aléatoires discretes individuellement parfaitement.

8.1 Généralités

Définitions 8.1.1. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

e Une variable aléatoire réelle est une application X : ) — R vérifiant pour
tout x € R que I’ensemble [X < z] := {w € Q| X(w) < x} est un élément
de A.

e On note X (92) I’ensemble des issues possibles que peut prendre la variable
aléatoire X. On appelle ce dernier univers associée a X (ou le support de X
parfois).

Remarques 8.1.2. 1. X (Q) est donc I'image de I’application X.

2. Il n’est pas demandé de savoir prouver qu’une variable aléatoire en est une.
En revanche il est fondamentale de savoir déterminer X (€2).

Une maniére de caractériser une variable aléatoire est d’utiliser la notion de
fonction de répartition.



102 Révisions : Variables aléatoires discrétes

Définition 8.1.3. Soit (£2,.4,P) une espace probabilisé et soit X une variable
aléatoire. On appelle fonction de répartition associée a la variable aléatoire X la
fonction

Fxy : R — [0,1]
r ]P)([XSZL‘]).

Exemple 8.1.4. Soit X la variable aléatoire correspondant au résultat d’un dé a
six faces équilibré. On a F'y qui s’exprime comme suit pour tout z € R :
(

0siz<l1

sil<z<?2

D=

si 2<zx<3

[N

Fx(z) = si 3<z<4

W

sid<z<bh

(SIS

si h<zx<6

ot

1si6<z

Graphiquement cela correspond a

Une fonction de répartition a les propriétés suivante :
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Propriétés 8.1.5. En conservant les notations de la définition précédente, on a
que Fx vérifie :

o ['x est croissante;
e [y est continue a droite en tout point de R ;

e Ona lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1
T——+00

r—r—00
On se concentre ici principalement sur le cas des variables aléatoires dis-
cretes :

Définition 8.1.6. Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X est une va-
riable aléatoire discrete si X (€2) est fini ou dénombrable.

Définition 8.1.7. On appelle loi de la variable aléatoire discrete la donnée de
P(X = k) pour tout k € X(£2).

Exemples 8.1.8. 1. Onnote X la variable aléatoire telle que X (2) = {—1,0,1,2}
etP(X =-1) = %,P(X =0)= %,]P’(X =1)= %et]P)(X =2)=1
X est une variable aléatoire discrete fini.
2. On note Y la variable aléatoire telle que Y (2) = N* et pour tout k& € N*,
oy 1
P =K = mamy. o
Y est une variable aléatoire discrete infini.
Pour une variable aléatoire discrete nous avons facilement un systeme complet

d’éveénements :

Propriété 8.1.9. Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléa-
toire sur ) tel que X () soit discret, c’est-a-dire tel qu’il existe I une partie (fini
ou dénombrable) de N telle que X () = {x; | i € I}.

On a alors que ([X = x;]),.; est un systeme complet d’événements que I’on ap-
pelle systeme complet d’évenements associée a la variable aléatoire X.

Une conséquence directe de ce résultat est :
Propriété 8.1.10. En conservant les notations précédentes, on a
Y P(X =) =1
iel
Remarque 8.1.11. Ce dernier résultat peut étre une bonne maniere de se donner

une idée de si nos calculs sont juste en calculant la valeur de la série.

La loi d’une variable aléatoire discrete est caractérisé par sa fonction de répar-
tition :
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Théoréme 8.1.12. Soit X une variable aléatoire discrete ou X (2) = N de fonc-
tion de répartition Fx. On a alors pour tout k € X (w) =N :

P(X = k) = Fx(k) — Fx(k —1).

Remarque 8.1.13. Ce résultat est adaptable suivant les situations et 1’écriture de
X (£2). On prendra donc soin de bien réécrire les évenements X = k selon des
évenements du type X < a pour déterminer la relation entre P(X = k) et Fix
pour chaque exemple.

Une maniere classique de travailler sur les variables aléatoires et en particu-
lier sur les variables aléatoires discrétes de calculer "directement” sur la variable
aléatoire :

Théoreme 8.1.14. Soit X une variable aléatoire discréte et soit g une fonction
sur X (). On a alors que g(X) est une variable aléatoire discréte.
On a de plus pour tout j € g(X)(2),

keX(Q) tel que g(k)=j

Exemples 8.1.15. On considere les exemples précédents :

1. X? est une variable aléatoire discréte d’univers associée {0,1,4} et on a
P(X?=0)=P(X=0)=1PX?=1)=P(X=-1)+P(X =1) =
2 4+2=TetP(X?=4)=P(X =2)=+.

2. Z =Y — 1 est une variable aléatoire discrete d’univers associée N et pour

touth € N,P(Z = k) =P(Y =k +1) = by

8.2 Notion de moments

8.2.1 Espérance

Lorsque I’on joue a un jeu, une donnée intéressante est la gain moyen obtenue
a chaque partie. Pour cela on introduit la notion d’espérance :

Définitions 8.2.1. Soit X une variable aléatoire discrete.

e Si X () est fini, X admet une espérance et I’on a

E(X)= ) xPX=u)

;,€X(Q)
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e Si X(Q) est infini, X admet une espérance si la série > x,P(X = x;)
a:lEX(Q)
est absolument convergente et I’on a dans ce cas

EX)= Y xPX=u)

ac,EX(Q)

Remarque 8.2.2. Dans le cas d’un univers associée a la variable aléatoire fini,
I’espérance existe toujours car nous sommes en présence d’une somme fini. En
revanche dans le cas ou I'univers associée a la variable aléatoire est infini, la ques-
tion de I’espérance revient a travailler sur des séries, on doit donc commencer par
montrer la convergence.

Exemples 8.2.3. On considere de nouveau les exemples précédents.

1. X admet une espérance car I’univers associé est fini et ’on a :

E(X) = (-1)P(X = —1) + 0.P(X = 0) + IP(X = 1) + 2P(X = 2)

3 +O+2—|—21 _ —3+4+2 3
10 5 710 10 10
2. Y admet une espérance si et seulement si la série > ﬁ = > k+r1
k>1 k>1

est absolument convergente, or on reconnait la série harmonique qui est
divergente donc Y n’admet pas d’espérance.

Propriété 8.2.4. Soit X et Y deux variables aléatoires admettant chacune une
espérance et soit (a,b) € R On a alors :

e E(X+Y)=EX)+E(Y);

e E(aX +b) =aE(X) + b,

o Si X(w) C Ry (c’est-a-dire, X est a valeurs positives), alors E(X) > 0.

Remarque 8.2.5. En particulier, on a donc E(1) = 1.

Une maniere générale de calculer des espérances est d’utiliser le théoreme de
transfert :

Théoreme 8.2.6 (Théoreme de transfert 1). Soit X une variable aléatoire discrete
d’univers associée fini X () et soit g une application sur X (). La variable
aléatoire g(X) admet une espérance et I’on a

E(g(X)) = Z 9(z:))P(X = ;).

z,€X(Q)



106 Révisions : Variables aléatoires discrétes

Théoreme 8.2.7 (Théoreme de transfert 2). Soit X une variable aléatoire discréte
d’univers associée infini X (2) et soit g une application sur X (Q2). La variable
aléatoire g(X) admet une espérance si et seulement si la série

converge absolument et dans ce cas on a

E(g(X)) = Y g(x)P(X = ).

2, €X(Q)

Exemple 8.2.8. On considere de nouveau la variable aléatoire X des exemples
précédents et I’on a donc comme les sommes sont finis que 1’espérance existe. Par
la formule du transfert on a

E(X?) = (—1)°P(X = —1) + 02.P(X = 0) + I’P(X = 1) + 2*P(X = 2)
3 —|—O+2+41 _3+4+4 11
10 5710 10 10
Une application classique a ce théoreme est de 1'utiliser avec une fonction
puissance :

Définition 8.2.9. Soit X une variable aléatoire discrete et soit € N*. On dit que
X admet un moment d’ordre 7 si la variable aléatoire X" admet une espérance,
autrement dit si la quantité E(X") existe. Dans ce cas on appelle E(X") le mo-
ment d’ordre r de X.

Propriété 8.2.10. Une variable aléatoire admettant un moment d’ordre r admet
également un moment pour tout k € [[1,r].

Remarque 8.2.11. En particulier, admettre un moment d’ordre 2 implique donc
d’admettre un moment d’ordre 1 ce qui correspond exactement a admettre une
espérance.

8.2.2 Variance

Nous allons nous intéresser en particulier a présent aux variables aléatoires ad-
mettant des moments d’ordres 2. Cela nous permettra de redéfinir la variance qui
nous donnera des informations sur la disparité des valeurs associée a la variable
aléatoire par rapport a son espérance.
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Définition 8.2.12. Soit X une variable aléatoire discrete admettant un moment
d’ordre 2.

1. On appelle variance de X la quantité V(X) = E((X — E(X))?);
2. On appelle écart type la quantité o(X) = /V(X).

Remarque 8.2.13. La variance est toujours positive car la variable aléatoire (X —
E(X))? est a valeur positive, d’ol la possibilité de considérer 1’écart-type.
Pour calculer efficacement une variance on utilise la formule suivante :

Propriété 8.2.14 (Formule de Koenig-Huygens). Soit X une variable aléatoire
admettant un moment d’ordre 2, alors on a

V(X) = E(Xz) — E(X)Z.
Démonstration. On a
V(X)=E(X — E(X))z) = ]E(X2 —2E(X)X + E(X)Q)

E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)?E(1)
= E(X?) — E(X)?

O

Remarque 8.2.15. Une variable aléatoire admettant une variance admet une es-
pérance. On a donc que montrer que X admet un moment d’ordre 2 implique X
admet une espérance et une variance.

Exemple 8.2.16. On considere de nouveau I’exemple précédent et I’on a donc

11 (3)2 110 9 101

V(X) =E(XY) ~E(X)? = 55— (15) =190~ 10

~ 100 100 100

—_
=]
—_
—_
o
—_

Deplusonaoc(X) = /75 = o=

Le carré dans la définition de la variance n’est pas linéaire contrairement a
I’espérance, en revanche on a un résultat dans le cas ou les variables aléatoires
sont indépendantes :

Définition 8.2.17. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes. On dit que X
et Y sont indépendantes lorsque pour tout z € X (€2) et pour tout y € Y (2), on a

B((X =2) N (Y = y)) = B(X = 0)P(Y = ).
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Propriété 8.2.18. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors
VX +Y)=V(X)+ V().

Remarques 8.2.19. e [’indépendance est indispensable, sinon un nouveau
coefficient appelé covariance intervient et le calcul est plus complexe. Nous
verrons cela au prochain chapitre.

e Ce résultat peut s’étendre a une somme de variables aléatoires deux a deux
indépendantes.

Propriété 8.2.20. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2
et soit (a,b) € R% On a alors

V(aX +b) = a*V(X).
1l est parfois utile de "normaliser" les variables aléatoires :

Définition 8.2.21. Soit X une variable aléatoire discrete :
e Si X admet une espérance et que E(X) = 0, on dit que X est centrée;

e Si X admet une espérance, la variable aléatoire X — E(X) est la variable
centrée associée a X ;

e Si X admet une variance et que V(X ) = 1, on dit que X est réduite;

. . . (o X-E(X
e Si X admet une variance non nulle, la variable aléatoire — )§ ) est la va-
riable aléatoire centrée réduite associée a X. On la note en général X *.

Exemple 8.2.22. Si on considere une derniere fois la variable aléatoire X défini

X-3 .
z z * 10 _ 10X-3 A A
dans les exemples précédents X* = —=0 = 1o est centrée réduite.

10
En effet on a

E(X") = 0E(X)—3 104 -3 0 0
V101 V101 V101

10 \? 100 101
VX)) = [ — ) v(x)= =2
(X%) (\/101> (X) 101 100

et

8.3 Lois usuelles

On utilisera régulierement des lois usuelles et toutes les propriétés que 1’on
a revu dans ce chapitre pour étudier nos problemes. La connaissance des lois
usuelles suivantes ainsi que les manieres de retrouver les résultats associées est
donc indispensable.
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8.3.1 Lois discretes finis
8.3.1.1 Lois certaine et uniforme

Les lois associées aux situations d’équiprobabilités sont parmi les lois clas-
siques que nous avons déja étudié plusieurs fois sans les nommer. Formalisons
cela a présent.

Commencgant par le cas oll une expérience a une unique issue possible.

Définition 8.3.1. Soit X une variable aléatoire et soit a € R ot X (2) = {a}. On
adonc P(X = a) = 1. On dit que X suit une loi certaine de paramétre a.

Propriété 8.3.2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi certaine de para-
metre a. X admet une espérance et une variance et l’on a

E(X)=aetV(X)=0.

Démonstration. Comme X (2) est fini, X admet une espérance et une variance.

On a par définition E(X) = > 2;,P(X =x;) =aP(X =a) =aetV(X) =
z;€X(Q)

E((X —a)?)) = E(0) = 0. [

Le fait que la variance soit nulle est une caractérisation des lois certaines :

Propriété 8.3.3. Soit X une variable aléatoire discrete. X suit une loi certaine si
et seulement si V(X) = 0.

Remarque 8.3.4. Cette caractérisation nous implique donc que des que X (£2)
n’est pas singleton, la variance et I’écart type (sous réserve d’existence) sont non
nuls, donc en particulier on peut déterminer la variable aléatoire centrée réduite
associée.

En général une variable aléatoire ne prend pas qu’une seule valeur et dans le
cas d’équiprobabilité on a la loi suivante :

Définition 8.3.5. Soit X une variable aléatoire discréte et soit (a,b) € Z? (avec
a < b). On dit que X suit une loi uniforme sur [[a, b] si pour tout k € [a, b],

1
S b—a+ 1
On note alors X — U([a, b]).
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Remarque 8.3.6. Lorsque a = b, on retombe sur le cas d’une loi certaine de pa-
rametre a.

Exemple 8.3.7. On utilise couramment le cas ol a = 1 et b = n pour n € N*. On
a donc dans ce cas pour tout k € [1,n], P(X = k) = .

Propriété 8.3.8. Soitr X une variable aléatoire suivant une uniforme sur [a, b]. X
admet une espérance et une variance et l’on a

E(X) = % er V(X) = Lt 2oL

12

Dans le cas particulier oi [a,b] = [1,n], ona :

Propriété 8.3.9. Soit X une variable aléatoire suivant une uniforme sur [1,n].
X admet une espérance et une variance et l’on a

E(X) =" et V(X) = 25

12 °

Démonstration. Considérons le cas ot X < U([1,n]). Comme X (Q2) est fini, X
admet une espérance et une variance. On a donc :

E(X) = En: EP(X = k)
k=1

n k: n
SR

=1 k=1
_Inn+1) n+l
n 22

SRS

—_

De méme, on a :

E(X?) = zn: EP(X = k)
k=1

non
k=1 k=1
_In(+1)@r+1)  (n+1)(2n+1)

n 6 N

Donc par la formule de Koenig-Huygens, on a

(n+D@2n+1) (n+1)7

V(X) = 4
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2n+1 n+1 In+2 3In+3
— 1 _ — 1 _
("+)( 6 4) ("+)( 12 12)

n+1 n+1 n?—1
— An+2—3n—13) = 1) =
g Unt n=3)=——m-1 12

]

Remarque 8.3.10. Pour démontrer le cas général, on peut utiliser les propriétés
sur I’espérance et la variance en posant Y = X + a — 1 ou X — U([[1,n]) et ou
n=>b—a-+1.0Onaainsi que Y — U([a,b]). On a ainsi :

1
nt +a-—1

E(Y)=E(X)+a—1=

_b—a+1+1+2a—2_b—|—a
B 2 2

et

n?—1 (b—a+1)*-1
V() =1*V(X) = o= 5

8.3.1.2 Lois de Bernoulli et Binomial

Un type d’expérience que nous étudions régulierement sont les expérience
dont I’issue est un succes ou un échec ou des répétions de plusieurs fois la méme
épreuve aboutissant a un succes ou a un échec.

Définition 8.3.11. Soit X une variable aléatoire discrete tel que X (§2) = {0,1}
et soit p €]0, 1[. On dit que X suit une loi de Bernoulli de parametre p lorsque
P(X =1)=petP(X =0) =1—p.Onnote X — B(p).

Remarques 8.3.12. 1. En général I’évenement X = 1 correspond au succes a
I’épreuve et X = 0 a I’échec.

2. Sip=0oup =1, X correspond a une loi certaine.

Exemples 8.3.13. 1. Le lancer d’une piece truqué ayant une probabilité p de
tombé sur pile correspond a une loi de Bernoulli de parametre p lorsque I’on
considere un seul lancer et qu’un succes revient a avoir pile.

2. Le lancer d’un dé équilibré a 6 faces ou 1’on réussit 1’épreuve lorsque 1’on
obtient 5 ou 6 correspond a une épreuve de Bernoulli avec p = %

Propriété 8.3.14. Soit X une loi de Bernoulli de parameétre p €]0,1[. X admet
une espérance et une variance. On a E(X) =pet V(X) = p(1 — p).
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Démonstration. Comme X (§2) est fini X admet une espérance et une variance.
On a donc :

=0
P(X = 0) + 1P(X =1)
1 —

(I=p+p=p

De plus, par la formule du transfert :

E(X?) = i FP(X = k)
= S;IP(;(X =0)+ 1’P(X =1)
=0.(l-p)+p=p
Par la formule de Koening-Hyugens, on a
V(X) =E(X*) ~E(X)* =p—p* =p(l-p).
]

En général on ne considére pas qu’une seule épreuve mais une succession
d’épreuves indépendantes de Bernoulli et [’on compte le nombre de succes. Cela
nous mene a la loi binomial.

Définition 8.3.15. Soit X une variable aléatoire discrete, n € N et p €]0,1[. On
dit que X suit une loi binomiale de parameétre n, p lorsque X (2) = [0, n] et que
pour tout k& € [0,n],

On note alors X < B(n,p).

Remarques 8.3.16. 1. Le cas n = 1 correspond donc a une loi de Bernoulli.

2. Une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametre n, p corres-
pond a la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant chacune
une loi de Bernoulli de parametre p.

Exemple 8.3.17. Le nombre de 6 sur 10 lancers successif du méme dé équilibré a
6 faces correspond a une variable aléatoire suivant une loi binomial 5 (10, £).
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Propriété 8.3.18. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de pa-
rametre n, p. X admet donc une espérance et une variance et l’on a

E(X) =npet V(X) =np(1l — p).

Démonstration. Comme X (2) est fini, X admet une espérance et une variance.

On pose pour tout ¢ € [1,n] Y; une variable aléatoire discréte suivant une loi de

Bernoulli de parametre p. Elles sont automatiquement toutes indépendants deux a
n

deux. On a X = ) Y; donc par linéarité de I’espérance, on a :

E(X) = ZE(YZ-) B Zp=p(n— 1+1) =np.

De méme, comme les variables aléatoires (Y;);c1,, sont deux a deux indépen-
dantes, on a

V(X) = ZV(Yi) = Zp(l —p)=p(1 —p)(n—1+1) =np(l—p).

8.3.2 Lois discretes infinis
8.3.2.1 Loi géométrique

Une expérience classique est le cas d’une premiere réussite d’une expérience
aléatoire qui se répete comme par exemple dans le cas d’un lancer de piece jus-
qu’a avoir un pile ou du lancer de dé jusqu’a avoir un 6.

Cela correspond a la loi géométrique :

Définition 8.3.19. Soit X une variable aléatoire réelle et soit p €]0, 1[. On dit que
X suit une loi géométrique de parametre p si X correspond au rang du premier
succes d’une expérience de Bernoulli sans mémoire.

On note une telle loi X — G(p).

On utilise en général la forme suivante pour une loi géométrique :

Théoréme 8.3.20. Soit X une variable aléatoire réelle et soit p €]0,1|. On a que
X < G(p) si et seulement si X (1) = N* et pour tout k € N*,

P(X = k) = p(1—p)*".
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Exemples 8.3.21. 1. Deux joueurs jouent a pile ou face avec une piece équili-
bré chacun leur tour et le premier a avoir un pile remporte le jeu. On note X
le nombre de tour nécessaire pour mettre fin a la partie. X représentant donc
le premier pile sur une succession de lancer d’une méme piece de maniere
indépendante, soit le rang du premier succes a 1’épreuve de Bernoulli "Avoir
un pile" répété sans mémoire et indépendamment des épreuves précédentes.
X suit donc une loi géométrique de parametre %, c’est-a-dire X — ¢ (%)
Onapourtout k € N*, P(X = k) = 1 57 = 5.

2. Soit Y le nombre de lancers nécessaires pour obtenir un 6 sur un dé équi-
libré. Le dé étant équilibré et les lancers étant indépendant, Y suit une loi
géométrique de parametre §, soit Y — G (3).

Onapourtout k € N, P(Y = k) = égﬁii = 5221-

Pour les moments, la loi géométrique possedent les résultats suivants :

Théoreme 8.3.22. Soit p €0, 1] et soit X une variable aléatoire suivant une loi
géométrique de paramétre p, c’est-a-dire X — G(p). X admet une espérance et
une variance et l’on a

I—p
=

E(X) :]10 et V(X) = =

Démonstration. Comme X (Q) = N* et que la série > k*p(1 — p)*~! est conver-
k>1

gente en tant que combinaison linéaire de séries numériques convergentes (puisque

1 —p €0, 1]) car

Kp(1—p)*~t = p(1 = p)k(k — 1)(1 —p)* > + pk(1 — p)*".

X admet donc un moment d’ordre 2 donc X admet une espérance et une variance.
On a donc :

k(1 —p)*!

Nk

E(X) =) kp(1—k)*" =p

E

’@I}—ti

I
1=(1=p)? p

De plus, on a par la formule de transfert

E(X?) =) Kp(l—p)* "= k(k—1p1—p)"" +> kp(1 —p)*"

k=1
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- |
=p(1—p) Y (k(k=1)(1=p)*?) + -
k=1 p
S k-2y, L . -
=p(1 —p) Z(k;(k -1 —=p)") + p par nullité du premier terme
k=2
2 1
ST () "
2p(1 — 1 2-2 2 —
:MJF_:_QPJF%: P
p p p p p

On a donc par la formule de Koenig-Huygens

2-p 1 1-
V(x)="_" b

p? p? p?

8.3.2.2 Loi de Poisson
1l ne nous reste que la loi de Poisson a redéfinir dans les lois usuelles :

Définition 8.3.23. Soit X une variable aléatoire réelle et soit A € R’.. On dit que
X suit une loi de Poisson de parametre A si X (€2) = N et pour tout n € N,

)\n
= e_)\—

n!’

P(X =n)

On note une telle loi X < P(\).

Remarque 8.3.24. La modélisation d’une loi de Poisson est plus complexe, elle
sera donc en principe toujours annoncé dans les exercices.

Au niveau des moments, la loi de Poisson possedent les résultats suivants :

Théoreme 8.3.25. Soit A\ € R, et soit X une variable aléatoire suivante une loi
de Poisson de paramétre \, c’est-a-dire X — P (). X admet une espérance et
une variance et l’on a

E(X)=\ et V(X)=A.

; . ‘o ANk

Démonstration. Comme X (Q) = N et que la série ) k*¢ =27 est convergente
k>0 '

en tant que combinaison linéaire de séries numériques convergentes car pour tout

k> 2,

k A

+ e kS

Ak A
2, AN A
ke =e k(k—1) o o

k!
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k—2 N )\kfl
e~ .

=21 ¢ o)

X admet donc un moment d’ordre 2 donc X admet une espérance et une variance.

On a donc :

=\

= Z e”\kﬁ par nullité du premier terme

k=1
e )\k—l
R
e Z = 1)1
k=1
= e Z i e et =\
k=0

o0 k
= Z <e_)‘k(k — 1)—) + A par nullité des premiers termes

On a donc par la formule de Koenig-Huygens
VX) =AM+ A==\
]

Remarque 8.3.26. Nous avons déja vu en TD cette année que la loi "limite" de
lois binomiales X,, — B (n, ’\) au sens ou 1’on peut montrer que pour tout k£ € N,

lirf P(X, = k) e*“k—l,c est une loi de Poisson X < P(\). Cette notion de
n—-—+0o0 :
limite de lois fera I’objet d’un chapitre du prochain semestre.
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Chapitre 9

Couples de variables aléatoires

L’étude d’une expérience aléatoire ne se traduit pas toujours, mathématique-
ment parlant, sous la forme d’une unique variable aléatoire mais plusieurs phéno-
menes aléatoires peuvent se produire en méme temps et nécessite donc 1’usage de
plusieurs variables aléatoires.

On se propose dans ce chapitre d’étudier la cas de deux variables aléatoires
discretes et de voir comment deux telles variables peuvent dépendre et varier 1’une
par rapport a 1’autre.

9.1 Loid’un couple de variables aléatoires discretes

9.1.1 Définitions

Définition 9.1.1. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur un
méme espace probabilisé (2, A, P). L’application

(X,7) : Q — R?
w = (X(w),Y(w)
est appelée couple de variables aléatoires discretes.

Définition 9.1.2. Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discretes sur un
espace probabilisé(2, .4, P). On appelle loi du couple (X, Y") ou loi conjointe de
X et Y la donnée de

P(X =z]N[Y =y])

pour tout (x,y) € X(Q2) x Y(Q).
On pourra parfois noter P(X = z,Y = y) aulieude P([X = z| N [Y = y]).
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Exemples 9.1.3. 1. Onpose X etY deux variables aléatoires représentant res-
pectivement le résultat d’un dé équilibré a 4 faces et le résultat d’un dé équi-
libré a 6 faces. On a donc X — U([[1,4]) et Y — U([1,6]) On a pour tout

(2,7) € [1,4] x [1,6],

2. On considere a présent que X représentent le rang du premier pile d’une
série de lancers d’une picce équilibré et que Y représente le rang du pre-
mier pile d’une série de lancers d’une piece truquée qui a une probabilité %
d’obtenir pile. On a donc X — § (%) etY — @ (%) On a ainsi pour tout
(i,7) € (N*)?,

P =inl == 53 (3) =3

9.1.2 Aparté sur les séries doubles et un systeme complet d’éve-
nements

En considérant une variable aléatoire discrete on est confronté a calculer des
sommes et des séries. Avec des couples de variables aléatoires on se retrouve
confronter a des sommes sur deux indices finis ou infinis. On ne considérera pas
les problemes théoriques intrinseques des sommations doubles en se contentant
d’étendre naivement les résultats des séries et en considérant les points suivants :

Soit I et J deux ensembles de N, une famille de réels (aivj)(i,j)e IxJ et consi-
dérons > a;;.
(i,7)eIxJ

e Dans le cas ol [ et J sont finis, > a;,j correspond a une somme fini et

(i,5)eIxJ
on a
E Qij = E <§ am‘) = E (E :am’>-
(4,5)eIxJ i€l \jeJ jeJ \iel

e Dans le cas ol [ ou J est infini, définissons la notion de convergence absolue
de la série double )~ a; ;.
(i,5)eIxJ
Si la série ) a;; est absolument convergente pour tout i € I et si la série
jE€J

> (Z ai7j> est absolument convergente on dit alors que la série double
iel \jeJ
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> a;; est absolument convergente et on a
(i,§)EIx ]

(4,5)eIxJ el \jeJ jeJ \iel

Le réel ) (Z ai7j> est appelé somme double de la série double.

iel \ jeJ

Remarque 9.1.4. 1l est bien évidemment possible de montrer que la série ) | a; ;
il

est absolument convergente pour tout j € J et que la série » <Z ai,j> est
jeJ \iel
absolument convergente pour établir la convergence absolue de la série double.

Remarque 9.1.5. Ici aussi, la convergence absolue implique la convergence de la
série double. Comme nous considérerons des séries doubles de probabilités, il n’y
aura pas de différence entre les deux dans nos études.

Exemples 9.1.6. 1. Calculons > 7. Comme il s’agit d’une somme

_ (i,5)€[0,n] % [0,m] _
fini, nous n’avons aucun probléme de convergence a vérifier et I’on a

> w‘=i(iw‘> =i(iii>

(i,7)€[0,n] x [0,m] i=0 \ j=0 i=0 \ j=0
"/ m(m+1) m(m —|— 1) &
§ () - g
_m(m+1)n(n+1)_nm( n—+ )( +1)
- 5 5 -

2. Considérons ) 2%] Pour tout 7 € N, ona que ) 2%] est absolument
(i,5)ENZ? j=0
convergente en tant que série a terme positif et série géométrique de raison
1€]-1,1.0Ona

1

I 1
Zzzﬂ_z_zz__i =%

La série > 2% est absolument convergente pour les mémes raisons que
i>0
précédemment donc la série double > 2% est absolument convergente
(i.7)eN?
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etl’ona
1 [e'¢) 00 1 00 1 1
Z 9i+j :Z (ZQH—j) 2225221_1 =4
(i,5)EN? i=0 \j=0 i=0 2

On utilisera cette théorie des séries doubles principalement dans le contexte
de ce systeme complet d’évenements :

Propriété 9.1.7. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé(Q2, A, P). La famille
(X =20 =) uyex@xy@)

est un systeme complet d’éveénements.

Remarque 9.1.8. Dans le cas ou X (£2) et Y (€2) sont finis il n’y aucun probleme
de convergence, sinon on a que la série double

(z,y)EX(Q)XY (22)
est convergente. Dans tout les cas la somme vaut 1.
Exemple 9.1.9. Considérons de nouveau I’exemple ou X — G (%) etY - @G (%)
etona

> qu:zm[yzmzz(Zﬁ) =§Z(§Z§—)

(4,5)€(N*)? i=1 \j=1 i=1 j=1

9.1.3 Lois marginales et loi conditionnelles

Rappelons la définition des probabilités conditionnelles par le prisme des couples
de variables aléatoires :

Définition 9.1.10. Soit (X, Y") un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé((2, A, P).
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e Soity € Y(Q) tel que P(Y = y) # 0, on appelle loi conditionnelle de X
sachant [Y" = y] la donnée pour tout = € X (€2) du réel

Py_y(X =2) =

e Soit x € X(9) tel que P(X = z) # 0, on appelle loi conditionnelle de Y’
sachant [X = z] la donnée pour tout y € Y (€2) du réel

Pix—a)(Y = y) =

e On dit que X et Y sont indépendantes pour la probabilité PP si pour tout
(x,y) € X() x Y(2),ona

Exemples 9.1.11. Tout les exemples précédents ont représentés des cas ou X et
Y sont indépendant.

On a besoin pour utiliser cette définition de connaitre les valeurs de P(X = x)
etde P(Y = y). Il s’agit des lois marginales :

Définition 9.1.12. Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé((2, A, P).

1. On appelle premiere loi marginale du couple (X, Y) laloi de X ;
2. On appelle deuxie¢me loi marginale du couple (X,Y") laloi de Y.

Pour calculer ces lois, en général on utilise la formule des probabilités totales :

Propriété 9.1.13. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé(Q2, A, P).

1. Soitx € X(2), 0ona

yeY (Q)

Si pour touty € Y (Q), P(Y = y) # 0, on a de plus
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2. Soity € Y(Q2), ona

Si pour tout x € X (), P(X = x) # 0, on a de plus

P(Y =y)= Y PX =z)Pyx_y(Y =y).

zeX ()

Remarque 9.1.14. Dans le cas ot X(2) ou Y (£2) sont infinis, cette propriété
impose la convergence des séries que 1’on considere.

Exemples 9.1.15. 1. On lance deux dés équilibrés a 4 faces et on note X le
plus petit résultat et Y le plus grand. La loi de probabilités est donnée par le
tableau suivant :

yeY(Q)
112314
r e X(Q)
1 Llojolo
2 sl 0]0
3 Lo
4 55|85 |1

On en en déduit les lois marginales :

On remarque de plus que

15
162

donc X et Y ne sont pas indépendant.

P(X =2)P(Y =1) = — £0=P([X =2]n[Y = 1))
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2. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes ou X (€2) = N* et
Y (€2) = N. On a pour tout (7, j) € X(02) x Y(£2)

el

2t51

e Déterminons la premiere loi marginale du couple. On a pour ¢ € N*
fixé, par utilisation des probabilités totales avec le systeme complet
d’évenements (Y = j)jen

P(X =i)=) P(X=dn[Y =4)=>)_ 2i 41
= =
efi o Z] efi i 1

On en déduit donc que X suit une loi géométrique de parametre %

e Calculons la loi conditionnelle de Y sachant X = ¢. Soit 7 € N,on a

Pyi(v = )= PX =N =) _ ¥

On reconnait donc que sachant X = ¢, Y suit une loi de Poisson de
parametre 7.

9.2 Variable aléatoire du type Z = g(X,Y)

9.2.1 Définition

Il est courant qu’une variable aléatoire soit en réalité définie par deux autre
variables aléatoires :

"Définition'" 9.2.1. Soit (X, Y") un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (€2, .4, P). Soit g une fonction de X (£2) x Y'(2) — R. On note
Z = g(X,Y) I’application

Z : Q = R
w = g(X(w),Y(w))

est une variable aléatoire.
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Remarques 9.2.2. On a

o Z(Q) = {g(X(w),Y(w)) [w € Q} C {g(x,y) | (x,y) € X(Q) x Y(Q)}.
Cette inclusion n’est pas toujours une égalité car I’expérience aléatoire peut
empéecher certain cas de se produire.

e Laloide Z est pour tout z € Z(£2)

P(Z =2z) = > P(X =2]N[Y =y)).

(z,9)eX( Q)XY (Q) | 2=g(z,y)

e Dans la loi précédente, si X (2) ou Y'(2) est infini, le calcul correspond a
une série, éventuellement double, dont la convergence est assurée par le fait
que Z est une variable aléatoire.

Exemples 9.2.3. e Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes sui-
vant la méme loi uniforme U([[1,3]) et soit Z = X — Y. On a alors
Z(Q) ={-2,-1,0,1,2}. On a ainsi

P(Z=0)=P(X =1N[Y =1)) +P(X =2| N[V =2)) + P(X =3]n[Y

_11 11 11 1
~337337337 3
P(Z=1)=P(X =2]N[Y = 1)) +P([X =3]N[Y = 2))

_11 11 2
33 339
P(Z=2)=P(X =3]N[Y =1)) = 22 = =
s B 3309
Par des calculs similaires on trouve également P(Z = —2) = s et P(Z =

_1):§

e Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires discretes ou X () = Y (Q2) =
N dont la loi conjointe est pour tout (4, j) € N2,

1+ ]

P(X =Ny =j]) = 234151

On pose Z = 2%*Y et on a par exemple

P(Z=4)=P(X=2N[Y =0)+P(X =1 N[y = 1)) + (X = 0] N[V

2 2 2

= 2222001 T o211l T e22012]
1 1 1 1

I T2 "I e
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9.2.2 Espérance et théoreme du transfert

Pour une loi du type Z = g(X,Y), il existe une version du théoréme de trans-
fert nous permettant de calculer I’espérance (sous réserve d’existence) :

Théoréme 9.2.4 (Théoreme du transfert). Soit (X,Y) un couple de variables

aléatoires discretes sur un espace probabilisé (2, A,P). Soit g une fonction de
X(2) xY(Q) = R. Onnote Z = g(X,Y). Si la série

Yo gl yP(X =z]n[y =y
zeX(Q),y€Y (w)
est absolument convergente alors 7 possede une espérance et I’on a
EZ)= Y gz yP(X =20y =y).
X (Q),yeY (w)

Remarque 9.2.5. Dans le cas out X (€2) et Y'(£2) sont finis, la convergence absolue
est automatique car on ne considere que des sommes finis. Dans le cas ol au moins
I’un des deux est infini nous somme dans le cas d’une série (ou de séries doubles
si les deux univers associées sont infinis).

Exemples 9.2.6. Considérons les deux exemples précédents :

I. Pour Z =X —YouX — U([L,3]) et Y — U([1,3]), on aque Z(2) est
fini donc Z admet bien une espérance et par formule du transfert on a :

:Zzz—y — N[y =)
g(zzz zzy)

i=1 j=1 i=1 j=1

A5

Li3.6 - 3.6) —B_y
=gl 9
2. Pour Z = 2 ol la loi conjointe du couple (X,Y) est P([X = i| N[V =
j) = GQ%JJM, Z admet une espérance si la série double

Z 2HP(X =i|N[Y =7]) = Z “‘j

15
el.]:
(4,5)€N? (4,7)eN J
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est absolument convergente.
Soit 7 € N fixé. Soit V € N fixé et 'on a

L N
1+ 1
eily! _Z

Jj=0 j=0

I
=

On reconnait deux sommes partielles de séries exponentielles de termes po-

sitifs donc la série » % est absolument convergente et I’on a
J=0
—i+j 1. i1
Egau!_&#w+@"i!‘
]:
On a de plus
N N
1+ 1 1 4
S (5+7)
=0 =0
N 1 N i
=Xt
=0 i=1
N N1y
=2 Gty
- 7! ]
=0 =0

On reconnait deux sommes partielles de séries exponentielles de termes po-

sitifs donc la série ) | “{—,1 est absolument convergente donc la série double
i>0
est absolument convergente donc par le théoreme de transfert Z admet une
espérance et ’on a
o0 oo [e.e] .
1+ 1
= 2e.
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9.2.3 Lois classiques

Considérons a présent quelques variables aléatoires classiques construites a
partir d’un couple de variables aléatoires (X, Y).
9.2.3.1 Somme et sommes de lois usuelles

Définition 9.2.7. Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires discrétes sur un es-
pace probabilisé (€2, .4, P). X +Y est une variable aléatoire dont la loi est donnée
par pour tout z € (X +Y)(Q) :

P(X +Y =2) = > P(X =z|N[Y =z —x]).

z€X(Q) | 2—z€Y(Q)

Remarques 9.2.8. 1. La définition est symétrique donc on a aussi

P(X+Y =2) = > P(X =z—y|N[Y =1y]).
yeY (Q) | z—yeX(Q)

2. 1l fait savoir étre capable de retrouver la définition sur chaque cas a I’aide
de la formule des probabilités totales !

Exemple 9.2.9. On considere la somme Z de deux dés équilibrés a 4 faces dont
on note le résultat du premier X et le résultat du second Y. On a donc X —
U([1,4]).Y = U([1,4])et Z = X + Y.

On observe que Z(£2) = [2,8] et I’'on a pour tout k& € Z(£2), par utilisation du
systeme complet d’évenements (Y = j)jcpi 4] :

PZ=k=) P(Z=Hn[Y=4)=) P(X+Y=knN[Y =)

j=1 j=1

:Z]P([X+j:k]ﬂ[Y:j]):ZP([XIk—j]m[Y:J])

[X:k—l]ﬂ[Y:1])+]P’([X_:k—2]m[Y:2])
FP(X =k—3]N[Y =3) +P(X =k -4 N[V =4])

On en déduit la loi suivante de 2 :
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Remarque 9.2.10. La formule du transfert nous permet également de retrouver,
sous réserve d’existence la linéarité de ’espérance. On a également une nouvelle
maniére de calculer E(X + Y) qui peut parfois étre plus simple que de calculer
E(X)etE(Y).

Exemple 9.2.11. Si on calcule E(Z) de I’exemple précédent a partir de la loi
déterminée, on obtient

 21+32+43+54+634+7.2+8.1

E(Z) T
246+ 12+20+18+14+38
N 16
80
= _— =5.
16

On a également E(X) = E(Y)) = % = 2,5 et donc on retrouve bien la linéarité
par
E(Z) =E(X) +E(Y).

Certains lois usuelles sont stables par additions :

Propriété 9.2.12. Soit p €0, 1] et soit (n,m) € (N*)2 Soit X — B(n,p) et soit
Y < B(m,p) telles que X etY soient indépendantes. On a alors que

X+Y <= B(n+m,p).

Propriété 9.2.13. Soit (A, p) € (R%)2 Soit X — P(N) et soit Y — P(u) telles
que X et Y soient indépendantes. On a alors que

X+Y = PA+p).

Remarque 9.2.14. Dans les deux cas, si on considere les espérances, on retrouve
bien la linéarité de cette derniere.

Remarque 9.2.15. 11 est possible d’itérer ce processus pour considérer la somme
de n variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent une loi bino-
miale ou une loi de Poisson. On s’attardera sur ce point dans un prochain chapitre.

9.2.3.2 Loi du produit

Définition 9.2.16. Soit (X, Y") un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (€2, .4, P). XY est une variable aléatoire dont la loi est donnée
par pour tout z € (XY)(Q) :

P(XY =2)= > P(X=2z]n[xY =z]).
zeX(Q)
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Remarques 9.2.17. 1. La définition est symétrique donc on a aussi

POYY =2) = 3 P(lyX =2 n[Y =),
YEY (Q)

2. 1l fait savoir €tre capable de retrouver la définition sur chaque cas a 1’aide
de la formule des probabilités totales !

Exemple 9.2.18. On considere la produit Z de deux dés équilibrés a 4 faces dont
on note le résultat du premier X et le résultat du second Y. On a donc X —
U([1,4]).Y = U([1,4]) et Z = XY.

On observe que Z(€2) = {1,2,3,4,6,8,9,12,16} et I’on a pour tout k € Z(2),
par utilisation du systéme complet d’événements (Y = j);c[i,4] :

P(sz)Zép([zzk]ﬂ[yzﬂ)Iép([xyzk]ﬂ[yzj])
=§4;P<[Xj:km[Y:jD:iP([X:ﬂ iy =)
:P([X:k]ﬂ[Yzl])JrIP({ zg} ﬂ[Y:2]>

+IP([X:§] m[Y:3])+IP>({ :ﬂ m[Y:4])

On en déduit la loi suivante de 2 :

Dans ce cas précis, si X et Y sont indépendantes, les espérances de XY, X et
Y sont liées :

Propriété 9.2.19. Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (), A, P) tel que X etY soit indépendantes et qui admettent
chacune une espérance. On a alors

E(XY) = E(X)E(Y).
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Exemple 9.2.20. Dans notre exemple précédent nos variables aléatoires X et Y
sont indépendantes et donc E(Z) = E(X)E(Y) = 2. Si on fait le calcul a partir
de la définition, on a

1.14+22+32+434+624+82+91+4+12.2+16.1

E(Z) = T
14446412+ 12416+9+24+16
N 16
_ 100 25
T 16 4

9.2.3.3 Loi du minimum, loi du maximum

Les deux dernieres lois classiques que nous considérons sont les loi du maxi-
mum et du minimum :

Définition 9.2.21. Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discretes sur un
espace probabilisé (€2, A, P) tel que X et Y sont indépendantes. On appelle loi du
minimum min(X,Y") et loi du maximum max(X,Y).

Il y a pas de formule global pour la loi de telles lois mais la méthode est
sensiblement toujours la méme :

Méthode 9.2.22. Pour déterminer la loi de de Z = max(X,Y), on utilise en
général la fonction de répartition en suivant les points suivants :

1. Pour tout z € Z(2), on justifieque [Z < z] = [X < z]N[Y < Z]

2. L’indépendance de X et Y nous permet de calculer F.

3. Onutilise P(Z = k) = Fz(k) — Fz(k —1).
Exemple 9.2.23. Soit n € N*. Soit X et Y deux variables aléatoires indépen-
dantes et suivant chacune une loi uniforme (1, n]). On pose Z = max(X,Y).
Ona Z(Q2) = [1,n] et pour tout k& € Z(2), or [Z < k] = [max(X,Y) < k]
correspond a avoir [X < k] et [Y < k] donc

Z <kl=[X<EkNn[Y <k
On a ainsi :

Fr(k) =P(Z <k)=P(X <kN[Y <k
=P(X < k)P(Y < k) par indépendance
kk_E

nn n?
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On en déduit

K2 (k—1?2 K-k 421 2k-1
P(Z = k) = Fp(k)—Fy(h—1) = & =D _ i -

nz 2

n n

Pour la loi du minimum, la méthode est presque la méme :
Méthode 9.2.24. Pour déterminer la loi de de Z = min(X,Y'), on utilise en
général la fonction de répartition en suivant les points suivants :

1. Pour tout z € Z(£2), on justifie que [Z > z] = [X > z]N[Y > 2]

2. L’indépendance de X et Y nous permet de calculer 1 — F; et donc F';.

3. Onutilise P(Z = k) = Fz(k) — Fz(k —1).

Exemple 9.2.25. Soit n € N*. Soit X et Y deux variables aléatoires indépen-
dantes et suivant chacune une loi uniforme (1, n])). On pose Z = min(X,Y).
On a Z(Q) = [1,n] et pour tout k € Z(2), or [Z > k] = [min(X,Y) > k]
correspond a avoir [X > k] et [Y > k] donc

Z >kl =[X>kNY >k

On a ainsi :
1—-Fz(k)=1-P(Z <k)
=P(Z > k)
=P([X >kN[Y > k]
=P(X > k)P(Y > k) par indépendance
n—kn—k (n—k)?
n n n?
donc )
Fy(k)=1- (n ;Qk)
On en déduit
P(Z:k):Fz(k)—pz(k—1):1—m;—f)2—1+m_s—2“>2
 —(n® —2nk+ k) +n*—2n(k — 1)+ (k— 1)
n2
P4 2nk — kP4 —2nk 4+ 2n+ K — 2k + 1
n2
=2k +1
n2

Remarque 9.2.26. 11 est possible de relier ces lois a celle de la somme en remar-
quant que X + Y = min(X,Y) + max(X,Y).
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9.3 Notion de covariance

Jusqu’a présent deux variables aléatoires étaient indépendantes ou non in-
dépendantes, nous allons voir a présent comment quantifier le degré de "non-
indépendance” ainsi que comment elles varient I’une par rapport a I’autre a ’aide
de la covariance.

9.3.1 Définition et propriétés fondamentales

Définition 9.3.1. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discretes sur un es-
pace probabilisé (€2, A, P). On suppose que X et Y admettent chacune un moment
d’ordre 2. On appelle alors covariance la quantité

Cov(X,Y) =E(X —E(X))(Y —E(Y))).
En pratique on utilise la formule de Koenig-Huygens :

Théoréeme 9.3.2 (Koenig-Huygens). Soit (X,Y) un couple de variables aléa-
toires discretes sur un espace probabilisé (), A, P). On suppose que X et Y ad-
mettent chacune un moment d’ordre 2. On a alors

Cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y).
Démonstration. On observe que
(X —EX)(Y —E(Y)) =XY - XE(Y) - YE(X) + E(X)E(Y)
et par linéarité de I’espérance on a

Cov(X,Y) =E(XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y))
E(XY) — E(X)E(Y) — E(Y)E(X) + E(X)E(Y)
E(XY) — E(X)E(Y).

Y
Y

]

Exemple 9.3.3. Soit X — U([[0, 1]) et soit Y une variable aléatoire définit par
les lois conditionnelles :

e Sachant [X = 0], Y suit une loi géométrique de paramétre % (et en posant
que Px_o(Y =0) =0);

e Sachant [X = 1], Y suit une loi de Poisson de paramétre 3.

Onaque X et Y admettent chacun un moment d’ordre 2 et calculons la covariance
de X etY.
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e On a par la formule de transfert que XY admet une espérance si

Yo pP(X=inY=j)= >  iPX =i)Px(Y =)
(4,5)€[0,1] xN (4,9)€[0,1] xN
=3 IPxa(Y =)
7=>0
1 ] RY
=525 "5
>0 J

est absolument convergente. On reconnait la moitié de la série donnant la
variance d’une loi de Poisson qui est donc bien convergente et on a

E(XY) = g

e Par des arguments classiques on trouve que E(Y') = %% + % = g
2

On en déduit donc par la formule de Koenig-Huygens que

Remarque 9.3.4. Aussi bien dans la définition que dans le théoreme de Koenig-
Huygens, pour X =Y, on retrouve bien les équivalents pour la variance a savoir
Cov(X,X) =V(X).

Lorsque X et Y sont indépendantes on a :

Propriété 9.3.5. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (2, A,P). On suppose que X etY admettent chacune un mo-
ment d’ordre 2 et sont indépendantes. On a alors

Cov(X,Y) = 0.

Remarque 9.3.6. Il ne s’agit pas d’une équivalence, la nullité de la covariance
n’implique PAS que X et Y sont indépendantes !

Exemple 9.3.7. Soit X — U([—1,1]) etsoitY = X2

e X et Y ne sont pas indépendantes car [X = 0] N [Y = 1] est un événement
impossible donc P([X = 0] N[Y =1]) =0or P(X = O)P(Y = 1) = 2
donc

P(X=0]Nn[Y =1]) #P(X =0)P(Y =1).
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e On a, en utilisant que E(X) = =L = 0 et par la formule de Koenig
Hyugens :

Cou(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY)
= —1P(XY =—1)+ 0P(XY =0) + LP(XY = 1)
1 1

=P =-D+P(X=1)=—5+3

=0.
On est donc bien dans un cas ou la covariance est nulle alors que les va-
riables aléatoires ne sont pas indépendantes !
La covariance a les propriétés suivantes :
Propriété 9.3.8. Soit X, Y et Z trois variables aléatoires discretes sur un espace

probabilisé (), A, P). On suppose que X,Y et Z admettent chacune un moment
d’ordre 2. Soit (\, 1) € R% On a alors

1. Symétrie : Cov(X,Y) = Cov(Y, X);
2. Linéarité a gauche : Cov(AX + pY,Z) = \Cov(X, Z) + uCov(Y, Z);
3. Linéarité a droite : Cov(X,\Y + uZ) = \Cov(X,Y) + pCov(X, Z).

Exemple 9.3.9. Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discréte ol chaque
variables admet un moment d’ordre 2. Onpose U = X +Y etV =X —Y.Ona
alors

Cov(U,V)=Cov(X+Y, X -Y)=Cov(X, X -Y)+Cov(Y, X =Y
=Cov(X,X)—Cov(X,Y)+ Cov(Y,X) — Cov(Y,Y)
=V(X) - Cov(X,Y)+ Cov(X,Y)—-V(Y)
=V(X) - V().

De maniere similaire a la variance qui est nulle seulement lorsque la variable
aléatoire est constante, si une des deux variables aléatoires est constante, alors la
covariance est nulle :

Propriété 9.3.10. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2
et soit a € R, on a alors

Cov(X,a) = Cov(a,X) = 0.

Relions a présent la variance a la covariance :
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Propriété 9.3.11. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (), A,P). On suppose que X et Y admettent chacune un mo-
ment d’ordre 2. On a alors

V(X 4+Y) = V(X) 4+ V(Y) 4+ 2Cou(X,Y).

Remarque 9.3.12. On retrouve ici la formule dans le cas ot X et Y sont indé-
pendantes ot V(X 4+ Y) = V(X) + V(Y) car Cov(X,Y') = 0 dans ce cas.

Exemple 9.3.13. On considére de nouveau les variables aléatoires X — ([0, 1])
et Y défini par les lois conditionnelles :

e Sachant [X = 0] Y suit une loi géométrique de parametre % (et en posant
que Px_o(Y =0) =0);

e Sachant [X = 1] Y suit une loi de Poisson de paramétre 3.

On a V(X) = 1 et par des arguments classiques on peut trouver V(Y) = L. On

) 4
a done 1 11 1 141142 14 7
XAiY)mo g yorrtite & T
VX +Y) =1+ +2 1 12

9.3.1.1 Corrélation linéaire entre deux variables aléatoires discretes

Définition 9.3.14. Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (€2, .4, P). On suppose que X et Y admettent chacune une va-
riance non nulle. On appelle coefficient de corrélation linéaire de X et Y la quan-
tité

Cov(X,Y)

XY = TR

Propriété 9.3.15. Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (), A,P). On suppose que X et Y admettent chacune une
variance non nulle. On a alors

I |o(X,Y)| < 1;

2. 0(X,Y) = 1 si et seulement si il existe deux réels a et b tel que a > 0 et
=aX +0b)=1;

P(Y
3. 0(X,Y) = —1 si et seulement si il existe deux réels a et b tel que a < 0 et
P(Y =aX +0) =1
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Chapitre 10

Réduction de matrices carrées
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Chapitre 11

Comparaisons de fonctions réelles et
développements limités

Dans un précédent chapitre nous avons vu comment comparer efficacement
des suites entres elles au voisinage de 'infini a I’aide des relations de néglie-
gabilité et d’équivalence. De nombreuses applications a ces outils se sont déja
présenté pour I’étude de limites, de séries numériques ou encore en probabilités.
1l existe les mémes relations pour les fonctions que nous allons définir dans ce
chapitre et nous verront de premieres applications dans ce chapitre et ’applica-
tion a l'intégration impropre dans le prochain.

11.1 Relations de comparaisons

11.1.1 Notion de voisinage

Contrairement aux études sur les suites que nous avons fait ou toutes les li-
mites sont obligatoirement en +00, ce n’est pas le cas pour les fonctions. On a
besoin de définir un endroit out I’on pourra travailler sans risque. C’est pour cela
qu’on introduit la notion de voisinage.

Notation 11.1.1. On utilisera plusieurs fois dans cette section la notation R U
{zo0} et lorsque ’on considérera un élément z, € R U {00} cela signifie que
o € R ou xq correspond a 400 ou encore xy correspond a —oo.
Définition 11.1.2. Soit 2, € RU{+o0}. On dit qu’un intervalle ] est un voisinage
en xq Si:
e Sixy € R: I contient le segment [xy — r,xg + r] pour un r € R* ;
e Sizyp = +oo : I contient I'intervalle [r, +oo[ ot € R. Si il n’y a pas
d’ambiguité on peut parler d’un voisinage au voisinage de I’infini au lieu de
plus I'infini;
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e Sixzy = —oo: I contient I'intervalle | — co, 7] ol € R}

Définition 11.1.3. On dit qu’une propriété est vraie au voisinage de a € R U
{#£o0} si il existe un voisinage V' de a tel que la propriété soit vraie pour tout
xeV.

R — R
Exemples 11.1.4. 1. Au voisinage de I’infini, la fonction

r o~ —x?+44r—3
est strictement négative.
En effet on peut facilement trouver que ce trindme admet comme racines 1
et 3 donc f est strictement négative sur | — oo, 1[U]3, +o0[ donc [42, +o0
est un voisinage répondant a notre propriété.

2. Auvoisinage de 0, la fonction f ne s’annule jamais. Cela est vrai sur R\ {1; 3}
donc en particulier aussi sur [—1, %] qui est un voisinage de 0 .

Remarque 11.1.5. Le voisinage est 1’équivalent pour les fonctions du "a partir
d’un certain rang" des suites.

11.1.2 Relation de négligeabilité
11.1.2.1 Définition et caractérisation

Définition 11.1.6. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle /.
Soit a un élément ou une borne de I (donc en particulier a € R U {f+0c0}). On
dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si il existe un voisinage V' de
a et une fonction € : V' — R tels que pour tout z € V N I, f(x) = e(x)g(x) et
lim e(z) = 0.
Tr—a
On note alors f(z) = o (g(z)).
r—a

Remarque 11.1.7. Contrairement aux suites, le "z — a" ne peut pas se retirer en
cas de non ambiguité !

Comme pour les suites, une caractérisation va nous étre fort utile :

Théoreme 11.1.8. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle 1.
Soit a un élément ou une borne de I (donc en particulier a € R U {£+00}). Si g
ne s’annule pas sur un voisinage de a (sauf éventuellement en a) alors on a que f

est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si lim % = 0.
Tr—a

T

Exemples 11.1.9. 1. Onaz = o (") car lim % = 0 par croissance
T—+00 z—+00 €

comparée ;
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. 1 . 2
2. Onaln(z) = o (e*)car lim ne) — par croissance comparée ;
r——+00 z—+o00 €
. 2

3. Onaz?= o (x)carlimZ = 0.

z—0 z—0 %
4. Onaz= o (2¥) car lim % =0.

T——00 rx——oc0 ¥

Remarques 11.1.10. 1. Deux fonctions négligeables devant la méme quantité

ne sont pas égales. Dans les exemples précédents, on a z = o (e”) et
T—r+00
— x
In(x) = x_}oﬂo(e ) or z # In(z).

2. L’endroit ou I’on considere notre relation de négliegabilité est fondamen-
tale, il faut toujours le préciser sous peine d’écrire d’énormes erreurs ! Cela

est bien illustré par les exemples précédents ol I’on a vu que 2> = 00(35)
T
etz = o (1?)
z—0

11.1.2.2 Regles de calculs

De la méme maniere que pour les suites, on a certaines regles de calculs et la
possibilité de réécrire les croissances comparées en fonction de petit o.

Théoreme 11.1.11. Soit f, g et h trois fonctions réelles définies sur un intervalle

I. Soit a un élément ou une borne de I (donc en particulier a € RU {£oc}). Soit
(\, 1) € R Onaalors :

1. (Transitivité) Si f(x) = Iga(g(x)) et g(z) = xga(h(a:)) alors f(x) =
o (h(z));

2. (Combinaison linéaire) Si f(z) = o (h(x)) et g(x) = o (h(x)) on a

T—a r—a

alors A\ f(z) + pg(z) = o (9());

3. (Multiplication par un réel non nul) Si A # 0 et f(z) = o (g9(x)) alors
f(x)= o (Aglx)) o

4. (Produit) Si f(x) = $ga(g(x)) alors f(z)h(x) = o (g(z)h(x))

Remarques 11.1.12. 1. On fera en sorte de toujours avoir qu’un seul o dans
nos expressions et les deux premieres propriétés imposent donc dans un
premier temps de "mettre tout les petits o au méme niveau" puis de les
combiner entres eux.

2. La multiplication par un réel non nul permet usuellement de ne considérer
que des fonctions "normalisées" dans notre petit 0. Par exemple on peut

remplacer un Iga(Z) par un Iga(l) ouencoreun o <j—5”7 par o (x).

Tr—a
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3. Le produit sert usuellement a modifier un petit o pour le mettre au méme
niveau qu’un autre.

Exemple 11.1.13. Simplifions (1 + z)(1 + = + 5’;—2 + o (2%)).0Ona

z—0
z? 2y _ z? 2 ), @ 2
1+z) 142+ 5+ go(:c N=1+z+ 5+ go(az)—l—x—irx +o e go(a:)
3z% ) 5
=l 2ed ot g )+ o )

32
:1+2x+%+ o (z?)

z—0

23 3\ _ 2
car +xgo(x) xgo(a: ).

Pour les croissances comparées nous avons :

Théoreme 11.1.14 (Croissances comparées en +00). Soit (o, ) € (R%)% Ona

alors
o p— ﬁx N ﬁ - “ )
* x—>0—|—oo(e ), * lIl(]?) x—groo(x )’
o BxY . S 1
o n(x)*= o ("), * ==, 5% (mmﬂ)'

De plus si o < (8, on a de plus :

ar BxY . [ BY -
*c z—g&-oo(e )’ e a:—)O—l—oo(x )’

_ —az . 1 1
*c = xﬁ\OJroo € ax) ’ ® T m%qroo (m_a)

Théoréme 11.1.15 (Croissances comparées en 07). Soit (o, ) € (R})% On a

alors
o — 1) e In(z)*= o (&)
e x_?0+ (IH(Z)B> ’ ( ) 20+ (xﬁ)
De plus si « < 3, on a de plus :
B _ ay . 1 _ 1
e r" = o0 (), e — = O -3 )
$%0+( ) z z—0+ (xﬁ)

Exemples 11.1.16. e zt= o (6%);

T—+00
ez’ = o (z%);
T—+00
e /In(x)= o <11>,
z—01T \z 100
cio o (3)
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11.1.3 Relation d’équivalence
11.1.3.1 Définition et caractérisation

Définition 11.1.17. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle
I. Soit a un élément ou une borne de I (donc en particulier a € R U {£00}).
On dit que f est équivalent a g au voisinage de a si il existe un voisinage V' de
a et une fonction € : V' +— R tels que pour tout x € VN I, f(z) = e(x)g(x) et

lime(z) = 1.
T—a
On note alors f(z) ~ g(z).

Tr—a

Les relations d’équivalences se caractérisent de la maniere suivante :

Théoreme 11.1.18. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle I.
Soit a un élément ou une borne de I (donc en particulier a € R U {fo0}). Si g
ne s’annule pas sur un voisinage de a (sauf éventuellement en a) alors on a que f
est équivalent a g au voisinage de a si et seulement si

f(x) =g(z)+ o (g9(z))

T—a

si et seulement si

. flx
lim Q =1.
Tr—a g(x)
Exemples 11.1.19. e Onaz +2 ~ zxetz—1 ~ xcar lim 22 =
r— 400 Tr—+00 Tr—+00 z
lim =1 =1.
z—+oo0 T
1 o 1
e Onat ~ —Eocarlim 2 =lim &t =3 = 1.
T—2a pyg T r*—2 z—2 xr—2

Remarque 11.1.20. Deux fonctions équivalentes a une méme troisieme foncitons
ne sont pas égales entre elles comme on peut le voir avec 1’exemple précédent. On
aquer+2 ~ zetx—1 ~ xorz+2#z—1.

T—r—+00 r—r+00

11.1.3.2 Regles de calculs et équivalents usuelles

Comme pour les suites les regles de calculs pour les équivalents sont 1égere-
ment plus souples mais il faut tout de méme redoubler d’attention :

Propriété 11.1.21. Soit f, g, u et v quatre fonctions réelles définies sur un inter-
valle 1. Soit a un élément ou une borne de I (donc en particulier a € RU{zxo0}).
On a alors :

o (Symétrie) Si f(x) ~ g(z)alors g(z) ~ f(x);

T—r T—a
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o (Transitivité) Si f(x) ~ g(x) et g(x) ~ wu(z)alors f(x) ~ wu(z);

r—a T—ra

e (Produit "simplifié") Si f(x) ~ g(x) alors f(x)u(x) ~ g(x)u(x);
e (Produit) Si f(x) o~ h(z) et u(x) o~ v(x) alors f(x)u(z) o~ g(x)v(x);

o (Inverse) Si f(x) ~ g(x) et que sur un voisinage de a (sauf éventuellement
Tr—a

1 1

en a) les fonctions ne s’annule pas, on a ~
f@) 4 9(@)

e (Quotient) Si f(x) ~ g(z), u(x) ~ wv(z) et u et v ne s’annulent pas sur
T—a r—a

un voisinage de a (sauf éventuellement en a), on a % ~ Z Ei; s
r—a

o (Puissance) Si f(z) o~ g(z), alors pour tout k € N, ona f(z)* ~ g(z)*,

T—a

o (Valeur absolue) Si f(x) ~ g(z)alors |f(z)| ~ |g(z)|.

(a®-1)

Exemple 11.1.22. Calculons un équivalent au voisinage de I’infini de

2(z+3) -
On montre que z° —1 ~ z3doncona (z® —1)> ~ 2% De plus on a
T—+00 T—+00
x4+ 3 ~ 1z donc par quotient on a
T—>+400
(23 — 1)3 9 8

2z +3) etoo 2 2

Remarque 11.1.23. On n’additionne ou soustrait JAMAIS des équivalents. En ef-

fet, on a vu précédemment que r+2 ~ zetz—1 ~ zorz+2—(z—1)=3
r—r+00 r—r+00

etx —x = 0 et 3 n’est pas équivalent au voisinage de I’infini a 0!

ez‘+2

De méme on ne peut pas appliquer une fonction a des équivalents. Eneffet lim <
r—+00

e? # 1 donc e®2 n’est pas équivalent au voisinage de I’infini 4 e® alors que x + 2
I’est de x.

Théoreme 11.1.24. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle 1.
Soit a un élément ou une borne de I (donc en particulier a € RU {£o00}). On a
alors :

1. Si f(x) ~ g(z)etsilim f(z) =1 € RU{zxoo} alors lim g(z) = L.
z—a z—a r—a
2. Silim f(z) =loal € R*alors f(x) ~ L
Tr—a

r—a
Exemple 11.1.25. On a vu précédemment que @1p e Zor lim & =
p JA.2D. p q 20013) 4 stoo 20 2 portoo 2

: (z®-1)3
400 donc mgrfoo 513)

= +o0.
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Remarque 11.1.26. Si la limite de f est nulle en a, alors on n’a pas d’équivalent
car sinon cela impose que f soit nulle sur tout un voisinage de a. De maniere gé-
nérale, on n’écrira jamais d’équivalent & 0 comme on n’écrit pas de o (0).

Tr—a

Concluons cette section par des équivalents usuelles a maitriser parfaitement :

Théoreme 11.1.27. On a les équivalents usuelles suivants :

e In(1+x) ~, T
—

T

e ¢ —1 ~ x;
z—0

e Poura e R, (14+2)*—1 ~ ax;

z—0

Pour les polynomes, on a le résultat suivant :

Théoréme 11.1.28. Soit (a,,...,a,) € R* P onp <n,a, #0eta, #0.Ona
alors :

o a,r” + ..a,x" ~ a,x";
T—r—+00

o a,7” + ..a,x" ~ a,x";

T—r—00
o a, 2P + ..a,x" ~ a,xP;
P "oas0 P
f: R — R
Exemple 11.1.29. On pose . On a alors
Tzt 4323 —4x
z 2249
4
o flx) ~ T =722
z—+oo T
—4x
[ ] X ~
f( )xao 9

Un résultat qui nous servira beaucoup est le suivant :

Théoreme 11.1.30. Soit f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle 1.

Soit a un élément ou une borne de I (donc en particulier a € R U {£o00}) tel que

f(z) ~ g(z). On a alors que sur un voisinage de a, f et g sont de méme signe.
r—a

Démonstration. Par définition, il existe une fonction € tel que sur un voisinage de
a, f(x) = e(x)g(x) et lim e(x) = 1. En particulier, il existe donc un voisinage de
Tr—a

atel que 1 < e(z) donc en particulier sur lequel () est strictement positif.
On en déduit donc que sur ce voisinage, f et g ont le méme signe. ]
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11.2 Développements limités

Les fonctions usuelles sous réserves de bonnes régularités, peuvent s’écrire
localement comme un polynome a un petit o pres. C’est ce qu’on appelle les dé-
veloppements limités.

11.2.1 Ordre 0

Définition 11.2.1. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle /. Soit xy €
1. On dit que f admet un développement limité en x d’ordre O si il existe un réel
ap tel que
flx)=ao+ o (1).
T—xQ
Remarque 11.2.2. Un développement limité se fait toujours en un réel, il n’y a
pas de développement limité en +co ou —oo.

Remarque 11.2.3. L’existence d’un développement limité d’ordre 0 en z, est
équivalente a la continuité de la fonction en 7. Cela implique également que le
développement limité est unique.

f R{1} - R
Exemple 11.2.4. On considere la fonction . On observe
T o =

11—z
qu’au voisinage de 0 f admet le développement limité d’ordre 0,

fl@)=1+ o (1).

z—0

11.2.2 Ordre 1

Définition 11.2.5. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle /. Soit o €
I. On dit que f admet un développement limité en xy d’ordre 1 si il existe deux
réels aq et a; tels que

flz)=ao+ai(x —x0)+ o ((x—mp)).

T—xQ

On appelle ap+a; (x—1x0) la partie réguliere du développement limitéet o ((z—
T—T0

xg)) le reste.

Remarque 11.2.6. La partie réguliere est unique grace au résultat suivant :
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Théoreme 11.2.7 (Formule de Taylor Young - ordre 1). Soit f une fonction définie
sur un intervalle I, xy € I et de classe C' au voisinage de x, alors f admet un
développement limité d’ordre 1 en xo donné par

f(@) = f(xo) + f'(xo)(x —20) + 0 ((x — x0)).

T—T0

f @ R{1} - R
Exemple 11.2.8. On considere de nouveau la fonction
1

x =

1—x
f est bien de classe C* en 0 donc f admet un développement limité d’ordre 1
en 0. On a de plus f(0) = &5 = 1 et pour tout = dans un voisinage de 0,

f(@) =~ = g done f(0) = g = 1.
Le développement limité de f en 0 d’ordre 1 est donc

fx)=1+z+ o (v).

z—0

11.2.3 Ordre 2

Définition 11.2.9. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle /. Soit xq €
I. On dit que f admet un développement limité en zy d’ordre 2 si il existe trois
réels ag, a; et ay tels que

f(x) = ag + al(x — ZIJo) + CLQ(.I — I0)2 + x—0>zo((x — 130)2).
On appelle ag + a1(x — xq) + az(x — x0)? la partie réguliere du développement
limité et o ((z — 0)?) le reste.
T—TQ
Remarque 11.2.10. La partie réguliere est unique. Sous de bonne condition on
I’obtient grace au théoreme suivant :

Théoréme 11.2.11 (Formule de Taylor Young - ordre 2). Soit f une fonction dé-
finie sur un intervalle I, xo € I et de classe C* au voisinage de x, alors f admet
un développement limité d’ordre 2 en xy donné par

"
x
£(2) = flao) + £l — o)+ T @ w0 4 o (0 0)?),
Remarque 11.2.12. Contrairement au cas d’ordre 1, ici le fait d’étre de classe C?
est plus fort que le fait d’admettre un développement limité d’ordre 2. Cependant
les fonctions que nous utiliserons ne nous permettrons pas d’illustrer ce probleme.
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f: R{1} - R
Exemple 11.2.13. On considere de nouveau la fonction

o= =

11—z
f est bien de classe C* en 0 donc f admet un développement limité d’ordre 2
en 0 par la formule de Taylor Young. On a déja vu que f(0) = & = let
f1(0) = gr = L.
On a au voisinage de 0, f"(z) = —(lii)g = (131)3 et donc f”(0) = ﬁ = 2.

Le développement limité de f en 0 d’ordre 1 est donc
f@)=14+z+2>+ o (z°).
z—0

Remarque 11.2.14. Admettre un développement limité d’ordre 2 implique d’ad-
mettre un développement limité d’ordre 1, qui lui méme implique d’admettre un
développement limité d’ordre 0.

De maniere général un développement limité fourni un équivalent assez direc-
tement. La fonction est équivalente au premier terme non nul du développement
limité.

Propriété 11.2.15. Soit [ une fonction réelle définie sur un intervalle 1. Soit xo €
I et on suppose que [ admet un développement limité en xo d’ordre 2 f(z) =
ap+ ai(z — zo) + az(z — 20)* + o ((x — x9)?). On a alors
T—T0
e Siag#0, f(x) ~ ap;
0

T—T

o Siag=0eta; #0, f(x) ~ ayx;
Tr—xTQ
o Siag=a; =0etay #0, f(x) ~ a2’
Tr—xQ

Remarques 11.2.16. 1. Siag = a; = ay = 0, on ne peut rien dire.

2. Cette propriété s’adapte au cas d’un développement limité d’ordre O ou 1.

f: R{1} - R
Exemple 11.2.17. On considere une nouvelle fois la fonction
1
-z

T —
On a donc

fz) ~ 1.

z—0

11.2.4 Développements limités usuelles

Certains développements limités sont a connaitre par cceur. De méme il faut
absolument savoir les calculer rapidement.
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Nous donnons ces trois développements limités en 0 dans le tableau suivant et
la preuve sera faite en TD.

Ordre 0 Ordre 1 Ordre 2
e” I+ o ()| 142+ o (x) 1—|—x—|—§—i— o (x?)
z—0 z—0 z—0
In(1 + ) o (1) z+ o (z) -2 4 o (2?)
z—0 z—0 z—0
(1+z)*,aceR |1+ o (1) |1+azx+ o () 1+am+@x2+ o (2?)
z—0 z—0 z—0

Remarques 11.2.18. e Avoir le méme développement limité ne signifie que
les fonctions sont égales, on peut illustrer cela par I’exponentielle et la fonc-
tion puissance a 1’ordre 0 dans le tableau précédent.

e (14 z)™ permet notamment de calculer les développement limités de = —
VIitrets— .

e 11 pourra parfois étre utile de savoir que o (z") o (z™) = o (z™™™)
. / z—0 z—0 h z—0
dans les calculs de produits de développements limités. Cependant cette

regle est spécifique aux développements limités en 0 et a ces fonctions puis-
sances. Elle est de plus a la limite du programme.

11.3 Applications des développements limités

11.3.1 Aspect graphique

Un développement limité d’ordre 2 contient aussi 1I’information nécessaire
pour donner I’allure de la courbe en le point ou le développement limité est effec-
tué.

On a le résultat suivant qui synthétise tout les cas possibles :

Théoreme 11.3.1. Soit [ une fonction définie sur un intervalle I et soit vy € 1.
On suppose que [ admet un développement limité d’ordre 2 en x qui est

f(x) =ag+ai(z — z0) + as(z — 20)* + o ((x —x0)?).

T—T0

On a alors :

e f estdérivable en xq et 'on a f(xg) = ag et f'(xo) = ay;
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e L’équation de la tangente de [ en xq esty = ag + a1(x — xp);

e Siay > 0, alors la courbe de f est localement au dessus de la tangente en
Zo s

e Siay <0, alors la courbe de f est localement au dessous de la tangente en
Zoy

Remarque 11.3.2. Le cas ou a; = 0 ne nous apportent aucune information quant
a la position de la tangente.

Remarque 11.3.3. Dans le cas ol a; = 0 implique que z( est un extremum local
de f et donc dans ce cas si as > 0, il s’agit d’'un minimum local et si as < 0 il
s’agit d’un maximum local.

f R — R 3
1 . On peut vé-

. . ‘ _ T = roats o

rifier aisément que cette fonction est bien de classe C* sur R et I’on va s’intéresser

a son comportement autour de —1 et de 0.
Pour tout z € R, on a

Exemple 11.3.4. On considere la fonction

o 2z + 2
fiz) = (22 4 22+ 5)?
et
f,,($):_2(x + 22+ 5)° — (22 4+ 2)2(2z + 2)(z* 4+ 22 + 5)

(22 4 22+ 5)*

B 2+ 2x +5 — (2 + 2)* __2x2+2x+5—(4x2—|—8:17—|—4)
(22 + 2z + 5)3 (22 + 2z +5)3

—32% — 6z + 1

(22 4 2z + 5)3

Comme f est de classe C? en —1 et en 0, par la formule de Taylor Young f admet
des deux développements limités en ces deux points. On a :

. f(0)=1 o f(-1)=1
. [1(0) =32 « f(-1)=0
. [1(0)= 2 o« -1 =F =

On en déduit donc que le développement limité de f en 0 a I’ordre 2 est

5725 125 220\
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et le développement limité de f en —1 a I’ordre 2 est

1 (z+1)? )
fl)=q——g +,0 (a+1))
On déduit de ces développements limités que la tangente en 0 est portée par
Yy = % — g—g et que la courbe est au dessous de la tangente au voisinage de 0.

La tangente en —1 est portée par y = le que la courbe est au dessous de la tan-
gente au voisinage de —1 et que —1 est un maximum local de f.
On observe tout cela sur le graphique python ci dessous :

0.224
0.20+

0.18+

-1.50 -1.25 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25

11.3.2 Application aux suites

Une application classique des développements limités est de déduire 1’allure
d’une suite comme dans I’exemple suivant :

Exemple 11.3.5. Montrons que la série ) u, est convergente ou pour tout n €
n>1

N*,un:%—ln(ljti).
1

On sait qu’au voisinage de 0, In(1+2) = t—%+ o (22)donc comme lim + =
2 250 n—+oo "

m(1+4)=2- Ly !
. n) n 2n2 P hoo n2 )’

O,ona

0.50
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1 1
un———ln(1+—)
n n
1 1 1 n 1
= - — —_ o R
n n  2n2  n-otoo \ n?

1 n 1 1
= — 0] — ~
2n?2  notoo \ n2 ) n—stoo 202

Par théoreme de comparaison sur les séries a termes positifs, comme la série de
Riemann de terme général ﬁ est convergente car de coefficient« =2 > 1ona
que la série de terme général u,, est convergente.

On a donc
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Chapitre 12

Intégrales impropres de fonctions
positives

L’intégration est un pan tres large de 1’analyse et, nous allons le voir, des pro-
babilités. Avec les derniers outils d’analyse que nous avons construit on a de nou-
velles manieres de prouver la convergence d’intégrale impropre de fonctions po-
sitives.

On rappelle la définition d’une intégrale impropre :

Définition 2.2.1. Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [a, +00|
oua € R.

e Si la limite 111}3 [ f(t) dt existe et est finie alors on dit que I’intégrale
T—r+00

impropre en +00 f(:roo f(t) dt est convergente et sa valeur est la valeur de
la limite trouvée.

e Si la limite n’existe pas ou est divergente on dit alors que 1’intégrale im-
propre f:oo f(t) dt est divergente.

12.1 Généralités

Dans le cas d’une fonction positive, la convergence de I’intégrale impropre
revient au caractere bornée de 1’intégrale "partielle".

Propriété 12.1.1. Soit f une fonction continue et positive sur [a, +oo[. L’intégrale
f(joo f(t) dt converge si et seulement si F' : x — [ f(t) dt est majorée sur
la, +00l.
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Démonstration. On remarque que F' est une fonction croissante. En effet pour
tout (o, 8) € [a, +o0o[* tel que @« < 5. On a

F(3) - Flo) = | e dt - |
:/aaf(t)dt+Lﬁf(t)dt—[laf(t)dt
:/jf(t)dtzo

car la fonction f est positive sur [a, §]. On a donc bien que F est croissante.
Par le théoréme de la limite monotone on a donc que lirf F(x) existe bien si et
T—r+00

seulement si F'(x) est majorée, autrement dit f;oo f(t) dt converge si et seulement
si F' est majorée sur [a, +00]. O

On a de méme :

Propriété 12.1.2. Soit f une fonction continue et positive sur | —oo, b|. L’intégrale

f f(t) dt converge si et seulement si F' : x +> fff(t) dt est majorée sur
— 00, b].

)
€ dt.

2

Exemple 12.1.3. Considérons I'intégrale [
1,400} — R

On observe que . .12 est continue et positive. Pour montrer
}_> -—
$2
que I’ intégrale est convergente il nous suffit donc de montrer que pour tout x €
(1, 4+00], f . f(t) dt est majorée indépendamment de .

On a pour toutt e [1,+00[, e < 1 donc on a pour tout z € [1, 400 :

/f dt</—dt [ I:%+1§1.

On en déduit donc que f . f(t) dt est bien majorée donc I’intégrale fl
convergente.

S dt est

Comme pour les séries, I’équivalence entre la convergence et le caractere ma-
jorée nous permet de construire de nouveaux criteres de convergences.

Remarque 12.1.4. Les intégrales de Riemann ainsi que I’intégrale de 1’exponen-
tielle sont des intégrales de fonctions positives que I’on pourra utiliser dans nos
comparaisons !
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12.2 Inégalités

Théoréme 12.2.1. Soit [ et g deux fonctions réelles continues sur |[a, +00[, posi-
tives au voisinage de +oc et telles que au voisinage de +o0o, f(x) < g(z). Ona
alors :

o Si f;oo g(t) dt converge alors f:oo f(t) dt converge également.
o Si f;oo f(t) dt diverge alors f:oo g(t) dt diverge également.

Exemple 12.2.2. On reprend 1’exemple précédent, et I’on a montré que pour tout

2
t € [1,4o00[,0 < € t; < t% or floo 1t%dt est convergente en tant qu’intégrale de

Riemann de coefficient « = 2 > 1. On a donc par théoréme de comparaison que
2
e—t

I’intégrale floo S5 dt est bien convergente.

De méme en —oco,on a:

Théoréme 12.2.3. Soit f et g deux fonctions réelles continues sur | — oo, b], po-
sitives au voisinage de —co et telles que au voisinage de —o, f(r) < g(x). Ona
alors :

o Si ffoo g(t) dt converge alors ffm f(t) dt converge également.
° Si f_boo f(t) dt diverge alors f_boo g(t) dt diverge également.

Remarque 12.2.4. On prendra garde au fait que ces résultats ne montrent que la
convergence ou la divergence de I'intégrale. Ils ne fournissent pas une inégalité
sur la valeur des intégrales si ils sont convergentes. En effet les hypotheses ne
concernant que les fonctions au voisinage de +o0o, ce qui se passe avant a trop
d’influence sur I’intégrale pour donner une regle général.

12.3 Négligeabilité

Théoréme 12.3.1. Soit [ et g deux fonctions réelles continues sur |[a, +00[, posi-
tives au voisinage de +c et telles que f(x) = o (9(x)). On a alors :
z—>

o Si fjoo g(t) dt converge alors f;oo f(t) dt converge également.
o Si f;oo f(t) dt diverge alors f(joo g(t) dt diverge également.

Exemples 12.3.2. 1. On remontre plus simplement que 1’intégrale floo e;—; dt

2
. —t .
est convergente. On observe que lim ¢*<>— = 0 par croissance compa-
t—+o00
2
z —t M Z M Z
rée donc - = o (}2) ort — t% est intégrale en tant qu’intégrale de

t—+o00
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Riemann de coefficient « = 2 > 1 donc par le critere d integrabilite des

fonctions continues positives, on a I'intégrale que f1 dt est conver-

2

gente.
2. Montrons que 'intégrale fl n( t dt diverge. On a par croissance compa-
rée que lim % =0 donc 2= 0 (m( )> donc comme I'intégrale de
t—+o0 t——+o0

Riemann de coefficient o = 1 > 1 fl % est divergente par critere d’inté-
grabilité des fonctlons continues posmves au voisinage de I’infini, on a que
I’intégrale f 1 Ty ©St divergente.

De méme en —oo, on a:

Théoréme 12.3.3. Soit f et g deux fonctions réelles continues sur | — oo, b], po-
sitives au voisinage de —oc et telles que f(r) = o (9(z)). On a alors :
T—r

o Si f_boo g(t) dt converge alors f ’ f t) dt converge également.
o Si f_boo f(t) dt diverge alors f t) dt diverge également.

124 Equivalence

Théoreme 12.4.1. Soit f et g deux fonctions réelles continues sur [a, —|—oo[ posi-

tives au voisinage de +oc et telles que f(x) ~ g(x). Onaalors que f t)dt
T—r+00

converge si et seulement si f;roo f(t) dt converge.

R

7t_4 SUr [—3,+00].

t2+1

On a que f est continue sur [—3, +oo[ et f(?) Mot : . Comme ¢ — I
—+00

est positive au voisinage de I’infini, f I’est également. De plus, on reconnait une

intégrale de Riemann divergente car de coefficient « = 1 < 1 donc par critere de

. . , ) _ .
comparaison I’intégrale | s ;t +‘11 est divergente.

Exemple 12.4.2. Etudions I’intégrabilité de /

R
t

eV
1=t

De méme en —oco, on a :

Théoreme 12.4.3. Soit f et g deux fonctions réelles continues sur | — 00, |,
positives au voisinage de —oco et telles que f(x) ~  g(x). On a alors que
T——00

f_boo g(t) dt converge si et seulement si f_boo f(t) dt converge.

12.5 Convergence absolue

Le cas des fonctions positives nous donne donc des outils supplémentaires
pour établir des convergences d’intégrales et I’on peut relier la convergence de
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l’intégrale impropre d’une fonction de signe quelconque a la convergence de l’in-
tégrale impropre d’une fonction positive dans la majorité des cas par la notion de
convergence absolue.

Définition 12.5.1. Soit f une fonction continue sur [a, +00|. Si I’intégrale im-
propre fjoo | f(t)| dt est convergente on dit alors que I’intégrale f:oo f(t) dt est
absolument convergente.

Cette notion trouve son utilité grace au résultat suivant :

Théoreme 12.5.2. Une intégrale impropre absolument convergente est conver-
gente.

Remarque 12.5.3. La réciproque est fausse! Il existe des fonctions dont 1’inté-
grale impropre est convergente mais non absolument convergente.

Remarque 12.5.4. Cette notion s’adapte bien évidemment aux intégrales im-
propres en —oo et aux intégrales doublement impropres avec le méme lien que
I’absolue convergence implique la convergence.

On a de plus une inégalité entre ces deux intégrales :

Théoréme 12.5.5. o Soit f une fonction continue sur [a, +oo| telle que f(;roo f(t)dt
soit absolument convergente. On a alors

+o0

ﬂwd4f;éﬂwuundu

a

e Soit f une fonction continue sur | — 00, b| telle que f_boo f(t) dt soit absolu-
ment convergente. On a alors

'Kj@ﬂs[;mmw

e Soit f une fonction continue sur R telle que fj;o f(t) dt soit absolument
convergente. On a alors

[ swal< [isola
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Chapitre 13

Systemes différentielles linéaires
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Chapitre 14

Suites de variables aléatoires
discretes

Nous avons vu dans un précédent chapitre comment deux variables aléatoires
discretes interagissent 'une par a rapport a [’autre et comment elles peuvent
créer une nouvelle variable aléatoire. Nous allons nous intéresser dans ce cha-
pitre au cas ou il y a plus de deux variables aléatoires a considérer.

14.1 Généralités

14.1.1 Définitions

Définition 14.1.1. Soit n € N* et soit X1, ..., X, n variables aléatoires discrétes
définies sur un méme espace probabilisé (£2,.4,P). On appelle le n-uplet X =
(X1, ..., X,,) vecteur aléatoire discret sur (2, A, P).

Remarque 14.1.2. Un vecteur aléatoire est a valeur dans R".

Exemple 14.1.3. On lance trois dés a 6 faces équilibrées, un bleu, un rouge et
un jaune dont le résultat est matérialisé par respectivement les variables aléatoires
B, Ret J.Onadonc que (B, R, J) est un vecteur aléatoire et par exemple

P((B,R,J) = (1,4,3)) = ﬁ

De maniere similaire aux couples de variables aléatoires, un vecteur aléatoire
permet de définir de nouvelles variables aléatoires :

Théoréme 14.1.4. Soit n € N*. Soit X = (X4, ..., X,,) un vecteur aléatoire dis-
cret sur un espace probabilisé (Q2, A,IP). Soit g une fonction de [[ X;(2) — R.
i=1
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On note 7 = g(X1, ..., X,,) Uapplication

Z 0 — R
w = g( X (w), ..., Xp(w))

est une variable aléatoire.

On a les exemples classiques suivants :

Corollaire 14.1.5. Soit n € N*. Soit X = (X, ..., X,,) un vecteur aléatoire dis-
cret sur un espace probabilisé (2, A, P). On a alors que

ZXi , HXZ- , max(Xy, ..., X,,) et min(Xy,..., X,,)

i=1 i=1

sont des variables aléatoires.

14.1.2 Indépendances

La notion d’indépendance est plus subtile lorsque [’on consideére au moins
trois variables aléatoires :

Définition 14.1.6. Soit n € N*. Soit X = (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire dis-
cret sur un espace probabilisé (£2,.4,P). On dit que les variables aléatoires sont

n
mutuellement indépendantes si I’on a pour tout (z1, ..., z,) € [[ Xi(Q) :
i=1

n n

P\Xi=x])=]]PXi =)

i=1 =1

Remarque 14.1.7. Cette définition implique par plusieurs utilisations de la for-
mule des probabilités que dans le cas ol les variables aléatoires sont mutuellement
indépendantes, on a aussi I’égalité pour seulement certaines variables aléatoires ou
également pour des évenements a la place des évenements élémentaires.

Définition 14.1.8. Soit (X,,),cn une suite de variables aléatoires discrétes sur un
espace probabilisé (2, A, P). On dit qu’il s’agit d’une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes si et seulement si pour tout ensemble fini / de N,
la famille { X, };c; est une famille de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes.
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Exemple 14.1.9. En général, cette notion est induite par 1’énoncé des exercices.
Si on considere I’exemple précédent, I’indépendance mutuelle est automatique et
C’est ce qui permet de pouvoir affirmer que pour tout (4, j, k) € [1, 6]°,
111 1
P(B,R,J)=(1,7,k)) = === = —.

Remarque 14.1.10. Etre indépendant deux 2 deux est différent d’étre mutuelle-
ment indépendant, on prendra garde a cela! On a cependant que d’étre mutuelle-
ment indépendant implique I’indépendance deux a deux.

Exemple 14.1.11. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant
la méme loi uniforme ([0, 1]) et soit Z la variable aléatoire valant 1 lorsque
X =Y et0lorsque X # Y. Apres calculs, on obtient

IP’(Z:O):IP(Z:D:%.

e P(X=0N[Z=0)=P(X=0N[Z=1])=1;

e P((X=1N[Z=0)=P(X=1N[Z=1]) =1;

o Py =0|n[Z=0) =P(Y =0]N[Z =1]) = 1;

e P(Y=1n[Z=0)=P(Y =1n[Z=1]) =1;
[

e P(IX=0]N[Y =0]Nn[Z=0])=1.
On remarque X et Y sont indépendant par hypotheéses et on a par analyse des
calculs précédents que X et Z sont indépendants et de méme Y et Z sont indé-
pendants. X, Y et Z sont donc deux a deux indépendants.
Cependant on que

1 1
P([X =0|Nn[Y =0]N[Z=0]) :Z%g =P(X =0)P(Y =0)P(Z =0).
On adonc X, Y et Z ne sont pas mutuellement indépendants.

Le dernier résultat qu’il nous reste a considérer pour la notion d’indépendance
est le lemme suivant :

Lemme 14.1.12 (Lemme des coalitions). Soit n € N*. Soit X = (Xi,...,X,)
un vecteur aléatoire discret sur un espace probabilisé (S, A,P) ou les variables
aléatoires sont mutuellement indépendantes. Toute variable aléatoire fonction de
X1, ..., Xp est indépendante de toute variable aléatoire fonction de X, .1, ..., X,,.

Exemple 14.1.13. Soit X, X5, X3 et X, quatre variables mutuellement indépen-
dantes. On a alors que eX1 =4 est indépendante de X, In(X2 + 1).
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14.2 Lois usuelles

Théoreme 14.2.1. Soit p €0, 1[. (X1, .., X,,) un vecteur aléatoire mutuellement
indépendant oi pour tout i € [1,n] X; est une loi de Bernouilli de paramétre p.
On a alors que X1 + ... + X,, suit une loi binomial de paramétre n et p.

Démonstration. On pose X = X; + ... + X,,. On a X(Q2) = [0, n] et pour tout
ke X(Q),

PX=k= >  JIPx; =4

(i1 ... in) €[0,1]" j=1

n

> ij=k
Jj=1
- Y e
(il 77777 7477.)6[0,1}]’”
> ij=k
Jj=1
— pk(l _ p)n—k Z 1

(il 77777 7477.)6[0,1}]’"‘

n

> iy=k
j=1

= p"(1 —p)"*Card ((il, i) €10, 1]™ | Zij = k)
j=1

= ()

car Card | (i1, ...,1,) € [0,1]"| >_4; = k1 | correspond au nombre de maniére
j=1
de choisir £ fois le nombre 1 parmi les n possibilités. [

Remarque 14.2.2. On retrouve a I’aide de ce théoreme le résultat9.2.12|car sensi-
blement sommer 7 lois de Bernoulli avec m lois de Bernoulli mutuellement indé-
pendantes revient a en sommer n+m et donne donc une loi binomial B(n+m, p).

On peut étendre ce résultat a :

Propriété 14.2.3. Soit p €]0,1[. Soit (X1, ..., X,,,) des variables aléatoires mu-
tuellement indépendantes o pour tout i € [1,m], X; — B(n;,p). On a alors

que
=1
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Remarque 14.2.4. Ce résultat ce démontre par application du cas m = 2 par
récurrence.

Exemple 14.2.5. Quatre personnes joue a un jeu qui consiste a avoir le plus de
"pile" possible en commun a 1’aide d’une piece équilibré. La premiere personne
lance la piece une fois, la deuxieme deux fois, la troisieme trois fois et la quatrieme
quatre fois.

En modélisant le nombre de pile obtenu par la personne numéro ¢ par la variable
aléatoire X;, on a que X; suit une loi binomial B (i, 1).

On note S la variable aléatoire correspondant au nombre de "pile" total et on
observe que S = X; + Xo + X3+ X4.

Par la méthodologie employée X;,X5,X3 et X, sont mutuellement indépendant
donconaS < B(1+2+3+4,1) soit

1
5%8(105).

On a le méme prolongement pour loi de Poisson du résultat[9.2.13|

Propriété 14.2.6. Soit (X, ..., X,,,) des variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes out pour tout i € [1,m], X; < P(\;). On a alors que

X1+...+Xm<—>79<i)\i>.

=1

Exemple 14.2.7. Une étude montre que trois guichets permettent de traiter respec-
tivement X, Y et Z demandes de clients en une heure oit X < P(8),Y — P(11)
et Z — P(7). Le nombre total de demandes de clients traitées en une heure par
le service est donc représenté par la variable aléatoire S <— P(8 + 11 + 7) soit

S — P(26).

14.3 Moments

Pour les moments, on a besoin de connaitre les résultats suivants :

Propriété 14.3.1. Soirn € N*. Soit X = (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire discret
sur un espace probabilisé (), A, P) tel que pour tout i € [1,n] X; admet une

espérance. On a alors
E (Z XZ-> = E(X)).
i=1 i=1

Pour la variance ’indépendance mutuelle est fondamentale :
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Propriété 14.3.2. Soitn € N*. Soit X = (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire discret
mutuellement indépendant sur un espace probabilisé (), A, P) tel que pour tout
i € [1,n] X; admet un moment d’ordre 2. On a alors

Exemple 14.3.3. Soit (X7, ..., X,,) un vecteur aléatoire de loi géométrique de pa-
rametre p mutuellement indépendant. On a alors

b N ~ ) _nl-p)
2 (S) < ev (3] -5

Remarque 14.3.4. Dans le cas ou les variables aléatoires ne sont pas mutuel-
lement indépendantes toutes les covariances possibles interviennent dans le cas
calcul. Par exemple pour n = 3, on a

V(X4+Y+2) = V(X)+V(Y)+V(Z)+2Cou(X,Y)+2Cou(X, Z)+2Cov(Y, Z).
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Deuxieme partie
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