[ TD 03 - Espaces vectoriels j

> Exercice 1 : Déterminer si il existe une combinaison linéaire reliant chaque

famille de vecteurs :
1. Dans R?, {(1,0,-1),(4,2,1), (=8,-3,3) };
2. Dans Ry[z], {(x +2)?, (z + 1)%,2 — 1};
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> Exercice 2 : Soit I et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
Montrer que F' N G est un sous-espace vectoriel de E.

> Exercice 3 :
1. Soit n € N*. Montrer de deux manieres que S, (R) est un sous-espace vectoriel

de M, (R).

2. Soit (k,n) € N? tel que k < n. Montrer de deux maniéres que Ry[x] est un

sous-espace vectoriel de Ry, [z].

> Exercice 4 : Dans R?, on définit les vecteurs u = (2,1,-3), v = (3,2,—1),
s =(1,0,-5)ett = (1, 1,2). Montrer que Vect(u,v) = Vect(s,t).

> Exercice 5 : Montrer que I’ensemble des solutions (z,y, z,t) € R* du systeme

homogene
204+y+2z2—t =0
r+y+z =0

est Vect((2,—-1,-1,1),(0,1,-1,-1)).
> Exercice 6 : Dans chaque cas, exprimer F' a I’aide d’équations.

1. Dans R?, F = Vect((1,1,1), (—1,2,1)).
2. Dans R3, F = Vect((2,1,-3), (1,1, -2), (1,0, 0)).

> Exercice 7 : Déterminer le rang des familles de vecteurs suivants :
1. {23,22, 2,1} dans Ry[z];
2. {x+ 1,2+ 2,2+ 3} dans Ry [z];

3. {(~1,2),(2,—4)} dans R?;
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> Exercice 8 : Dans chacun des cas suivants, montrer que F' est un sous-espace
vectoriel de E et donner une famille génératrice de F.

. E=R3etF ={(z,y,2) eR®|2y—2=0 et z+y+2=0}

2. EMg(]R)@tF{(CCL Z) €E|a20}.
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3. E=Rg[z] et F = {(a+ c)z + (2az + b)z* — cx? | (a,b,c) € R3}.
4. E=Ryfz]et F = {P € E| P(1) = P(2)}.

. . 1 -2 0 6 -2 3
> Exercice 9 : Dans Mo 3(R), soient A = <2 1 1>,B (0 0 1> et

-1 -1 -1
C= 1 1 0
La famille (A4, B, C) est-elle libre ?

> Exercice 10 : Dans chacun des cas suivants, dire si la famille F est libre ou liée
et génératrice ou non.

I. Dans R3, F = {(1,-1,2), (2,1, -1), (-1, —5,8)}.
2. Dans Ry[z], F = {2 4+ 22,2 +  + 1,z + 2}.

3. DansMg(R),}'z{<(1) %)((1) _21)G 1)}

> Exercice 11 : Déterminer une base des espaces suivants :
. F={(z+y,y+2) €R?|(2,y,2) € R?},

2. F={(z,y,2,t) eRY [22+y—t=0 et y=t},
3. F={P eR3[z]| P(0)=P'(1)},

4. F ={(a+c)z + (2ax + b)z? — ca? | (a,b,c) € R?},

B a a+b 0 2
S'F—{(2a+b ) 3a—|—2b> |(“’b)€R}’

6. F:{(‘c‘ Z) 6M2(R)¢1+b:c+d}.

> Exercice 12 : Dans chaque cas, montrer que 3 est une base de £ et donner les
coordonnées de u dans cette base.

1. E=R3 B ={(0,1,0),(0,0,1),(1,0,0)} etu = (3,2, 1).
2. E=R3B=1{(31,3),(221),(43,2)}etu=(32,1).
3. E=Refz], B={l,z—1,(z —1)?}etu=a2?+z + 1.
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> Exercice 13 : [Ecricome 2002] Dans M3(IR), on considére le sous-ensemble E
des matrices M (a,b) définies par :

b
M(a,b)= | a
b

S o Q
SIS S

Ainsi :
E ={M(a,b)|a,beR}.

1. Onnote A = M(1,0).
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(a) Calculer A2.

(b) En déduire que A est une matrice inversible et donner A~! en fonction de
A.

2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R).

3. Donner une base de F.

1 2 3
> Exercice14: SoitA= [0 1 2|etF ={M e M3R)| AM = MA}.
0 0 1

1. Montrer que F' est un espace vectoriel de dimension finie.
2. Trouver une base de F' et en déduire sa dimension.
3. (a) Montrer que, pour toutn € N, A™ € F.

(b) Déterminer les coordonnées de A™ dans la base trouvée précédemment.

> Exercice 15: Soitn > 2et H = {(z1,...,2,) € R" |21 + -+ + z, = 0}.
1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R™.

2. Onnote (eq, ..., e,) labase canonique de R™ et on suppose que dim H = n—1.
Montrer que

(e1 —eg,e1 —e3,...,e1 —e€y)

est une base de H.
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