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1.1

On pose

1
2
3
4
5

1

Quelques exercices en vrac

Application linéaire sur R?
f R* — R2
(z,y,2,t) = (Re+y+z,xt+y+t)
. Montrer que f est une application linéaire.
. Déterminer une base de ker(f).
. Déterminer une base Imn(f).
. Donner la matrice de f lorsque I’on munit R* et R? de leurs bases canoniques.

. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

. Montrons que f est une application linéaire de R* dans R?. Soit ((z, v, 2,t), (z/,y/, 2/, 1)) €

(R*)? et soit (A, ) € R? et montrons que
F\@,y,2,t) + p(a’ y', 25 1) = M (2,9, 2,0) + pf (@', 2 1))
Ona

fMz,y,2,1) + M(xlv Yy, t/)) = f((Az + :uxla Ny + py's Az + pz M+ Mtl))

= (2(\z + pa’) + Xy + py' + Az + p2' Ax 4 pa’ + Ny + py' + X+ pt')

=A2x+y+2)+u +y + ) Ne+y+t)+ul +y +t))
=A2rx+y+z,x+y+t)+ple +y + 22+ +t)
= )\f((amy, th)) + Mf((x/vylv Zl7tl))

f est donc bien une application linéaire de R* dans R?.
. Soit X = (z,y,2,t) € R*. Ona

X eker(f) < f((z,y,2,1)) =(0,0) & 2z +y+z,x+y+t) =(0,0)

20 +y+=z =0 z==2x—y
4 =

r+y +t=0 t= —xz—y
<:>Xz(x?y7_2m_ya_m_y)
< X =2(1,0,-2,-1) 4+ y(0,1,-1,-1)

& X € Vect((1,0,-2,—1),(0,1, -1, —1))

On a donc ker(f) = Vect((1,0,—2,—1),(0,1,—1,—1)) et comme les deux
vecteurs de {(1,0,—2,—1),(0,1,—1,—1)} ne sont pas colinéaire, ils forment
une famille libre et donc forment une base du sous-espace vectoriel qu’ils en-
gendrent. {(1,0,—2,—1), (0,1, —1,—1)} est donc bien une base de ker(f).
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3. Onnote {ej, e2, €3, e4} la base canonique de R%. On a f(e;) = (2,1), f(e2) =
(1,1), f(es) = (1,0) et f(es) = (0,1) done

Im(f) - VGCt((Q, 1)7 (17 1); (170)v (Ov 1)) - R27
car la famille qui engendre Im(f) contient la base canonique de R?. La base

canonique de R? est donc bien une base de I'm(f).

4. Par les calculs de la question précédente, on a que la matrice de f dans les bases

canoniques est
21 10
11 0 1)°

5. ker(f) est différent de {Og4} donc f n’est pas injective, elle n’est donc pas bi-
jective.
En revanche, Im(f) = R? donc f est bien surjective.

1.2 Espace vectoriel

Les deux questions sont indépendantes.
1. On considere la famille B = {2? + 1,22 + 2 — 1,2 + 2} de Ro[z]

(a) Montrer que 1 peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs
de B. Procéder de méme avec les vecteurs z et 2.

(b) En déduire que Vect(1,z,2%) = Vect(z? + 1,22 + 2 — 1,22 + ).
(c) En déduire le rang de la famille B.

2. Onpose A = (; %) et on considere F' = {M € Ms(R) | AM = MA}.

(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de My (R) a ’aide de la défi-
nition d’un sous-espace vectoriel.

1 0 0 1
(b) Montrer que F' = Vect <(O 1) , <1 0>>

l.Onnote P, =22+ 1, P, =a2’+x—letPy=2>+2
(a) Onobserveque Ps — Po =22+ o — (22 +2 —1) = 1.
Ona P, — P, = x — 2 soit
$:P27P1+2:P27P1+2(P37P2):7P17P2+2P3.
Enfin, on a aussi

?=P3—x=P;—(—P, — P, +2P;) =P, + P, — Ps.

(b) Ona(1,x,22) € Vect(Py, P2, P3)? par la question précédente donc Vect(1, z, 2%) C
Vect(Py, Py, P3). Réciproquement P, P> et P3 sont clairement des com-
binaisons linéaires de 1, x et 22 donc (Py, P2, P3) € Vect(1,x,2?)? donc
Vect(Py, Py, P3) C Vect(1,z,22). On a donc bien I’égalité recherché par
double inclusion.
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(c) On observe que Vect(1,x,2%) = Ry[x] donc on a
rg(B) = dim(Vect(P, Py, P3)) = dim(Vect(1,z,2%)) = dim(Ry[z]) = 3.
2. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de Mo (R).

— F est constitué de matrices de Ms(R) donc FF C M5 (R).

— On a A0y = 05 et 094 = 0, donc on a bien A0y = 05,4 donc 0, € F. On
a donc bien que F # ().

— Soit (M, N) € F? et soit A € R. Montrons que AM + N € F. On a par
hypothése que AM = M Aet AN = NA.
Ona

(AM + N)A = AMA+ NA =AM + AN = AAM + N),

soitque A\M + N € F

F' est donc bien un sous-espace vectoriel de Mo (R).

3. Soit M = (“ b).Ona
c d

1 2\ /a b a b 1 2
werea—aan (L) (0 (0 (1)
o a+2c b+2d\ (a+2b 2a+0b = 2c—2b 2d—2a\ (0 O
2a+c¢ 2b+d)  \c+2d 2c+d 20 —2d 2b—2c)  \0 0
b=rc 1 0 0 1
‘i’{a:d‘:’M_‘l(o 1)“’(1 0)
1 0 0 1
warcvan((t 0.0 1))
1 0 0 1
On adonc ' = Vect <(O 1) , (1 O))

1.3 Equation différentielle

1. Déterminer 1’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
(Eg) = v —4y + 3y =0.
2. On considere 1’équation différentielle
(BE) : y" — 4y + 3y =32te™".

(a) Déterminer une solution particuliere de (E) sous la forme ¢ — (at+b)e™t.
(b) Résoudre I’équation différentielle (E).
3. (a) Onpose
y' — 4y + 3y = 32tet
y(0) =0
y'(0) =1

Justifier que ce systeme admet une unique solution.
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(b) Déterminer cette unique solution.

1. On reconnait une équation différentielle linéaire homogene normalisée d’ordre
2.
L’ équation caractéristique associée est 2 — 47 + 3 = 0. Le trindme r% — 4r + 3
a pour discriminant (—4)* —4.3.1 = 16 — 12 = 4 = 22 > 0. Il admet donc deux
racines distinctes qui sont o = 4—;2 =3etff= % =1.
On en déduit que I’ensemble des solutions de (E) est

S(ew) = {t =A™ + e’ | (A, p) € R*}.

2. (a) Soity, : t — (at + b)e . Il s’agit d’une fonction de classe C*> sur R
en tant que produit d’un polynéme et d’une exponentielle. On a donc pour
toutt € R:

yp(t) = ae™" — (at + b)e™" = (—at +a — b)e™"
et
yy(t) = —ae™" — (—at +a —b)e ™" = (at —2a+ b)e™".

On a ainsi :

yp solution de (E) <y, (t) — 4y, (t) + 3y, (t) = 32te™"
& (at —2a+b)e ! —4(—at +a—b)e "+ 3(at +b)e " = 32te"
& (at —2a + b+ 4at — 4a + 4b + 3at + 3b)e " = 32te™ "

8a =32
—6a+8b=0

a :4 a :4
= =
8b =24 b=3

On en déduit donc que y,, : ¢ — (42 + 3)e~" est une solution particuliere
de (E).

(b) L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle normalisée linéaire
d’ordre 2 est donc

<:>8at—6a+86232t<:>{

Simy = {t — Xe® + pe’ + (4t +3)e™" | (A, p) € R?*}.

3. (a) Onreconnait un probleme de Cauchy et par le théoreme de Cauchy-Lipschitz
ce dernier admet une unique solution.

(b) On note y I'unique solution de ce probleme. Par la premiére équation du
systéme, il existe donc \ et u tel que y : ¢+ Ae®! + pe’ + (4o + 3)e~t.
Cette fonction est dérivable et I’on a pour tout x € R,

Y (t) = 323 + pe’ +4de™t — (4z + 3)e .
On en déduit donc a ’aide des deux dernieres équations du systeéme que A

et p vérifient

)\—I—u+3=0@ A pu=-3
BA\+pu+4-3=1 3B +pu=0
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-2\ = -3 A=3
= = 9
L’unique solution du probleme de Cauchy est donc

3 9
Yyt §€3t - §e_t + (4a + 3)e’.

1.4 Intégrales

Les deux questions sont indépendantes.
1. Enoncer et démontrer le critére de convergence des intégrales de Riemann
2. Soite € RY.

. . 1 __a bx+c
(a) Déterminer a, b et c tels que @ D) — 2 T2

(b) Soit € €]0, 1[. Montrer que f; % = —1In(e) + M — @

(c) Al’aide d’une intégration par partie, montrer que

(d) En déduire que

1 2 2
/ xIn(x) dp — In(e) € n In(l1+¢*) In(2)
. (@2 +1)2 2 e2+1 4 4

(e) En déduire que lim Ik (iifjr(f))Q do = =12

1. Voir le cours!

. 2 2
2. (a) Soit (a,b,c) € Ret pour tout z € R*, ona £ + gﬁﬁ = oz ;L(“Itfl)“x.
Pour avoir égalité entre cette derniere quantité et w(z++1) on doit avoir

1’égalité polynomiale 1 = (a+b)x2+cx+a, soit par unicité des coefficients
d’un polyndme que a, b et c vérifient

a+b =0 a =1
c=0<« b =-—1.
a =1 c=0

On a donc pour tout z € R*,

1 1 T

z(x2+1) o 22+1

(b) On observe que sur [¢, 1] la fonction = — m est continue car il s’agit
d’un quotient de polyndmes dont le dénominateur ne s’annule qu’en 0 qui

n’appartient pas a [, 1]. On a ainsi :

/1 de /1 L __% Y4 parlaquestion précédent
B — — ——— ) dx par la question précédente
¢ x(x?4+1) e \z a?+1 P d P
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' 1 [ 2
= / PR / 21
1
— [In(z)]! — 5 [Ina® + 1),

— In(1) — In(e) — %(111(12 1) —In(1 + )

In(1+¢?) In(2)

= —1 —
(¢c) Onpose u : = — In(z)etv : x — —m. 11 s’agit de fonctions
qui sont de classe C* sur [e, 1] et pour tout z € [¢,1] on a v/(z) = L et

v'(z) = _2(;‘2?1)‘2 = (a:Qil)Q'

On peut donc utiliser la formule de I’intégration par partie et I’on a
1 1
xIn(x) x
———dr = \ ———d
| gt = [ mo g
B In(z) 1" /1 1 -1 p
" 22+, ) 222+ D)™

rts)

(d) En continuant les calculs précédent, on a

b zIn(z) _In(1) —1In(e) I (e In(1+¢€?) In(2)
/6 : d + ( In(e) +

212 T T21+1) 22+1) 2
_ In(e) ( I 1) n In(1+¢?) In(2)

2 2

2 e+1 4 4
_In(e) € N In(1+¢€?) In(2)
2 e+1 4 4
(e) On a par croissance comparée que lirr(l) €2In(e) = 0 et continuité de la
e—

fonction logarithme, on a

1
. xIn(z) 0 In(140) 1In(2)
35%/6 @+ 0 T 4 s
In(2)
==

2 Probleme 1 : Inspiré par Ecricome ECT 2021

On considere
[ [1,+00]

— R
x by @

In(xz) -

x

2.1 Etude graphique

On note Cy la courbe représentative de f.
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1. Dresser le tableau de variation complet de f sur [1, +oo].

2.

3.

4.

(a) Etudier la convexité de f sur [1, 4-00|.
(b) La courbe C¢ admet-elle un point d’inflexion ?
On note M le point d’abscisse e2 de Cy.
(a) Déterminer I’équation de la tangente (7') a Cy au point M.
(b) Quelle est la position de C; par rapport a (T') sur [1, +o00[?

Recopier et compléter le code python permettant de tracer C¢, 1" et le point M
sur [1,6] :

pltplot([ . ],[ ...... ],,X’)
plt.grid()

. On observe que la fonction f est de classe C* sur [1,+oo[ en tant quotient

de la fonction logarithme qui est de classe C*> sur R*, donc sur [1, +oo[ et du
polyndme = — x qui ne s’annule qu’en 0 qui n’est pas dans [1, +oo].
On en déduit donc que pour tout x € R,

) = 2 —In(z).1 _1- ln(a:).

22 22

Onal—In(z) >0« 1> In(z) & e > z Deplus f(1) = 1n§1) =0,

1 : : )
fle) =12 — Ler Jim 28 — ( par croissance comparée.
€ e x
r— 400

On peut donc en déduire la tableau de variation suivant :

x 1 e —+00
1 — In(x) + 0 -
2 + +
f(x) + 0 -
i
0 0
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2.

(a) Comme f est de classe au moins C2, nous pouvons étudier la convexité de
f a partir du signe de f”. On a pour tout z: € [1, +o00] :

(0-1) 22— (1-In(z))2z  —z — 2z + 2z In(x)

f'(z) = “ o = o
2zln(r) — 3z  2In(z)—3
- zt B s

Ona2ln(z) —3 >0 < In(z) > 2 & z > e?. On en déduit donc le

2
tableau de signe suivant :

x 1 e3 +oo
2In(xz) — 3 — 0 +
23 + +
f(x) - 0 +

La fonction f est donc concave sur {1, e%} et convexe sur [e%, 400 {
(b) f admet donc un point d’inflexion en es

(a) L’équation de la tangente est y = f’ (e%) (a: —er )+ f (e%).
3 1n<e%) 3 171n(e )
ona g (1) = "D _ a e p (o) = )

3 3 3 3 — 2e3
. e2 2e2 e?2
L’équation de la tangente est donc
- xfe%Jr 3 77x+e%+36377x+4e%
vy= 2e3 25 2¢3 S 2e3

(b) e3 étant le point d’inflexion la position de la courbe par rapport a la tan-
gente change en ce point.

En particulier, comme sur {1, e%] la fonction est concave la courbe Cy

est au dessous de la tangente (1) et comme sur [e%, —&—oo{ la fonction est

convexe la courbe Cy est au dessus de la tangente (T7).

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

X =np.linspace(1,6,1000)

Y = [np.log(x)/x for x in X]

T = [(-x+4+np.exp(3/2))/(2*np.exp(3)) for x in X]
plt.plot(X,Y)

plt.plot(X,T)
plt.plot([np.exp(3/2)1,[3/(2xnp.exp(3/2))], x’)
plt.grid()

plt.show()
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2.2 Etude d’intégrales impropres

5. Pour tout réel A supérieur ou égal a 1, calculer I'intégrale I(A) = flA f(x)dx.
6. Etudier la convergence de I'intégrale impropre f1+°° f(z) dx

7. Pour tout réel A supérieur ou égale a 1, on note J(A) = 1A 1n$(§ ) .

(a) A Taide d’une intégration par parties, montrer que

—In(4) 1

(b) Déterminer Alim J(A).

—+0o0

8. On considere la fonction f définie sur R par

0 six<l

v R =
z € R, g(x) { lr;@ sinon

(a) Ecrire une fonction python permettant de calculer g(x) pour un = donné.
(b) Montrer que la fonction g est continue sur R.
(c) Etudier I'intégrale doublement impropre / _Jr;:’ g(x) du.

5. On a vu précédemment que f est continue sur [1, +oo[ donc a fortiori également
sur [1, A] pour tout A > 1. On a ainsi

1 A 1 1 In(A)2 — n(1)2 I(A)?
I(A):*/ 2L ln(@)de = L [in(z)2)? = BA" @7 _ (A7
2 1 xT 2 1 9 B
6. On a Alir_{_l I(A) = +oo donc I'intégrale impropre f1+oo F(x) da est diver-
— 100
gente.

7. (a) Lafonction x > lnT(f ) est continue sur [1,400[ en tant que quotient de la

fonction logarithmé /par un polyndme s’annulant uniquement en 0 qui n’est
pas dans [1, +o0].

De plus on pose u : &+ In(x) et v :  —> =L et on remarque qu’il s’agit
de deux fonctions de classe C* sur [1, +oc[. On a donc pour tout A > 1 par

intégration par partie,
A A
-1 -11
e [22]" 11,
x 1 T Tz

~In(4) | In(1) /A dx

J(A) =

|
—
hS
Hw‘ —_
=3

A 1 x?
_ In(4) n ~174
N A x|

In(4) 1

= — - —+1

A at

(b) Par croissance comparée, ona lim ln(AA) = 0 donc on en déduit que
A—+oo
lim J(A)=0-0+1=1.

A—+oo
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import numpy as np
def g(x) :
if x<1:
return 0

()

else :

return np.log(x)/(x**2)

(b) On a déja vu que = lnm(f ) est continue sur |1, +o00[ donc g est continue

sur |1, +00[. De méme la fonction nulle est continue donc g est continue
sur | — 0o, 1[. Il ne nous reste que la continuité en 1 a étudié.

Ona li = lim 0=0et li = lim 2@ _ @) _
ne lim glw) =l 0=0et lip glx) = Jip % =

La fonction est donc bien continue en 1.
La fonction g est donc continue sur R.

(c) gestcontinue sur R. Pour étudier I’intégrale doublement impropre | j;o g(z) dz,

nous allons étudier I'intégrale impropre [, g(z) dx et fioc g(z) du.

— Lintégrale impropre || 100 g(z)dz est convergente si J(A) admet une
limite finie lorsque A tend vers +oo or il a été vu que cette limite
valait 1 donc I’intégrale impropre || 100 g(z)dx est convergente.

— Lintégrale impropre f_oo g(x)dx correspond a I'intégrale nulle car
pour tout 2 €] — 00, 1], g(z) = 0 donc cette derniére est convergente

et vaut 0.
L’intégrale doublement impropre fj:co g(z) dx est donc convergente et
I'ona
+o0o 1 +oo
/ g(z)dz = / g(x)dx +/ gx)dr=0+1=1.
—0o0 —o00 1

3 Probleme 2 : Inspiré par Ecricome ECT 2020

3.1 Etude de fonction
R — R .
On pose / - et on note (Cy) sa courbe représentative.
T Tt
1. Dresser en justifiant le tableau de variation complet de f sur R.
2. Déterminer la tangente de f en 0.
3. Tracer I’allure de (Cy) ainsi que la droite de la tangente en O sur [—2, 2].
4. Donner le code Python permettant de tracer informatiquement le graphique pré-
cédent.
5. Justifier que [—1, 0] et [0, 1] sont deux intervalles stables par f.
6. Déterminer les points fixes de f. (On pourra résoudre directement 1I’équation.)
7. Déterminer le signe de la fonction g« R = R . Donner une in-

x = flx)—=

terprétation graphique de ce résultat.
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1. Le trindme 1 + x + 22 a pour discriminant 12 — 4.1.1 = —3 qui est strictement
négatif donc ce trindme ne s’annule jamais sur R. f est donc un quotient de
polyndmes qui sont de classes C*° et dont le dénominateur de s’annule jamais. Il
s’agit donc d’une fonction de classe C*° sur R.
On a donc pour tout = € R,

f,<$)_1(1—}—1:—1—902)—30(1—1—21;)_1+x—|—x2—m—2m2
B (1+x+22)? B (1+x+ 22)?
B 1— 22 (I =z)(1+2)
S (l+a+a22)? (I+z+a?)?’
Ona f(-1) = =45 = —let f(1) = § et pour tout z € R*, f(z) =
s 1 11

72 1L 1 — . 1 1
x ?+;+1 x Tﬁ+;+1

donc lim f(x)
T——00

A I =0

On en déduit donc le tableau de variation suivant :

T —00 -1 1 +00
1-z + + 0 -
1+ - 0 + +
1+
x_(FxQ)Q + + +
1 (x) - 0 + 0 -
0 1
3
-1 0

2. L’équation de la tangente en 0 est y = f/(0)(z — 0) + f(0) or f(0) = O et
f(0) = 13 = 1. On a donc que I’équation de la tangente en 0 est

Y=z
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2.0
15
1.0
0.5
0.0
-0.5
-1.0
-1.5
-2.0

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
X =np.linspace(-2,2,1000)

Y = [x/(1+x+x**2) for x in X]
plt.plot(X,Y)

plt.plot(X,X)

plt.grid()

plt.show()

5. Par le tableau de variation de f, f est croissante sur [—1, 0] donc f([—1,0]) =
[f(=1), f(0)] = [-1,0] C [-1,0] donc I'intervalle [—1, 0] est bien stable par f.
De méme, [ est croissante sur [0, 1] donc f([0,1]) = [f(0), f(1)] = [0,3] C
[0, 1] donc I'intervalle [0, 1] est bien stable par f.

6. Résolvons I’équation f(x) = x.

x

1+ + 22

sr(l-(1+z+2?))=0sz(-—r—2%)=0

& —2*(x+1)=0

flz)=z< —zrzeor=c1+z+2?

Les points fixes de f sont donc les réels —1 et 0.

7. On apour tout z € R,

g(x) = f(z) — = w—x=x<1—1>

T 1tzta? 14+x+ 22
1 142+ 22 1-1—2—2?
:x(1+x+x2 B 1+1’+x2) -t 14+x+ 22
—z—a?  —2?(1+a)

:x1+x+x2 T l4az+42a2
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Il a été vu que 1 + = + 22 est un trindbme ne s’annulant jamais sur R, il est
donc du signe de son coefficient dominant qui est positif. De plus, un carré est
toujours positif. On a donc que g est du signe opposé a 1 + x soit g est positif
sur | — oo, —1] et négatif sur [—1, +-00].

Cela signifie que la courbe y = x est au dessous de Cy sur | — oo, —1] et au
dessus sur [—1, +o0.

3.2 [Etude de suite ou le premier terme est positif

Uy = 1
Vn € N* up1 = fun).

8. Justifier que la suite (u, )nen existe et que pour tout n € N*, u,, € [0, 1].

9. (a) Montrer que pour toutn € N*, f (1) < %H

n
(b) En déduire que pour toutn € N*, 0 < u,, < L.
(c) En déduire la convergence de la suite () pens-

On considere la suite (uy, )nen- définie par {

(d) Expliquer en quoi la limite trouvé est cohérente avec les résultats trouvés
dans la partie précédente.
10. Recopier et compléter le programme python permettant de déterminer le premier
entier n tel que u,, < € pour un € donnée.

def f(x) :
return - - - - -
def rang(Eps) :

8. Montrons par récurrence sur n € N* que u,, existe et que u,, € [0, 1]

— Initialisation : Onawu; =1 € [0,1].

— Hérédité : Soit n € N* fixé quelconque et supposons la propriété vraie au
rang n et montrons la au rang n + 1, c’est-a-dire supposons que u,, existe
et que u,, € [0, 1] et montrons que w1 existe et que u, 1 € [0, 1].
Comme u,, € [0,1] et que [0, 1] est stable par f, on a que f(u,,) existe bien
et que f(uy) € [0, 1] soit u,41 existe et u,, 41 € [0, 1] ce qui prouve notre
hérédité.

— Conclusion : Notre propriété est bien initialisée au rang 1 et est hérédi-
taire a partir du rang 1 donc par le principe de récurrence on a prouvé que
(un)nen+ existe bien et que pour tout n € N*, u,, € [0, 1].

9. (a) Soitn € N*. On a
O S
n) 1+i4+L T n1ylil
1 1
<
n+l++ " n+l

3

|=

carn+1+%2n+1.
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(b) Montrons par récurrence que pour toutn € N*, ona 0 < u, < %

— Initialisation : Onawu; = 1 et % = ldonconabien 0 < u; < 1ce
qui vérifie notre initialisation.

— Hérédité : Soitn € N* fixé quelconque et supposons la propriété vraie
au rang n et montrons la au rang n + 1, c’est-a-dire supposons que
0<u, < % et montrons que 0 < Uy < %ﬂ
f est croissante sur [—1, 1] par la partie précédente donc comme 0, w,,
et % sont des éléments de cette intervalle, on a par application de f sur
notre hypothése de récurrence f(0) < f(u,) < f (1).

On a f(0) = 0 et f(up) = upt1 et par la question précédente,
f (l) < %ﬂ donc on en déduit

1 1
Ogun-l-lgf( )S

n

ce qui acheve notre hérédité.

— Conclusion : L’inégalité est initialisée au rang 1 et est héréditaire a
partir de ce rang donc par le principe de récurrence, on a montré que
pour tout n € N*, 0 < u,, < 7%

(c) Comme rf 0= lim % = 0 donc par le théoreme des gendarmes, la

li
— 400 n—-+oo
suite (uy, )nen+ st convergente et on a

lim w, =0.
n—-+oo
(d) Une suite récurrente convergente du type w,,+1 = f(u,) converge vers un

point fixe de f donc dans notre cas la limite ne peut étre que —1 ou 0 et
comme la suite est a termes positifs, —1 est impossible. La limite est donc

bien nulle.
def f(x) :
return x/(14+x+x%%2)
def rang(Eps) :
u=1
10. n=1
while u > Eps :
u = f(u)
n=n+l
return n

3.3 Etude de suite ou le premier terme est négatif

v = —2
Vn € N* vp11 = f(vn).

11. Justifier rapidement que pour toutn > 2, —1 < v,, <0.

On considere a présent la suite (v, )nen+ définie par {

12. Montrer que la suite (v, ),>2 est décroissante.

13. Conclure quand a la convergence de la suite (vy,)nen-
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14.

15.

11.

12.

13.

14.

Ecrire les lignes de codes permettant de tracer le graphique suivant :

-0.6

-0.8 %
-1.0 Xox X X X X X X X X X X
-1.2
-1.4
-1.6

-1.8

-2.0f X

(a) Résoudre I’équation f(z) = —1 d’inconnue z.

(b) Montrer par I’absurde que pour tout n € N*, v,, # —1.

Onawvy = f(u) = f(-2) = =5 = 5. Comme v, € [~1,0] et que
cette intervalle est stable par f une récurrence montre que la suite (v, )nen= €st

a terme dans [—1, 0] a partir du rang 2.

On a vu que la fonction g est négative sur [—1,0] et comme pour tout n > 2,
v, € [—1,0],0na

Q(Un) < 0& f(vn) — Un < 0& Un+1 — Un < 0= Un+1 < Un-

On en déduit donc que la suite (v,,),,>2 est décroissante.

La suite est décroissante et minorée par —1, elle est donc convergente par le
théoréme de la limite monotone. On a de plus que la suite converge vers un point
fixe de f, donc —1 ou 0.

Comme v2 < 0 et que la suite est décroissante, elle ne peut converger vers 0. On
en déduit donc

lim v, =—1.
n—+oo

import matplotlib.pyplot as plt
def Suitev(n) :
v=-2
for k in range(1,n) :
v = V/(1+v+vx2)
return v
X =range(1,16)
Y = [Suitev(n) for n in X]
plt.plot(X,Y,’x’)
plt.grid()
plt.show()
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15. (a) Ona:

f(x):—“:)L: +1=0

T

_1@7

1+x+22 1+ x4+ 22

srt+l4z+22=0c22+2x+1=0
S+’ =0cz=-1

L’unique solution de I’équation f(x) = —1 estx = —1.

(b) Supposons qu’il existe un entier n € N* tel que v, = —1. Sans perte de
généralité on suppose que n est minimal.
Comme v; = —2,0nan > 2.Onaalors v, = f(v,—1) donc v,_; = —1
or cela contredit la minimalité de n ce qui est absurde donc pour tout n €
N* v, # —1.
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